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VORWORT 

Das  vorliogencle  Werk  ist  von  uns  in  vieljahriger  gemeinsamer  Arbeit  geschaffen 
worden.  Wenn  auch  die  Fundamente  schon  seit  Jahrzehnten  vorhanden  waren,  so 
stellton  sich  dem  Aufbau  der  Theorie  sowohl  hinsichtlich  der  strengen  Beweisfuhrung 
wio  hmsichthcli  der  klaren  Darstellung  doch  so  mannigfache  Schwierigkeiten  entgegen, 
daB  ko'mor  von  uns  beiden  fttr  sich  allein  imstande  gewesen  ware,  sie  zu  uberwinden. 
J)as  im  orsten  Teil  zur  Qewinnung  des  Fundamentalsatzes  der  Theorie  eingeschlagene 
Vorfahron  htitte  boi  allgemomover  Fassung  der  Hilfssatze  I,  II  durch  em  wesentlich 
kilrzoreft  orsotxt  wordon  kOnnen;  wir  glaubten  jedoch  dem  zwar  etwas  l&ngeren,  dafur  aber 
loichtor  vorstandlichen  VerJtahron  hier  den  Vorzug  geben  zu  sollen.  Besondere  Schwierig- 
koititti  hat  uns  die  gogon  JBnde  clcs  zweiten  Teiles  durchgefuhrte  Erzeugung  der  EIE- 
MANN'HChon  Thetafunktion  boroilot;  sie  gelang  uns  erst,  nachdem  die  im  vierten  Ab- 
Bclinitt  am  Nc.hluBse  d«H  achten  Artikels  stehende  Rosx'sche  Gleichung  gewonnen  und 
(lanut  (ho  Art  dor  Abh&ngigkoit  der  JtaiMANN'schen  Konstanten  27^,  -  -,  2 ftp  von  der 
Ii(^chaironh(ul  <lor  vorgogobonon  (2y  +  l)-fach  zusammenhangenden  Flache  I  und  von 
dom  Obirakter  don  zur  Vorwaudlung  dieser  Flacho  in  eine  einfach  zusamrnenhangende 
FlSloho  bonut/.ton  SclimttHysteuis  aufgedeckt  war. 

Die  Thoorio  <U^r  PKYM'scheii  Funktionen  Nto*  Ordnung,  die  dadurch  charakterisiert 
Hind,  daB  H!O  in  (Iruppon  von  N  Funktionen  beim  Uberschreiten  der  Schnitte  Imeare 
Tranwformationon  orloidon  und  zugleich  durch  voneinander  unabhangige  Grenz-  und 
UnHtotigkoitftbodingungon  vollstitndig  bestimmt  werden  k6nnen?  Ia6t  sich  mit  Hilfe  des 
allgtmioiuon  PuvM'schen  Modulsat/.os  in  ganss  aualoger  Weise  durchftlhren,  wie  es  hier 
far  die  Funktionen  orator  Ordnung  geschehen  ist.  Wir  hoffen,  daB  es  uns  vergonnt  ist, 
auch  (liew,  in  ihren  Gnmd/tigon  Iftngwt  vorhandene,  Theorie  in  gemeinsamer  Arbeit 
aiisffthrlich  /AI  entwickoln. 

Wflr^burg,  im  Juli  1911. 
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Erster  Abschnitt. 


Integration  der  partiellen  Differentialgleiclmng  A^~0  fiir  eine  Kreisflaclie  M 
Yor#cgel>ener,  den  Bedingungen  der  Endlichkeit  nnd  Tntegrierbarkeit  geniigender 

Randfunktion. 


1. 

In  win  or  Ebene  sei  erne  Kreisftache  nut  dem  Radius  11  gegeben  (s.  Fig  1)    Ihren 
Mittolpunkt  0  nebino  man  /Ann  Anfangspunkt  ernes  rechtwinkligen  Koordinaten  systems 
mil  dim   Achson  OX,  OY  und  bexeichne  nut  $,  y  die 
Koonlmaton    irgond    oinos  Punktoa  o/*  an  Irmern   dor 
Kroisllildhn    in    bo/ug    nuf  dieses   Koordmaten  system, 
mit  r,  t  Q+'t+Sff)   soirio  Polarkoordiuatou  in  bessug  aut* 
mn   l^oljirkoonlinatiuiKystmn,  dossen  Pol  dor  Punkt  0, 
doHHni   Polantdmo  <Uo  Ar-A(*lmo   ist,  und   bei  deni  der 
positive  Drt^hungHsinti  so  gowfthlt  ist,  da8  erne  Drehung 

inn  -*  die  posii/ive  Hichtung  der  X-Aclise  m  die  positive 


It, 


dor  T-Arbso  (iborfohrt.  Kntsprechend  be- 
an mit  £<  *n  dio  wcbtwinkligen  Koordinafcen 
-A  PunktoH  anf  doin  Rando  flt  der  Kreisflache,  mit 
)  io->-a;rt  Borne  Polarkoordinaton  KH  besteben  dann 
Ito/Jo.luuigon: 


/icos 


y-   rHin£,  7/ —  Jisin^* 

Fnr  <unon  diono  KroiHllftoho  in  seinem  Innern  enthaltenden  Teil  der  Ebene  sei 
nun  oino  roollo,  crmwertige  Funktiori  u  der  boidon  reellen  unabbangigen  Veran  der  lichen 
MI  y  gc^golxrtii,  wolche  don  folgonden  liedingungon  gentigt.  Ftlr  allo  Punkte  der  Krois- 
flatjhe*,  <L  li.  Howobl  fflr  dio  im  Jiuwru  als  anch  fttr  dio  auf  dem  Rande  31  gelegenen  Punkte, 
noil  di(^  Kunktion  u  Btotig  soin;  in  derselbcm  AuBdebnung  sollen  die  partiellen  Derivierten 
i*  u,  L  i 


2  Erstci  Abschnitt 

flf   |*   |!£  4!*i  existieren  und  ebenfalls  stetig  sem,  endlich  sollen  die  zweiten  Deri  viei  ten 

dx'  dyy  d&'     dy*  ^  a 

die  Gleichung  A^=|^  +  ~|==0  erfullen.    Fur  jede  solche  Fauktion  u  lufit  sicli  dann  dor 

Wert  wv,   der  ihr  fin   emen  Puukt  &  mi  Jnnern  dei  KieisfLiclie  zukoinmt,  durcli  dio 
Werte,  welclie  sie  auf  dem  Eande  91  besitzt,  ansdrucken. 

Urn  zu  diesem  Ausdrucko  zn  golangon,  definicro  niau  zn  dev  gogobonon  Fuiiktioii  n 
erne  neue  Funktion  v  durch  die  Gleickung: 


mdem  man  nntoi  r/7?y  die  Koordniiiten  (nnos  PtinktoH  dor  KtOKslhirho  voislolii  und  d(kin 
voin  Punkte  ()7  0  his  zum  Puukio  tw,  ;//  sicli  erstreoknidcn  IniiOgniiioiiHwo^o  <li(^  Hodin^iing 
aufcilegt,  inch!  aus  dor  KieisJlacho  liorauszulreton  Dio  so  dc^liniorio  l^unki.iou  r  hwl'/i 
dann,  da  das  hmtor  dein  Integral  z(»iclu*n  wtoliond<^  zwoigliodii^1  DiJIoronUsi.!  infolgo  d(vr 
Gleichang  A^  =  ()  oin  vollHtitndigos  1st,  fur  jodon  Punki  <!(»*  KnMHfhwlK1  ckinon  voni 
Integrationawog  unabhangigon,  init  $  9  y  sicli  si(^i.ig  andomdon  WIM^,  und  ihro 
Denvierten  sind  xnit  dou  orsteii  J)orivi(iiioii  v<m  w  voikmlpll  duirh  di<>  (lloiduingon 


Daraus  folgt  alxir  woitor,  da8  dio  Kunkliou  w     ?H-w  <'i^<>  '<f^  «^H<*  Pnnkl^1  dor  Kr<is- 
fliiche  omwortigo  und  ai^tigo  l^nuktion  dor  koinp](ixon  Voi«uul(»rln*ho!i  *:     .r  |  ///  t>sl,. 

Btwoichnot  mail  tuni  d(^n  Worl,  diui  dios(^  Funktion  ^r  1'ilr  don  im  Innotii  dor 
KroiwfliioJio  gelogoueu  Punkl  if  \\\\i  <Ion  ro('Jiiwinklig(kn  Kooidinai-on  ,r,  y  und  don  Polar- 
koorchnatcTi  ^?  j  bonifr/A,  mil  ?^  (-  /  -|  y//  n1''),  <lon  W«»riu  don  nio  fflr  oiiion  Punkl. 
das  Uandos  tyt  mil  d(»n  nuihtwinkligtMi  Koordina,l<ni  |,  //  und  don  Poltirkoordinalon  //,  y> 
boHitzt,  init  wc(£--  £  1-  ;;/  /^'<;")i  HO  Iftfii  wio.h  Kunflr.hHi.  dor  W<Mi  ir  duirh  dio  l 
werfco  M  aiwdj^ckon  mil  llilfo  dor  (JAiuwYHchon  Kuiidanionl4i,Hbnu<».l; 


boi  dor  dan  Integral  in  positive*!'  Hic.btung,  d.  b.  <uilHpn»cIu»nd  <lfua  poHitivon  Dn»hu»gH- 
8inn  doH  PolarkoordinatenHjHtomH,  nbnr  dcMi  Rand  JH  <lo.r  KreiHflftc-bo  xu  ornf.nM'kon  wL 
Woitor  boHtohl  abor  aur.b,  wonn  man  untor  z  <li(^  xu  .r  I  ;///  w"  konjugiorto  (Jr<w>B«» 
^  —  y»  --  r^r'1  vt^mtoht,  dio  (jllo 


Integration  der  Gleichung  Au  =  0  fai   erne  Kieisflache  3 

da  die  komplexe  GroBe  -j^  =  ^etl  dem  aufierhalb  der  Kreisflache  gelegenen  Punkte  ^ 
mit  den  Polarkoordmaten  y--,  t  entspncht  Fuhrt  man  jetzt  in  die  beiden  aufgestellten 
G-leichungen  an  Stelle  von  £  und  £  die  ihnen  entsprechenden  GroBen  r,  t  und  R,  cp 
em,  indem  man  2  =  re1',  £  =  JRe*1,  ws  =  ur^  +  viftt,  wc  =  u^  +  vRt(pt  =  f(<p)  +  g(y}i  setzt, 
und  ersetzt  zugleich  in  der  zweiten  Gleichung  uberall  t  durch  —  ^7  so  gehen  die  beiden 
Gleichungen,  wenn  man  fur  y  als  Integiations variable  auch  noch  den  Wert  2n  zulaBt  und 
entspiechend  f(2ri),  g(2ri)  durch  die  Gleichungen  f(2jt)  =  f(G),  gfiir)  =  ry(U)  definiert, 
uber  in  die  Gleichungen. 

0-0  w/,*  +  v/,**ss=8  a« 

u 


Ans  dieHOii  OlcMchungon  eigibt  sich  aber  schhefilich  durch  Addition  und  darauffolgende 
Tronnung  doi   3peellen  Teilo  von  den  littoralon  fui  u,^  die  gew&nschte,  zueist  von 
aufgostellto,  Uloichung: 

(J]  L) 


dui  (l<m  Wort/  w;i<,  wolohor  der  Funktum  u  ftir  d<m  im  Innorn  cl<jr  Kromflucho  goleg(»non 
Punkt  <*/>  zukoinmt,  durch  die  Worto  wK9tp=-f(q>)9  welcho  ^  auf  dom  Jtando  3t  boyiizi,  aus- 
(Irfldki.  Die  gowontiono  (n<uchung  zoigt  uberduw,  dafi  zwei  zu  der  KroiwHilcho  gogobono 
Kuiiktionon  n  dor  doliniorton  Art  idcntisch  Hind,  wenn  sic  fm  alia  Punkto  dos  Jlandew 
(UxM'oniHtii  union. 

Sotzt  man  in  doi  (Uoichung  (111)  r««()  und  bezoichnot  Aim  dom  Werte  r-~0 
ontsproohondon,  von  t  unabhtingigon  Wort  w()),  der  Funktion  uhi  (uniacher  (lurch  %?  so 
orhftlt  man  dio  (Heichung: 

(IV)  ««  - 

0 

(ho  anHsagt,  daO  (lor  Wort  von  w  im  Mittol])iinktc  dor  KvoisflAcho  dan  anthinoiiisciio  MUM 
aus  donjonigon  W(uion  iwt,  wolcho  w  auf  dom  Jtande  3t  den*  Kn^Hacho  bcwitzt, 


hn  folgondtui  noil  nnter  /(</))  irg(»nd  oino  roelJo,  oinwortigo  UTK!  mit  dor  Poriodo  2n 

periodiHcho   Funktion  d(^r  roelion   Vorftnclorlichon  <p  verntanden  worden,  die   den  Bo- 

t* 


4  Erbtcr  Abbchmtt 

dmgungen  der  Endlichkeit  uncl  der  Integneibarkoit  nn  Sumo  der  von  RTEMANN-*)  ge^ebonen 
Definition  des  bestimmten  Integrals  genugt. 

Die  erste  Bedingung  dockt  sich  mit  der  Forderung,  daB  fin  die  Werte,  weicho 
ftp)  uberhaupt  annimmt,  emo  obeie  Grenze  G'  und  erne  unteie  Grouse  £'  oxistiort. 
Infolgedessen  existiert  auch  fur  diejenigen  Werte,  woicho  f(y)  in  doiu  Jnlorvallo  von 
(f==<p'-d  bis  cp^<p'  +  d  aniummt,  emo  obere  Gien?p,  (r^  und  eine  uiitere  Uroir/e  A^j. 
LaBt  man  dann  die  positive  Zalil  9  gegon  Null  kotivorgieren,  so  konvergioron  dio  boidon 
GroBen  0^d9  K^  gegen  bestimmte  Grenwerte  <!($?),  K(<p),  da  bei  almehmondom  $  dio 
Qrofie  Gy^j'memals  zunehmen,  die  Grofie  K^  inornate  abnohmon  kann  Dio  (IrftBo  <V(V/>') 
soil  die  obore  Qrenzo,  dio  UroBe  /T(yf)  (ho  untero  (Ironzo  nn<l  ontsjn-cchond  dir  mo 
negative  Different  <f(qf]  -  K(q>]  die  Scbwankung  der  Kunktion  f(<p]  l\n  don  Punki,  (/>  </»' 
gendnnt  worden.  1st  y  »r/em  Stetigkoitspunkt  dor  Funktion  /(r/0,  so  isi.  (/(</•' I  Afy'l  0; 
ist  dagegon  y>  c//  em  Unsti^tigkeitspimkt  dor  Kimktion /ty),  ^<>  ba,t  ^/fy/)  /v'fy') 
von  Null  vorschiedenen ,  iminor  positivon  Wort 

Dio  weitor  noch  fUr  din  Funktioii  f(<f]  (?<wli(»lliiO  Bodingung  dor  Inl(»griorl 
ist  daun  gleiclibedoutond  mit  d(M*  Kordorung,  dafi  dio  y,n  /!</')  geborig(^  KunkMon 
(}(<p)  K((f)},  welohe  positive1  /abl  man  auch  untor  a  vorst(*hen  nu.g,  in  d<kni  lnt,prv»lle 
von  </>  -  0  his  <p  2?r  and  (labor  auch  in  jodoni  Intorvalh^  w-  -6  si^l.K  nur  fiir  <»ino 
mcht  ausgodoluit(^  Punktinwigo  Worto  l)osifc/.i.,  dm  gr6iier  aJs  r;  sin<K  Duboi  soil  <»ino 
von  Punkton  omos  fntorvalls^-  b,«,  '  b,  g(fcbild<^l.o  Pnnkttnonge  erne  nirht  anHgo(lchni(^ 
gouannt  wonhm,  wonn  dio  Hmmno  (lorj<fcT)if?en  von  d(»n  H  Htn»cken^  I  (r  1 J— ~  "-^  I  /'•  --••••. 
f-i,»,  ,»,  auf  woUdion  Puukto  dor  INmkttnongo  vorkoinm<»n,  <la(hirch,  daB  man  nnr  // 
groB  genug  ninnnt,  dor  Null  so  naho  gobrachi  wordon  kann,  wi(^  nuin  will.  Hihl<»n 
al)or,  wio  vorlangt,  dio  irgtuul  oinom  Inlx^rvallo  a-  >  l>  jutg(»bong<Mi  PutiKio  y,  fflr 
woicho  ^Yy)  l\(<p)><r  i«t,  fur  jiulon  |»<miUvon  W(kTi»  von  o  (»(in(»  ni< 
Punktnioiigo,  so  iJiSt  sich,  wio  h^icht  f/A\  bowoiscn,  in  jod<nn  T*»ih»  (l(»s 
ein  Pnnkt  93  btistmnnen,  fnr  wolchon  (}(</>)  A'fyO  ()  i«ts  ^l»<'  <w  Ixssit./t  <lah«r 
Funktion  f(<p)  in  jo<loni  nooh  HO  kloinon  Tcfcilo  <l(»B  Ini<*rvallH  Si^tiigkcMtspunkfo.  Da 
folgt  dann  HchlieBlic/h  noch,  dafi  man  fnr  dio  Biblung  d«»r  Produki^nKiunin**,  w«*l<-.ho 

durch  Oborgaug  r/ur  Orousso  das  bt^tiimnio  lnt<kgnU  /7(</0^r/J  liofori,,  Hi(*.b  auf 

FunktionHW(n*to  f(<p)  bonchrdnkou  kann,  wc^lcho  don  Ht^UgkwtHfwnktou  d«»r  Kunkitott 
entsprechen- 

Mit  Hilfo  dor  im  yonitohmidon   oiiiKttfabrtim  Kunkiion  f(y)  doiiuuMi*  man  ji»t//t 
fflr  dio  in  Art.  1  gowahlto  Kwiuflilahe  MIM  Fuuktion  M  durch  dio  (Ho 


*)  limwANN,  Bt  tthor  dio  Darwt^llbarkoit  einor  Fuurtion  duroh  dmi  trigonoruotrlHch^  H^Ih^,    Art,  i,  fl, 
(Ge«amm01fce  Werko,  »,  Aufl,,  H.  W 


Integration  der  Gleichung 


fur  erne  Kieisflache 


^'-i/Vi' 

-In         45t«/ 


(1) 

mdem  man  dabei  unter  I  iigend  eine  reelle  Zahl  versteht,  und  stelle  sich  die  Frage, 
welche  Eigenschaften  die  so  defimerte  Funktion  u  besitzt. 

Nach  den  uber  f(<p)  gcmachten  Voraussetzungen  hat  das  unter  (1.)  stehende 
Integral  fur  jeden  im  Innern  der  Kreisflache  gelegenen  Punkt  r,  t  einen  bestimmten 
reellen,  von  I  vollig  unabhangigen  Wert  Beachtet  man  dann  noch,  daB  die  unter  dem 
Integralzeichen  vorkommende  Funktion: 

der  Funktion  -r-^ 


ist,  so  orgibt  KSich  zunachst,  dafi  die  Funktion  u  eine  reelle  und  einwertige  Funktion 
dcs  Punktos  ,r,  y  dor  Kreisflache  jst,  die  fui  jeden  mi  Innern  der  Kreisflache  gelegenen 
Punkt  e?  nicht  uur  stoti^  ist,  sondern  auch  partiello  Derivierte  in  bezug  auf  x  und  y 
von  jodc^r  Oidnung  besit/t  und  dor  Differontialgleichang  Aw-0  genugt.  Es  ist  also 
nur  nocli  zu  untorHuchon,  wio  mch  die  Funktion  ^  verhalt,  wenn  der  Punkt  $*  mit 
don  n^chtwinkligon  Koorclmaton  ,r/,  jy  und  don  Polarkoordmaten  r,  ^  sich  einem  beliehig 

Pinikt.(^  (f  des  Rtuulos  5R  inibognm/t  nabort 
7m  doni  Kndo  nobino  man  don  Punkt  Of,  dosH«n 

g(k  Koonlinaton  a,  ft,  dossoti  Pobirkoordinaton 
/i,  a  soion,  r/um  Atifiui^npunkt  oinos  "uouen  rochtwnik- 
ligon  KoonlinakMmyHtciinH  mit  don  Acliseti  0'A';,  Or  K' 
(H.  Kig.  2).  I)K%  K'-Achwo  woll  (lurch  don  Punkt  ^  gohcm 
und  (t<>  als  positive*  Riohtung  habcin  Dio  X'-Achne 
wird  (latin  hn  Punkio  (t  Tangento  xinn  KKMHO  soin;  ihrc 
poHitivo  itichtung  soil  HO  gowithlt  vsciu,  dafi  <ho  beidon 
KoordinatxmHyHtemo  (/X'Y'9  OXY  von  ungloichcmi 
Siiuio  Hind.  Mit  &',  yf  bezoicluu*  man  die  Koordniaton  den 
PunktoH  tVvm  botfug  aufdaw  nouo  SyHtom,  mit  (>,  T  Q'***) 


di«  Polarkoordinatou  doHsalbeti  Pimki.OB  in  bozug  auf 


oin  PolarkoordinaUnivsyHtom,  d(wson  Pol  dor  Punkt  (1, 

dowurn  PolurachH(4  di(^  JC'-AchHo  int,  und  }>ei  dom  dor 

powitivo  DrohungHBinn  so  gtwfthlt  1st,  dufi  ointj  Drohung  urn  —  die  positive  llichtung 

dor  X'-Aohso  in  <Ii«  pOHitivo  Richtung  dor  y'-Achso  ilborftlhrt.    Durch  passende  Wahl 

von   v  innerhalb  dor  GraiKcm  0  tmd  n   kann  man   dann   to   das  Heranrtlcken   des 

Punkte^  if  mm  Punkto  Q  jede  ssulilHBigo  liiohtung  fixie^ron,  und  daB  Heranrftcken  selbst 

wird  dftduw*  bowirkt,  dafi  man  da**  immer  positive  Q  gogen  Null  konvergieren  la6t 


g  Erstei  Abschratt 

Fuhrt  man  nun,  indem  man  beachtet,  daB  zwischen  den  viei   dem  Punkto  & 
zukommenden  Paaren  von  Koordmaten  die  Beziehungen: 

r  cos  t  =  x,       x  =  a  +  x'  sm  a  —  y  cos  a,       a!  =  Q  cos  t, 
rswt=*y,       y  =  &  —  a?'  cos  a  -  j/  sin  a,       ?/  «=  <>  sm  r 


bestehen  und  daB  a-uRcosa,  &~jRsma  ist,  m  das  dio  Funktion  w  fui   alio 

Punkte  der  Kreisflache  definierendo  Integral  an  Stello  dor  Kooidinalon  *,  t  dio  Koordi- 

naten  ?,  r  ein,  so  geht   diesen   Integral,   wenn   man   nocli   I  -a  und  zur  Abkuramg 
—  3C  setzt,  uber  in  das  Integral: 


x55      ^ 


U^  *"  2^  J 

a-rt 

Da  das  Vorhalton  diestw  Inlogmls  Jf'ftr  unbogronxt  alinohmoiidciH  x  unktrHiiclit,  wordc.n 
soil,  so  kami  man  fur  dan  folgoudo,  ohnc  lioHchriuikung  dor  Allgoincinhoit,  v»ntiiHH«t«('n, 
diifi  x<l  sci.  Daw  Jntegnit  «x'r  zorlcgo  nuui  nun  in  zwci  none  lutognilo  H?',  n$r,  von 
denen  das  orsto  die  Gronzona-n1  und  a,  daw  /-woiio  dio  (Ironxon  «  und  «  I  «  lxwil,'/,iN 
und  transform  i  ero  das  Integral  M?*  dumb  die  Suhsiituiion  <p  -  a.  -  <f>r  daw  Intogml  /4'r 
durch  dio  Snbrtitution  <f  a  +  yt.  KH  orgolxm  Hioh  dann  Holilicttlirh,  wcnn  innn  nodi 
in  don  EndresTiltaton  boi  yv  </33  dio  lndi'/(^  union  1  nick  i,  di«  (Hoidmngcn: 


4-  «J'% 

i 
*      /' 


/*  /,/ 
J  'V 


X)t        |         ,y          v  _    xmnr      x  _          _________   / 

^'        5Uf  /  '  ^  •"  W  [5     »*«mr;0      cuHqrO  |  8x<*oHrHimp  [^     '  ' 
o 

Man  /iorlogo  j(»t/,t  oin  jwb«  <lor  Ixndon  Inix^ntlo  <r,  /^tr  in 

donen  dan   orsto  dio  (iron/ion  0  und  2  aro  t#  l/x,  dan  zwoito   dio   (Ircniwn   2an*l«|/x 
und  7t  boBit/A     Untor  awtgu*    boi   rtwlloin  ArKiuuonfcc  />  int  hior  und  iiti  r«lf(finlini 
immer  dorjcmigo  behtiinmte,  zwinchon    -  -J  und  +  |-  gflogiuu^  Wc»ri.  m  wrutolmii  w«*lc-hw 
orhalten   wii-d,  wexm  man  ^arctgr/:     (l+tf*)-*d#  im   m»llon   (lohi 
(Jrenzem  0   und  ^  mtagriorfc,    und    zugleicb   woll   untor  ]/*  nU^in   d<^r  pomi»iv<» 
wert  vorstaudcm  wttfdon.     W<m<lofc  man  dann  auf  duwo  IKUUWI  Int^^tiUo,  indinn  tnuu 
zur  Abkflrasung: 


Integration  der  Gleichung  Aw  —  0  fur  eine  Kreisflache 

s^ 2x  sinr  —  %s 

Vi        (2  — -  2x  sin  r)  (1  —  cos  qp)  —  2x  cos  t  sin  qp  -f  H*  ' 

x% Sxsmr  —  x2 

^2        (2  —  2  rt  sin  ir)  (1  —  cos  qp)  -|-  2  *  cos  -r  sin  qp  +  %2 ' 

2arctg]/x 


1   r  r^  1   r  rv 

t    /•»arotff  x  J    /? 

v    9    2^r?   2 


setzt  und  Leaclitet,  dafi  die  Grofien  (\,  (?2  immer  positiv  bleiben,  wie  auch  y,  x:,  r  sick 
ilndern  mogen,  den  ersten  Mittelwertsatz  an,  so  erhalt  man  die  dleichungen: 


~ 


I)al)oi  braeichnen  M19  M{,  M^,  M*  reelle  Zahlen,  die  den  Bedingungen: 


gonitgoii,  worin  7v"t,  (7,  untore  und  obero  Greuze  der  Werte  bedeuten,  welche 
mii(irluill)  dos  Intorvalls  von  9?  -  a  bis  0>  —  a  —  2  arc  tg  J/x  annimmt,  /C2,  ^3  untere  und 
obwo  (h'otr/o  der  W(»rfco,  welche  f(<p)  imiorhalb  des  Intorvalls  von  99=0:  bis  9=oc+2arctgyx 
atmimmt,  endhch  A"',  G'9  wie  frttlior,  untere  und  obere  Grensse  dew  Werte  bezeichnen, 
dio  /'(y)  aborhaupt  anniinmt 


3. 

Dio  vior  Funktionen   «7J?  /^  J^,  J±  sollen  jetzt  naher  untersucht  werdon.    Da 
Q1  in  Qt  aborgoht,  wonn  man  r  durch  n  —  v  ersetzt,  so  bostohen  die  Beziehungen: 

(«.)  J,  (x,  r)  -  Ji  (x,  7t  -  T),         Jjfa  r)  «•  //(x,  7t  -  T), 

und  man  kann  nich  dcmontsprechtmd,  well  zugleicli  mit  r  auch  m  —  r  innorhalb  des 
Inlorvalia  ()---yt  liogt,  auf  die  Unterwuchung  der  beiden  Funktionen  ,7],  /t'  beBchrankeiu 
In  die  don  Funktionen  «/4,  J7  entsprechenden  Integrale  ftthre  man  nun  an  Stelle 
voti  9?  oino  nimo  IntogrationBvariable  |  ein  durch  die  Substitution  |  -  i  tg  |-.  Man  er« 
halt  daun  swnachst  die  Gleichutigen: 


Erstei  Abschnitt 


(7) 


(x,  r) . 


!  smr  —  K 


I  —  4x  san  T  +  H2)  £*  —  4  £  cos  r  -f-  ; 

2  smr  —  x 

I-  —  4x  sin  T  +  **}  £a  ~~  *  6  COH  r  H~  ; 


und  weiter  aus  diesen,  wenn  man  beachtot,  dafi  das  unbestnmnte  Integral  dm  hintor 
den  Integralzeichen  stehendon  Differentials  durcli 


arc  tg  [• 


(4—  IxBmr -hx*)  {--  8 
ti  Bin  T      x 


noiiHt 


dargestellt  wird,  und  dafi  sowolil  dio  (3rofie  4—  4x  sin  7  -|-  ^s  vvio  dio  UroB(i  iinin/ 
immer  positiv  ist,  die  (Jleichungoir 

r  /        \  .        4  --4«  sjnr-f  x*~    iil/w  COH  r"!    ,  ,  "2  COH  r 

Ji  (%,  T)  -  arc  tg   ; — £ E arc,  t.g  -• 

*      \       '          /  *   '  I/..   /H   ,..».    _  .^N  I  *   '  2 

(8.) 


r       c 


r/  /        \        a  i      I 

J<  fa  T)   •  —  •  —  arc  ti» 

1  V       ;        ^  ^  L 


4       4  x  Hint 


Unter  der  schon  (Vfthw  ilbor  dio  Hwlouiung  von  air  1^  x  hot  rocllotu  Argumctnit1  ,r 
gemacliten  F(^sisoteung  gilt  von  don  boidou  I^ 


arc  tg  0  --  i  -  arc  tg  -L  ,         air.  Ig  ^     arc,  i#  y/     air,  f«  (7  j-~ 

die  orsto  ftlr  j(kdo  positive  (IroBo  ir,  di<k  '/vvoito  f(ir  jo  xwoi  n^olh^  (IroBon  ,r,  //,  <li(^  dor 
Bodinguug  H  xy>(\  gcmflgoiu  Durcli  Anwondung  diasor  Konnoln  (n^^eni  sich  <lann 
immittolbar  dio  (lloichungon: 


a.)     arc  tg   - 


(a  Hint      x) 


an1 


|/X  1*2  Hill  f         X*) 

4  K  Hint   |  x"1      SSjO  COH  r  I  ' 


4  -  4xHinr  f  x*      ^J 


art1. 


x  nhi  r      J/x  turn  r 


Bei  der  Aufttellung  doraelhon  i«t  xu  boachton,  duB  dor  Auwdrurk  4  4«mn  r  |  x*  a  l/x  cum  / 
und  dainit  asugleich  auch  dor  Aundrur-k  2  xHinr-  Kxrcuwi  *  ^  (4  4xHin7  I  * 
+  -5-(iiHint*-x)  immor  ponitiv  i«t;  dotm  dor  khntmto  Werfc*  wolchon  dor 
Ausdruck  hoi  foBtgohalttuunn  x  im  liahtnon  dor  B<Hlingnng  0-;-j;^7i  atwohrww  kanrif 
wird  (lurch  4-|^s  •  2/*  t  4^  dargontollt,  und  dionor  Minimalwort  ist  mful^  dor 


Integration  der  Gleichung  Aw  =  0  for  eme  Kreisflaehe.  9 

fruher  gestellten  Bedingung  x  <  I  positiv,  da  er  durch  Multiphkation  mit  der  positiven 

GroBe  4  +  x2  +  2  ]/*  +  4*2  m  die  fur  x  <  1  iminer  positive  GroBe  16  —  4x  —  8*:2  +  x4  uber- 

+ 
geht     Addiert  man  nun  zu  der  ersten  unter  (8)  stehenden  Gleichung  die  Gleichungen 

a),  1)),  c)    und  tiansformiert   die   rechte  Seite  der  zweiten  unter  (8.)   stehenden  Glei- 
chung nut  Hilfe  der  Gleichung  a),  so  erhalt  man  die  Gleichungen. 

T  f         \  I      F  "l/x  (sin  ir  —  I/it  cos  T)  ~| 

Ji(x,  T)  =  n  —  r  —  arc  tg   -*—  -  -  !•—  —  i-   , 

,Q  v  L2  —  x  sm  r  —  1/x  cos  r  J 

Jfc,  r)  -  arc  tg  f  -  V=(««"-.)   -  ] 

lv         y  °  L4  —  4^sinT  +  ^2  —  2]/^cosTj 


Brsetzt  man  m  diesen  Gleichungen  die  Qrofie  r  (Q<*<n)  durch  die  GroBe  n-r  und 
beachtet  die  Gleichungen  (6.),  so  ergeben  Rich  weiter  fur  die  Funktionen  J>(x,  r),  J^(^9^) 
die  Gleichungen. 


/;(*,  r)  ~  arc  tg 

-v         '  ° 

Von  den  vier  auf  don  rochton  Seiton  der  (Jleichungen  (9)  und  (10.)  m  eckigen 
Klainmom  steheTidc^n  Ausclrucken  liogt  dor  orate  mid  der  aus  ihin  durch  Ubergang  von  r  zu 
n  r  hervorgehende  dritto  Ausdruck  dem  Werte  nach  zwischon  —  Yx  und  Yx9  wahrend 
d<T  iininor  positivo  Kwoito  und  der  auB  ihiu  durch  Ubergang  von  r  zu  n  —  t  hervor- 
gohctulo  vic^rto  Ansdruck  dom  Worto  ntich  zwischcn  0  uud  2  Vx  hogt.  Die  Kichtigkeit 
H(^hau{)tun^  zoigt  oin  Uhc/k  auf  dio  Uleielumgon: 


I/     J. 


-M)  Hinr  —  2|/xcoHt| 


-  K  Hill  r  -    I/it  OOH  r  2  —  H  Bin  r  —  y%  cos  t 


2   -  x  Hin  t    -  }/x  COH  r       2  —  H  Bin  T  —  }At  cos  ir 

roohto  Heiton  fttr  jodc^s  in  Hotntcbt  kommende  ?c  uud  T  positiv  sind.  Die  Bichtig- 
ke^it  dor  /woitou  Dohauptung  dagogon  orgibt  Hich  aut)  der  Gleichuug: 


c,  i  it  -  it) 


4xRinir  f  x1  •  8  I/XCOHTT  4      4  *  sinr  4  xa  —  2  *)/«  OOH  r 

wonn  man  beachtot,  daB  der  kloinst©  Wort,  wolchon  dor  auf  der  rochton  Strito  dioser 
(Uoichung  in  ockigcm  Klatnmorn  Htehewdo  Ausdrack  boi  feBtgohaltenem  x  iiu  Bahmen 
dw  liedingiuig  0<  r  <  n  anuohmen  kann,  durch  84-^  +  %x*  -  /4  +  4«x  +  Wx8  dargestellt 
wird,  und  dafl  dinner  Minmialwert  durch  Mulfciplikation  mit  dor  poaitiven  GrOfia 


10  Erster  Abschiiitl 

in  die  fm  x<\  iminer  positive  GioBe  W-'^2x- 


ubergeht.  Berucksichtigt  man  nun  noch,  dafi  der  Wert  von  aic  ti>  a;  /wiscluvn  -  Vx 
undVx  liegt,  wenn  -V*<x<Vx  ist,  dagogen  /wischoii  0  und  %Vx,  wonn  <)<.*  <2]/x 
1st,  so  ergeben  sich  aus  den  Oleichnngen  (9)  und  (10.)  die  Rcl.iiioncn. 

n-v-Vx<Jl(x,T)<yt-r  +  Vx,  (»<  ./,'  (x,  r)  <  2  I/*, 

T  -  J/x  <  «/,  (x,  T)  <         r  +  Vx,  <><,/;  (*,'/)  C2/X, 
und  aus  diesen  die  Gleichungen: 

J",(X,T)-«     7+6,1/jc,  »A'  fa.*)'   afi^x- 

(  1^5.  ) 

t/a  (x,  t)  -  r  +  ea  )/3C  ,  -/a'  (x,  rj  -   2^  ]/x 


Dabei  beKuiclinon  *t,  c,,  ta,  f'3  rcolle  von  ?c,  7   al>h;uif>if>o  Xahl«n,   die 
-  1<  ft  <  1  ,  0  <  e'j  <  1  ,  -  1  <  «s  <  1  ,  0  <  4  -;  1 


4. 

Man  fflhro  joM  dio  Cdr  Jt,  »/,',  ./2,  ./s'  ^(^rundcndii  AiiwlrflcKd  in  die  (Ueicliungeii  (,r> 
oin  und  addioro  die  dadurch  wich  ergebeuden  (lleichungen: 


iudoin  man  boaohlol,  (hiti  ^>f  f 

(14.)  ^^a2_i^  ,  i  A/a  (  J^^^/t  ,  ,^/a  i  ai;lV;  ,  a,Xj. 

Nacli  dom  am  SchhiHHc^  von  Art,  2  H<Mn(»rki(fcn  kOiin<fcn  dio  /alilon  ^l/(,  ,!/,',  ,!/«,  J/a'  nirht 
aufierlialb  doB  Inlorvalis  Kr  •••(?'  lio^Mi.  VcTsiolit  man  nun  unior  //  di<fc  nrfittc*ro  <lcr 
boidmi  nio  nopfativcui  Zahlcui,  wol(*h(^  dio  jibsolni<kti  Wert<»  von  A"  nud  ({'  Hind,  nnd 
boaclitot,  dafi  dio  Hatilou  fjf  ^  imnuu1  scwinchon  I  und  K  <h<»  Xahlen  f  Jf  *'a  imim*r 
7,wiHchon  0  und  1  liogon,  HO  or^ibt  Hich,  dali  dor  nbHoluto  W<»ti  <lor  auf  <lor  rochion 
Sinto  d(»r  h»tp/ixMi  (Uoicliunj?  nlohondiMi  (hf)Bo  ftj/j  (  ^A/a  f  2^,/V/  I  ^M^  nirhi 
alB  (i//  int,  un<l  man  kann  inlblg(wlc*HH(Mi  dio  Uloiclmng  (Mj  dnirh  dio  oinfarhoro  Uloi 

(15.)  i 


" 


(»n»  vvoboi  6  (iino  roollo  vou  xt  ?   abUftngiK^  ^abl   bc^oirhuoU  di<*  dtn1 
1  <  e  <  1  gouflgt. 
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Fuhrt  man  jetzt  an  Stelle  von  x  die  ursprungliche  Grofie  y  wieder  ein  durch 

Q 

die  Gleichung  ^^^  setzt  m  neuer  Bezeichnung  u*'  =u(&^  und  beachtet,  daB  die  Be- 

dingung  *<1,   unter  der  die  Formel  (15)   abgeleitet  worden  ist,   fur  Q  die  Bedmgung 
^  <  JS  nach  sich  zieht,  so  kann  man  die  Gleichung  (15.)  durch  die  Gleichung. 


(16.) 


(0  <  £  <  R) 


ersetzen  Es  bezeichnet  dabei  also  w^  r)  den  Weit  der  Funktion  u  fur  den  im  Innern 
dei  Kreisflache  gelegenen  Punkt  cT7  der  in  bezug  auf  den  Punkt  O  als  Pol  die  Polar- 
koordmaton  <?,  t  besitzt;  M19  M»  sind  reelle  Zahlen,  die  nach  clem  am  Schlusse  von 
Art.  2  Bemerkten  den  Bedmgungen: 


genugen,   woboi    A^>,  (}$\  K$\  (r(^  an  Stelle  von   k\,  6'lf  K^  G,  stehea,  also 

initere  und  obtkro  Grenze  der  Werte  bedeuten,  wclche  f(qj)  innerhalb  des  Intervalls  von 

<p  ~-  a  })is  <p  --=  a  —  2  arc  tg  "|/-~  annimmt,   A'^,  G$  untere  mid  obere  Grenze  der  Werte, 

welcho  f(<p)  imiorlialb  dos  Intorvttlls  von  <p  —  a  bis  cp  =-  a  +  2  arc  tgjAjj-  amnmnit;  end- 

lich  b(^(Mcbtiot  g  di(i  olxn-o  Chen  HO  dor  absolutoii  Werte  von   /*(</>)  und  e  eine  reelle 
von  (>,  7   ablunigigo  Zabl,  dio  der  Boding  ung  —1  <e<l  genugt 

lint  (Miu1  cjitsprcchoudo  ITonnol  fur  don  Hand  3t  der  Kieiwflacho  7Ai  erhalten, 
J)OH(*.hroil)o  man  tnu  0'  aJs  MiUelpunkt  eiuen  Jvuus  mit  dom  Radius  (>?  bozuiohne  die 
S(*hniUi|)unki(^  dosHolbon  niit  dom  urspriingliohon  Kreis  durch  c/\,  &\9  <lio  Polarkoordi- 
nat»<Mi  dioHor  Punkto  in  bo/ug  auf  das  don  Punkt  0  als  Pol  bositzondo  System  nnt  Jt,  cp^ 
und  /£,  </'a,  in  bc^zug  auf  das  don  Punkt  (1  als  Pol  besitzendo  System  mit  (>,  ^  und 
^>?  ra  nncl  boachtc^  daB  zwisclum  cboson  Koordinaten  die  Beziohungen: 


(fl     a       a.rcsni 

bostohou.  KH  lasson  sich  (hum  dio  bcidon  (Sloichungon  u/ti(f)i^f(cp^  %,f/)j*-  f(^s)?  welcho 
die  Woriic^  dor  Kunktion  w  Fflr  dio  Punkl^o  /i,  ^  und  /^  r/>a  dos  Itaudes  31  bc^stimmon, 
durch  die  beidou  (iloichimgen: 

(t  -  -  2arc  win        ,         %     -  /•«  +  2arc  sin  co  <  **  Q 


Untor  arc  Bin  ju,   -JK*««I,    isli  luor   und  im   folgendon  Btotw    dor  durch    dio 
•?  ^  arc  «in  as  <;      vollntilndig  btvsthmute  Funktionnwort  55U  vorBtohon, 
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5. 

Auf  Brunei  der  Gleichimgen  (K>),  (IB)  soil  jetzt  das  Vorluilton  dor  dutch  dio 
Oleichmigen  (1)  detimerten  Funktion  u  in  dor  Umgebung  dos  wjllkw  li<  li  gowa.lilton 
Eandpunktes  O  nut  den  rolaikoovdmaten  R,  a  untemicht  woiden. 

Wie  schou  zu  Anfaug  dos  Ait  2  bemerkt  wurdo,  bosit/t  dio  Funkt.ion  /'(</>),  onl>- 
sprechend  der  fur  sie  gestellten  Uodingung  dor  Jntegriorbarkoit,  in  jodom  nodi  so  klomon 
Teile  des  Intervalls  von  c/?-0  bis  <p~2n  Stetiykoitspunkto,  dan  sind  Punkto  </>,  far 
welche  die  QroBen  f(v-fy  =  hm/(<p-fy,  f(<P  +  ty  ~}™1/  (</>  +  #)  ^xisiaoron  und  m- 
dein  die  Oloichungon  f(y  -  0)  -/(r/>),  f(<p  +  ty-f(<p)  bowtHion.  Dio  I^uiikiion  /(y.) 
kann  weitcr  abor  ancli  lur  lining  ronzt  vide  Punkto  </•  dos  }»onannl.(Mi  Int^rvjUls  sic.li  so 
verbaltcn,  dafi  die  GroBon  f(<p  -  0),  /'(y  +  0)  KW.U-  OXIHI.KMXMI,  abor  vvoni^si^Mis  oiuo  <lor 
Glejchungon  /'(y-O)  -  /(</;),  /'(y  H  0)  /'(</')  nidii  oiTulli,  iwi.  Filr  din  otwa  iiorh 
ubiigou  Punkto  ^,  doron  Au/iJthl  obonlalls  unb(^gron/i  soin  katm,  wii'd  da  tin  <l?ts  Vor- 
halten  von  f(y)  dadurcb  diarakioiiHioit  soin,  dafi  nuiid<wi(»nH  oino  dor  boidon  HrftBon 
f((p  —  ty9  /'^  +  o)  ^idii  oxistiori  KtiiiHpror.lHUHl  dnvson  droi  Ail.on  von  Punkton  Holl<»n 
jot/t  in  bozug  auf  don  l>unkt  Of  u\\\>  don  Pohirkoordin<ii-on  It,  a  dio  lolgowlon  dr<M 
Fallo  untorschiodon  wordon. 

Erstor  Pall. 

KH  isi  (/)  a  oin  Si(fci«i^koil.s|>unkii  d(ug  FnnkUon  /'(y)i  odor  was  <lass<^lb(*,  os 
oxistioion  <lio  (JroBon  /'(a  0),  /'(a-l  0)  und  tvs  Ixwtohon  xuidom  <li<»  (!!<M< 
/"(«-())-./'(«),  /§(«4t))  /Y«).  I)or  Dolinition  (Uir  (JniBon  /'(«  0),  /'{«(< 
Hprochoud  lilfit  ni(*h  dann  r/ai  <lor  boliobig  vor^<^ob(*non  poHilivtMi  YA\\\\  A  oino  a 
positive  i5ahl  ^<A  boni/wmion,  HO  da.Q  iur  jtnlos  i/f,  w<klrlu^s  <lor  Hodin^un^  0  ;  y  f)1 
(tt~  -y}  —  f(a  ())|  A,  |/'((H-y/)  /T«  I  ())j  A  isl,  Znr  Ito/oichnnn^:  <Ios 
WortOM  irgond  oinor  n^olhui  (lroll(>  ,r  int.  luor,  wi<*  aacb  iin  fo!^(Mid(Mi,  dan 
)|  verwomlot.  Hringt  man  nun  <li(^  Uloinhungon  (H>J,  (Hn)  in  dio 


*(«  -0),  w 


und  wflJklt  alndann  r/u  dom  vorhor  bonUnunl^n  ()'  (mio  lumiiivo  Jfothl  <;/,   <lort*u  (i 
durch  die  drei  Uodiuguiig(»i: 


2  arc  Ig        <  tf,     (5 
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beschrankt  sein  soil,  so  ergibt  sich  fur  jedes  positive  Q  <^  9',  wenn  man  noch  beachtet, 
daB  fur  jede  zwischen  0  und  1  gelegene  reelle  Zahl  x  arc  sin  ~  <  arc  tg  Vx  ist: 

|  f(a - 2arc  sin  ^)  -  /"(«-())  |  <  A ,    |  /'(a+2arc  sin  ^)  -  f(a+G)  I  <  A , 
und  daher  auch: 


Aus  diesen  Unglenvhungon  folgt  aber  schliofllich,  daB  dor  absolute  Wort  von  u  —  f(a) 
Howohl  fur  jedon  mnoivu  Punkt  wio  fur  jedon  Usindpunkt  <los  Flaclienstuckes,  welches 
die  beidon  um  0  nnd  (/  als  Mittolpunkto  nut  don  Kadien  K  und  9'  btiziehnngsweise 
al)gogron/,lon  KioiBflachon  geinoiiKsani  lui))on,  nntor  2 A  Legt?  oder  was  daswelbe,  daB 
jodor  Raii(lj)iinkt)  C/,  fin  don  dio  Funktion  y,Kttp*-f((p)  stotig  ist,  Kugloich,  aach  em 
Riotigkoitspunkt  dor  diucb  dio  (Uoichungon  (1.)  doiiniorton  Funktion  u  ist, 

Z welter  Fall. 

KH  iHt  </j  --  a   om    Unstjoiiigk(^i.s])unkt  dot  Funktum  /'(c/?)  von  der  Art,   daB  die 
(IrftBon    /f«— 0),  /'(a -I  0)    /war    oxwlioron,    aber    woingstons    oine    dor    (Ueicliungen: 

/'(«  °)  /'(a)?  /'(aH°)  /'(«)  1Hcht  OI>FulIfc  ist  i)l0  J>riroron'/  /*(«+())  -/'(«-0)  mogo 
nnii  //  l)o/(»idnu^t  w(krdou  Khoimo  wio  uw  vorhor  iK^bandolton  Fallo  lafit  sicli  dann  xu 
dor  boliobig  vorgogobonon  jK>sii»iv(Mi  Kahl  A  oino  andoro  positive  Zabl  $<A  bostnnmen, 
HO  daB  ('fir  jodos  ?//,  wclchoH  dtkr  Bodmgung  ()<y;<d  genugt,  \f(a  -y/)  -/'(a— ())|<  A, 

imin  nini  (^10  (lloiohungon  (!(>.),  (l(i.)  in  dio  (l 


und  wfthlt  alKdanu  r/u  dom  vorhor  boBtiinmton  rf  oiuo  positive  Zahl  Q,  (Imw  (Jrofio 
durch  dio  vior  Hodingungon; 


<  M,      5J  arc  tg        <  *f       «  <  *,  arc  Bin 
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beschrankt  sem  soil,  so  eigibt  sich  auf  dieselbo  Weise  wio  un  ersteii  Fallo  I'm  jodos 

positive  9^?'. 

|  M«<,  <>  _  JLZL  f  («_o)  -  -1  /'  («+0)  |  <-  2  A  , 


Aus  diesen  Ungleichuiu-on  folgt,  abor  schliefilirh,  daQ  dor  absolute  Wort.  dor  (IroBr 
tf_!!z^/'(a-0)  -  !/•(«+())  Mowobl  fur  jodon  inncmi  Punkt  wie  fur  jcdcn  voti  (f  vw- 
schiedeuen  Eaudpmikt  dcH  KlachcnstiK'kcs,  wolclnw  die  bculcn  uni  Omul  (/  ii,ls  MiHH- 
punkte  mil  den  Kadion  /^.  mid  <?'  lio/ioluin^swc.isc  al)«Of?ntr/,t<Mi  KnMsil.K-lu'it  HCincinsiun 
haben,  untor  2A  liojft,  odiu-  was  chwHolbo,  da,li  d(»r  Wcri  dcr  Kunktioii  w,  woiui  man 
in  cler  darch  don  Wnikcil  7  hoHiinuuioii  Iliohtung  «ilg<'ii  den  Pimkl  (f  jumlckl,,  gt-gcn 
/'(«-())  +-|/"(«f  f-0)«  /'(«  0)|  konvorgicrl  mid  war  gloiclimilttig  fur  ;ill<>  in  IM.nwIii, 

koiiiniondon  Woitd  von  i. 

In  dran  hoHomlonni  Kallo,  wo  /'(«  <))  /'(«  I  0)  fat,,  konvcrgicri,  dor  Wort  <l<»r 
Fnnktion  v  ftir  allo  in  Bnlnw.ht  koinniendcn  Weiie  von  /  gloicliinaliig  gegen  /'(«  »). 
Dio  Knnktion  w  Ixwiii/t  alwlann,  obonso  wio  dio  ItiuuH'iinktrion  ww,,(  /'(</')•  Ti"1  den 
Pmikt  C/  nur  ohw  h«bbar«  UnHio1,igk(Mi,  insoforn  Hie  in  eine  filr  den  Punki,  (t  HMigv 
Kimkiion  dadnrch  vorwandelt  werden  kann,  dafi  man  als  Weri  voiuf/(il/,  filr  </'  «  nichl 
don  durch  die  (!Ieichiing  uHlV  /'(<(>)  v()rg(Wc,hrieb(Mi(>n  Weii  /'(«).  sondern  den  Wcri 
/'(«  Oj  ninnnii. 

Driller  Fall. 

KH  ltd.  </'  «  oin  llnKiei.igkciispnukl.  der  Kunki.ion  /'(</))  von  der  AH,  d:iB 
inindoHienrt  cine  de.r  beiden  (Irol-ien  /'(«  0),  /'(«  I  0)  nicht,  exmiieH.  I'm  nndi  in  diesnu 
Falle  daw  Vorlialien  der  Fuukl.i<ni  H  in  der  l!ing<'bnng  des  Pnnktes  <)'  m  erkennen, 
e.  man  dio  (Ueicliungen  fill.),  (Hi.)  (lurch  die  Ungleiclmngen: 


indtun  man  bcachtH,  datl  die  in  d(»r  Uloic.hnng  (l(!.(i  vorkoinntcnden  Xatil<*n  ;!/,,  .17,,  den 
Bcdingungon  A'^;.  M^'(i^\  A'^:"  AT,.  ^°  g(mng<'ii,  nnd  daO  utif  (Irumi  C!IT  l>HJi»titicm 
UroCwt  A'^,  (/^,  A'f1,  ^'^  did  in  der  onsten  der  Uleidmngen  (1(5.)  vor 
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GroBe  f(a—  2arcsin^  mcht  aus   dem  Intervalle  K($     •  G$\   die  in  der  zweiten   der 

Gleichungen  (16  )  vorkommende  GioBe  /"(a  +2  arc  sin  ^)  nicht  aus  dem  Intervalle  K($      Gf 
heraustreten  kann. 

Die  vier  Giofien  K(£\  K(j\  G*$\  G$  konvergieren  bei  unbegrenzt  abnehmendein  Q 
gegen   bestimmte   Grenzwerte,   weil  bei   abnehmendem   $   die   GroBen   A"(f\  Kf  ihrer 
Definition  gemaB  niemals   abnehmen,   die  GroBen  G$\  G$  menials   zunelnnen  konnen 
Diese  Grenzwerte  hezeichne  man  mit  K(*\  K  ($\  G(?\  G-(£\  setze  also: 


lini  J£P-&J\  hm  Al^=  Ji$\  Inn  ffj?^  G(?\  hni 

- 


und  beachte  fur  das  folgende,  dafi  die  Differenzen  Ef-K^\  K^-  E(j\  ff?J)-  G®\  G$}- 
memals  negativ  sein  konnen.  Der  Definition  der  GroBen  A"(0\  ^(0)  entsprechend  lafit 
sich  danu  zu  der  behebig  vorgegobenen  positiven  Zahl  A  eme  andere  positive  Zahl 
c)k<A  bestimmeu,  so  claB  fur  jedes  ^<d: 


Formt  m.in   nun  boi   d(in  Un^leichungen  (1(J3.),  (103)  dio  GroBen,  welche  u  ein- 


0 


ontHproehond  inn  und  wfthlt  ulsdann  KU  <l<an  vorluw  beatitnmton  (51  cino  posiiive  Zahl  (>', 
UrflBo  durc.h  die  ftlnC  Hediugungen: 


arc  Bin 


l)*wchrftiikt  wwn  Hollf  HO  nrkcnmt  man,  claB  ffir  jodos  <)<^f  dio  absolutoii  Worte  der 
auf  dtm  rocJitx1!!  Hoit^ui  dwr  wchH  ssulotsst  aiigoHchriobonon  Gloichungcn  xwisclieu  geschweiften 
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Klammern  stehenden  GroBen  saintlich  unter  2  A  liegen,  und  ckiB  daher  dio  Unglpichungcn 
(163.),  (16j.)  durch  die  erne  Ungleichung: 

.1  A7»  -  2  A  <  u  <  ^^  <V}°>  +      <7<°>  +  2  A 


ersetzt  werden  konnen,  bei  dor  u  den  Wert  dor  (lurch  die  (iloichungon  (1.)  dofimorton 
Funktion  u  fur  irgeiul  einen  von  ()'  verschiedenon  Punki  t>,  r  (o^</,  r^^r.)  dos  tfhic.hon- 
stuckes,  welches  die  beiden  urn  0  und  (/  als  Mittelpunktc  nut  don  lUdicn  It  und  (/ 
beziehungsweise  abgegrensston  Kreisflaehan  gonieinsiun  ha,bon,  bo/oichnot.  Aus  diowM' 
Ungleichung  folgt  abor  schlioBlich,  wonn  man  nodi  dio  klcMiicn^  dor  boid(^n  Xahlon 
A'}0),  A'f  nut  Ar(0),  die  groBore  der  beidon  Zahlon  r/w,  (/!>0)  nut,  U((})  lx^(*iclin«t,,  dali  dor 
Wert  von  ^  fur  jodon  von  O  vorschiodonoM  Punkt  don  f>(^nannttkn  FhlcluHmtucKc^  iuiHT- 
halb  des  Intervalls  1<((]]-  2A  •  (/(())+2A  hof>t,  und  daB  dioH(kr  Wort,  wonn  d(kr  PunKt  (>,  / 
auf  dem  durch  don  WmkcJ  ?  bostinunton  Wtrahlo  gog<ui  don  Punkt  O'  aunlc.kl.,  nur 
noch  Anderungon  orleidon  kann,  die  ihroin  absoluton  W<n*to  nac.h  klouior  aKs  dio  posilivo 
Xatl  ^(^^^^^--(^--y^)  I  4A  mml  Dio  UrflBo  r/(,°>  A{0)  t(ultr/iort  sir.h  auf 
Null,  wonn  /(<*-())  oxistiort,  dio  (irolio  (if  f\J}}  da^^t^n  rodu'/iort  Hic.h  auf  Null, 
wenn  /(«+())  oxistiert. 

Kin  das  (iosa^to  voninschauhcliondoH  (MitfaohoH  Boispiol  orhillt  man,   v\(»nu  mnn, 

untor  c  irgond  eino  rc^ollo  JJahl  vorstoliond,  als  liitiulfuuktion  UK^  duyoni^*  Kuuki.iou  /U/'J 

(/i 

Wilhlt,    woloho    durch    dio   (lloichungon   /'(OJ     (\   /!</>)     /    a  <jos  In  fa  Itwii  ^  |,  0-^-3^, 

und  dio  Bodingim^,  nui  dor  Poriodo  "Jty/  porlodisch  /n  SCMU,  ffir  aJhv  W(»rU»  von  </• 
bostinnnt  ist.  I)i(k  HO  <loliniorUi  K'unktion  /'((/•}  hosilrf/t  an  <l(Mf  Stollo  </  (>  O'UUMI  (tn- 
stetigkoitspwikt  von  dor  olxfcn  lx^.r;tcht(^<^n  Art/,  und  OH  ist  fur  dionon  Punkl.  A,101  1, 
(j(f}  «  1,  Ari0)  r^,  Ci!!^  t*  Da  fonuM-  dio  /n  diosor  Funktion  /U/'J  gohftri^i*  Kuuki.ion  it, 
wonn  man  dio  Punkto  dor  KroiHlliloho  durch  <ho  frnh<Mf  doliniorion  Polarkoordinafon 
^>7  r  (o^r^«)  auf  don  Punkt  /4,  0  als  Pol  Ixk/ii(Jii«f  nowohl  1'rtr  jodon  innorn  Punkt  (;,  i 
der  Kroisflilche,  wi<^  fftr  jod(^n  von  /f,  0  vorHrhi(ulonon  lland|nmki  ^,7  durch  dio  (lloi* 
chung  ^  f>r(soH(hi(>)  dnrg(»,stollt  wird,  HO  tritt  :in  Stollo  dor  IVnhor  j^owonnonon  all- 
Ungltuchung  hior  dio  Hpo/,iollo: 


dio,  wio  kloin  auch  A  von  Anfang  an  gowilhlt  soin  mug,  fflr  jo<lon  v<uti  Punkto  q  () 
vorHchicdonon  Punki.  <;>,  7  dor  Kromllftcho  gilt,  tuul  UUH  dor  dauu  vv«»it(T  fol^t.  <laU  dio 
Andorungon,  wolclio  dio  Funkiion  H  orloidot,  w<*nn  dor  Punkt  <(<  t  auf  doni  durch  don 
Winkol  %  bOHtiuuuton  Strahlo  gogon  don  Punkt  (>  0  anrftckt,  ihroin  ahnoluton  Worto 
nach  dio  Xalil  ^™-  f  2'«^  I  '1A  nicht  al 
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Auf  Grund  der  Kesultate,  welche  im  vorhergehenden  fur  das  Verhalten  der 
Funktion  WM  m  der  Umgebung  ernes  Randpunktes  R,  a,  den  drei  untersclnedenen  Fallen 
entspiechend,  gewonnen  warden,  lafit  sich  jetzt  das  Verhalten  der  Funktion  u^t  in  der 
Naho  dcs  Randes,  wie  folgt,  cluuaktensieren  Man  wahle  anf  dein  Rande  9t  der 
ursprunghchen  KieisfUche  irgend  emen  Punkt  R,  cp  und  besckreibe  mn  ihn  als  Mittelpunkt 
omen  Krois  imt  einom  Radius  ^  <  LL  [n  jedcm  der  drei  Faille  existiert  dann  fur  die 
Wei-to,  wolchc  MM  m  denjomgen  Pnnkten  »,  t  besitzt,  die  im  Innern  des  aus  der 
urspnmgUchen  Kroisflache  durch  den  neu  konstruierten  Kreis  ausgeschmttenen  Gre- 
biotos  1  logon,  01  no  obore  (Jroiv/e,  (ho  init  f^,  nnd  eme  nntere  Grenze,  die  nut  /^ 
Ixwoiohnc1!  W(^d(kn  soil  JLiBt  man  nun  (>  gegen  Null  konvergieren,  so  konvergieren 
cho  boidon  GrolSen  ffy,  f$,  gogon  beKtnumto  Orenzwerte  f(l}((p),  f(*\<p),  da  bei  abnehmen- 
doin  Q  die  OroBc^  f^  nienuils  xunc^liinon,  die  OvoBe  /^  niemals  abnehmen  kann  Die 
(h-6(Jo  /1(l)(y»)  soil  die  obero  Uroir/e,  du^  (IroBo  f(2\(p)  (ho  untere  Orenze  und  entsprechend 
di(i  nio  tu»jjfai)ivo  Dillbreir/  /'(l)(y)  —  A(a)(y)  die  Scliwankung  der  Funktion  ur^  fur  den 
RandpunVL  H>,  (p  yiMiannl  wordon.  Xwischon  den  Qronzen  f(l\<p],  f®(y)  der  Funktion  w,^ 
fur  don  Punki  /i,  <y>  uiul  (hui  KU  Anfang  von  Art  2  emgefuhrten  Grenzen  #(9), 
A'(</>)  doi*  I^unktion  /'(y)  fur  <h^n  Punkt  </;  bostehon  dann,  welcher  der  drei  Palle  auch 
mag,  innnor  dio  Bo'/iolmngon  f(l\(p)5?  (f((p),  f(^((p)^K(<p),  und  os  besteht 
ou  d(»r  Hohwankung  f(l\<p)  —  f®(<p)  doi*  Funkfaon  ^/jlf  fur  den  Punkt  jK,  r/? 
nnd  dor  Schwankung  </(</*)  A'fy)  diM'  Funktion  f(<p)  filr  d<m  Punkt  r/>  stets  dio  Be- 
/'(t)(yj  /'(li)(yj)  -  ^  ^/(y)  -  AF(y).  Boachtot  man  nun  noch,  daB  infolgo  der  fur  /"(cjp) 
ii  Boduigung  d<v.r  hitogruMhurkoit  di(5  irgond  oinom  Intervallo  a  •  •  •  6  angchoi igen 
Punkt.0  y,  filr  woldho  (}(</>)  ~- K(</>)>  a  1st,  Hiois  owe  nicht  ausgodebnte  Mongo  biklen, 
w(^I('li(^  positiivo  J5alil  man  auch  untiT  <;  vtTstohon  mag,  so  tblgt  schliefilich,  dafi  aucli 
dio  Pimkto  II,  (p  don  IliandoH,  fflr  wclcbo  it(l}(<p)~  f(*\<p)>o  1st,  stota  ome  mcht  aus- 

viig(^  bildon. 

for  dio  Kunktion  /'(y)  gOHt(kllton,  sio  im  allg(^meinon  cbaraMorisiorondon 
dor  Kndlichkoit  nnd  Jut(kgnorbarkeit  kommon  also  boi  dor  Funktion  uht 
in  dor  Woiwo  r/nm  AiiHdiucko,  daB  (^inorsoits  uht  Imi  dor  Annilhorimg  an  don  Rand 
inmi(»r  ondlioh  bloibi,  od(n\  waw  dasKelbo,  daB  fi'ir  jodon  Randpunkt  Ji,  (p  (ho  vorher 
di'liniodK'n  <h*onr/cn  /'(l)(<yj),  /I(U)(V)  <'X.tsti(mni,  und  daB  andororsoits  di<^  7Ai  dom  Rand- 
punldo  H<  (p  fj<fchrtrigo  Hcbwankung  /'(l>(</>)  -  /MSJ)(</J)  dor  Funktion  ut^  welchc*  positive  %ahl 
man  auch  untor  c;  vorntoluMi  mag,  in  dom  hitorvallo  von  <p  -  0  bis  <p  %n  Btets  nuv 
for  <mio  nicht  auHgodolmto  Punktmougo  W<u*to  bcHitet,  di(k  groBer  aln  a  sind,  und  K adorn 
fftr  alUi  <l(Mt  Stx*tigkoitspunkt(nt  y  von  /'(y)  (uitHprochonden  Handpunkto  /£,  y,  wio  nchon 
boim  orston  KalU^  gc^/inigt.  wurdo,  dio  Uloiohnng  /((I)(y)-«/'(a)(y)^  /((/))  bosteht. 

P-lt,  i  B 
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6. 

Sclion  zu  Anfang  des  Art  2  wurde  bemerkt,  daB  die  Funktion  f(cp)  mfolge  der 
fur  sie  gestellten  Bedmgung  der  Integrierbarkeit  in  jedem  noch  so  klemeii  Teile  eines 
Intervalls  a>  I  Stetigkeitspunkte  besitzt,  und  daB  man  sich  daher  fur  die  Bildung 

b 

der  Produktensumme,  welche  durch  Ubergaug  zur  Grenze  das  bestimmte  Integral  f  f((p)d<p 

a, 
lieferfc,  auf  diejenigen  Funktionswerte  f(cp)  bescliranken  kann,  welche  den  Stetigkeits- 

punkten  der  Funktion  f(cp]  entsprechen      Daraus  folgt  dann  weiter,  daB   das  Integial 

b 
Cf(y>)d(p,  welches  Intervall  man  auch  unter  a       I  verstehen  mag,   semen  Wert  moht 

a 

Sindert,  wenn  man  an  Stelle  von  f(y)  irgend  welche  andere  endliche  und  integrierbaro 
Funktionen  f(y)9  f"(<p],  treten  lafit,  welche  fur  die  Stetigkeitspunkte  von  /'(//>) 
ebenfalls  stetig  smd  und  zudem  dort  dieselben  Werte  besitzen  wie  /'(y).  Unter  all 
diesen  Funktionen  f'(V/>),  /'"(SP)»  S&t  es  nun  eine  besonders  emfache,  die  zunachst 
aufgestellt  werden  soil. 

Man  setze  in  neuer  Bezeichnung  cp  «  </\,  wenn  die  Funktion  f(cp")  fur  den  Punkt  </» 
stetig  ist,  dagegen  y>  =  (ptl,  wenn  die  Funktion  /'(V/>)  fur  den  Punkt  c/>  nicht  stetig  jst, 
und  definiere  alsdann  ausschlieBlich  mit  Hilfe  der  Werto,  wolche  die  Funktion  /'(</>)  in 
ihren  Stetigkeitspunkten  <ps  besitzt,  eine  neue  Funktion  /(</>)  duich  die  (lloiohung 
f((p)  =  Y[^(^)  +  -&" (?>)]>  indem  man  allgemem  fur  irgend  emeu  Wert  cp  von  </>  mit 

G-fj  und  K(p,^  die  obere  und  untere  Grenze  derjemgen  Werte  hezeichnot,  welch<^  die 
Funktion  f(cp)  in  ihren  dem  Intervalle  von  cp  ==  <p'  —  d  bis  (p  =  <p  +  $  angoliongen 
Stetigkeitspunkten  y>,  besitzt,  und  weiter  dann  unter  G(q>')9  J^((f)  die  Grenzwori(i  ver- 
steht,  gegen  welche  die  beiden  GroBen  6/^(j,  K^^  l>ei  unbegrenzt  alniehuiondcmi  ft  kon- 
vergieren.  Da  fur  jeden  Punkt  c/\  0 (yk)  «A'(y,)  « /"(y,)  ist,  so  Lst  auc,h  /((/\)  --/(</»,)• 
Infolgedessen  kann  die  obere  Grenze  der  Funktion  /(y)  filr  den  Punkt  y/  nicht 
G(cp')  hegen,  sie  kann  aber  wegen  f(<p)  =  G(cp)  -  -j[(i(<p)-~ -^(y1)!  au(^  nl(^*  (Uu^r 
liegen.  Die  obere  Grenze  der  Funktion  f(<p)  for  den  Punkt  </>'  ist  doninadi  mit  ^7  (<//), 
die  untere  Grenze,  wie  durch  dieselbe  SchluBweise  zu  zeigen  ist,  mit  K(<p')  idontmch, 
und  es  ist  zugleich  &(<f>')^G~(<p'},  £(<p')^ £(<?'),  also  auch  <ty>')-JK(<f>')~<*<l(<p')  K(tfl). 
Die  so  defimerte  Funktion  f*(<p)  steht  nun  zu  der  Funktion  /'(<//)  in  folgomlor 
Beziehung.  Filr  jeden  Stetigkeitspunkt  <p,  von  f(<p]  ist  die  Funktum  ?(</>)  olxuifttllH 
stetig  und  besitzt  zudem  denselben  Wert  F(<p9)  ~  f((p,)  wie  /'(y);  denu  OH  iwt  fftr  (unou 
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solchen  Punkt  mcht  nui  <?(yf)  —  JfiT(y,)  =  0,  sondern  auch 
In  bezug  auf  das  Verhalten  der  Funktion  f((p)  fur  emen  Unstetigkeitspunkt  cpn  von  f(y) 
komtnen  dagegen  mehrere  Falle  in  Betracht  Besitzt  die  Funktion  ffy)  fur  den  Punkt  yn 
eine  Unstetigkeit  von  der  Art,  daB  die  GroBen  f(y>n  —  0),  /'(ya  +  0)  existieren,  so 
existieren  fur  denselben  Punkt  auch  die  GroBen  f(<pn  —  Q),  f(<pn  +  V),  und  es  ist  zugleich 

speziell  noch  die  Beziehung  f(<pn  -  0)  =  f(y*A  +  0) ,  ist  also  die  Funktion  f(<p)  fur  den 
Punkt  <pn  nur  mit  emer  hebbaren  Unstetigkeit  behaftet,  so  ist  die  Funktion  f(qi)  fur 
diesen  Punkt  stetig  Besitzt  dagegen  die  Funktion  f(y>)  fur  den  Punkt  yn  eine  Unstetig- 
keit von  der  Art,  daB  wemgstens  eine  der  beiden  GroBen  f(cpn  —  0),  f(<pn  +  fy  nicht 
existiert,  und  versteht  man  dann  unter  G*?},  K^\  Gf3,  K^]  dieselben  GroBen,  welche 
im  vongen  Artikel  bei  der  Betrachtung  des  dritten  Falles  darunter  verstanden  wurden, 
unter  G(?\  K^\  G%},  Ar2(0)  die  entsprechenden  auf  die  Funktion  f(<p)  sich  beziehenden 
GroBen,  so  ist  G®  -  K®  ^  6f  -  jK}0),  £<0) -^(0)  ^  £<0)- #f.  Hieibei  kann  nun  der 
spezielle  Fall  emtreten,  daB  gleichzeitig  G(^  —  E^  =  0,  Gf  —  E^  =  0  ist,  aber  auch 
der  noch  speziellere,  daB  6'f  «  Gf  =  £J0) «  ^2(0)  ist,  im  ersten  Falle  existieren  fur  den 
Punkt  pn  die  GroBen  f(<pn—0),  f(<pn+fy,  und  es  ist  zugleich  7(9?n)  =  Y[^«'~'O)+^(^+O)] »" 
im  zweiten  Falle  dagegen  ist  ?(yn  -  0)  — /^y«  +  0)  = /t^)  und  ^  daher  em  Stetigkeits- 
punkt der  Funktion  />(^).  Unter  kemen  Umstanden  kommen  also  bei  der  Funktion 
f(y!)  hebbare  Unstetigkeiten  vor,  es  ergibt  sich  dies  ubrigens  auch  schon  unmittelbar 
aus  ihrer  Definition  DaB  endlich  die  Funktion  f(y)  der  Gruppe  der  voiher  definierten 
Funktionen  f(<p),  /"' (</>)?  angehort,  erkennt  man  ohne  Muhe,  wenn  man  beachtet, 
daB  nach  oben  Bemerktem  nicht  nur  allgemein  G-(y>)  —  K(<p)  ^  G(<p)  —  J5T(y)  ist,  sondern 
auch  flir  jeden  Stetigkeitspunkt  <ps  von  f((f}9  der  zugleich  immer  em  Stetigkeitspunkt 
von  f(<p)  ist,  die  Gleichung  /'(<p,) « f(y>^  besteht 

Die  Funktion  f(y)  soil  die  zu  f(cp)  gehorige  Normalfunktion  genannt  werden. 
Sie  jst  dann  gleichzeitig  auch  die  Normalfunktion  fur  jede  der  vorher  definierten  Funk- 
tionen f(y>)9  f'(y>),  •  Beachtet  man  nun  noch,  daB  von  den  beiden  ebenfalls  end- 
lichen  und  integrierbaren  Funktionen  von  <p,  die  aus  f(q>]  und  f(y>)  durch  Multiplikation 
mit  jBa_27^'co7d—  )4-ra>  ?  r<R>  en^stehen,  die  letztere  die  zu  der  ersteren  gehonge 
Normalfunktion  ist,  so  folgt  schheBlich,  dafi  das  in  den  vorhergehenden  Artikeln  be- 
trachtete,  mit  der  Funktion  f(<p)  gebildete  Integral. 

&-t* 
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fur  jeden  Punkt  >,  zf  im  Innern  der  Kieisflache   denselben  Weit  besitzt  wie   das   mit 
dei  Funktion  f(y)  gebildeto  Integral 


Auf  Grand  dieser  Tatsache  kann  man  unter  Uinstanden  das  Verhalten  der 
Funktion  u,it  in  der  Umgebung  ernes  Randpunktes  E,  a,  fur  den  wemgstena  eine  der 
beiden  GroBen  /*(«— 0),  f(a  +  0)  mcht  existiert,  genauer,  als  es  bei  der  im  vorigen 
Artikel  an  dntter  Stelle  gemachten  Untersuchung  moglich  war,  charakterisieren,  mdem 
man  bei  der  clort  das  Endresultat  bildenden  Ungleichung,  soweit  sie  sich  auf  inn  ere 
Punkte  der  Kreisflache  oder,  was  dasselbe,  auf  die  Funktion  ur>t  bezieht,  dor  Qleichung 
urit  =  uftt  entspiechend  die  GroBen  K?\  K^\  G(?\  G(£]  durch  die  schon  oben  emgefuhrton, 
auf  die  Funktion  ffo)  sich  beziehenden  GroBen  K?}  K$\  G(?\  Gf  ersetzt.  1st  danu  lur 
den  Punkt  cp  =  a  speziell  ^0)~^(0)  =  07  Gf  -  Jf2(0)  =  0,  odei,  was  dasselbe,  oxwticuvn 
die  GroBen  7(a— 0),  f(a  +  0),  so  ergibt  sich?  entsprechend  der  im  vorigen  Artikel  an  zweitei- 
Stelle  gemachten  Untersuchung,  daB  der  Wert  dei  Funktion  WM  -=«?,,*,  wenn  man  in  dor  durch 
den  Wmkel  r  bestimmten  Richtung  gegen  den  die  Koordinaten  E,  a  besitzenden  Punkt  0' 

anruckt,  gegen  f(a—ty  +  —•  [f(a+0)  —  /(a~^)]  konvergiert  und  zwar  gleiclimiifiig  fur  allo 
in  Betracht  kommenden  Werte  von  r.  Bestehen  dagegen  fur  den  Punkt  </>  -=  a  <U(^ 
noch  spezielleren  Beziehungen  (?i0)=  ^°)  — ^«  jf2(0)?  oder,  was  dasselbc,  1st  /'(a-0) 
^^(a+O)^/^),  so  ergibt  sich,  entsprechend  der  im  vorigen  Artikel  an  orstcr  Stello 
gemachten  Untersuchung ,  daB  der  Wert  von  uht=*H,tt  fur  aJle  m  Betracht  koiinnc^ndon 
Werte  von  r  gleichmaBig  gegen  f(a)  konvergiert,  und  es  kann  dahcr  in  di(^(»m  h^tztoren 
Falle  die  Funktion  u,  mdem  man  jhro  Wei  to  auf  dem  itande  nicht  diucli  dio  (Uciclunig 
u^9  « f(<p}9  sondern  durch  die  Gleichung  uKilp^f((p)  deHmert,  in  eme  fVu  don  Pimkt  (f 
stetige  Funktion  verwandelt  werden 

Aus  der  Identitat  der  Funktionen  uf^t9  u,it  folgt  weiter  abcr  anc*h  dor  Sat/,  daB 
zwei  die  Bedmgungen  der  Endlichkeit  und  Integnerbarkeit  erfullendc,  ciuwcrtigo,  roollo 
und  nut  der  Penode  2n  periodische  Funktionen  f(<p)9f(<p)  (heselbo  Funktion  w/f,--  uht 
liefern,  wenn  zu  ihnen  dieselbe  Funktion  f(cp)  als  Normalfunktion  gcOiort.  Dio^or  Ha,tr/ 
laBt  sich  umkehren.  Es  besteht  namlich  auch  der  Sat'/,  daB  zwei  don  gonannton  IJ(^- 
dingungen  genugende  Funktionen  f(<p),  f(<p)  in.  ihren  mit  f(<p),  f(<f>}  ^^  boKoiohmmdon 
Normalfunktionen  ubereinstimmen,  wenn  sio  dieselbo  Funktion  urii  ~  u'^t  lioforn.  Um 
dies  einzusehen,  beachte  man,  daB  in  diosem  Falle  die  Funktion  t*M— w^,,,  wolcho  an 
Stelle  von  ufti  tritt,  wenn  man  in  dem  die  Funktion  w,f<  definierendon  Intogralo  an 
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Stelle  von  f(cp)  die  den  Bedingungen  der  Endhchkeit  und  Integrierbarkeit  ebenfalls  ge- 
nugende  Funktion  f(<p)-f(<p)  setzt,  fur  jeden  im  Innern  der  Kreisflache  gelegenen 
Punkt  den  Wert  Null  besitzt,  und  daB  daher  die  Funktion  f(<p)  -  f  (<p)  nach  dem  im 
vongen  Artikel  beiin  ersten  Falle  Bewiesenen  in  jedem  ihrer  Stetigkeitspunkte  eben- 
falls den  Wert  Null  besitzen  muB.  Daraus  folgt  aber,  daB  die  zu  f(<p)  —  f(<p)  gehonge 
Normalfunktion  fur  jedes  <p  den  Wert  Null  besitzt  Beachtet  man  dann  noch,  daB 
nach  einem  Satze  des  Herrn  V.  YOLTERRA  *)  zwei  endhche  und  integnerbare  Funktionen 
f(<p),  f(<p)  in  jedem  noch  so  klemen  Intervalle  Stetigkeitspunkte  gemeinsam  haben,  daB 
diese  gemeinsamen  Stetigkeitspunkte  unmer  auch  Stetigkeitspunkte  der  Funktion 
f(<p)  —  f(<p)  smd,  und  daB  die  ihnen  entsprechenden  Werte  von  f(<p)9f(<p),f(<p)  —  f(<p) 
vollstandig  ausreichen,  um  die  zu  den  drei  Funktionen  gehorigen  Normalfunktionen  zu 
bestimmen,  so  folgt  welter,  daB  die  zu  f(<p)  —  f(y>)  gehorige  Normalfunktion  mit  der 
stets  den  Charakter  einer  Normalfunktion  besitzenden  Differenz  der  Normalfunktionen 
f(q>),f(<p)  identisch  ist,  oder  —  da  die  zu  f(<p)  —  f(<p)  gehoiige  Normalfunktion,  wie 
schon  bewieseD,  fur  jedes  <p  den  Wert  Null  hat  —  dafi  die  Gleichung  f(<p)  —  f(<p)  =="  0 
besteht  Dannt  ist  aber  die  Richtigkeit  des  zuletzt  aufgestellten  Satzes  bewiesen  Aus 
dem  Vorstehenden  ergibt  sich  nun  schlieBlich  noch,  daB  bei  den  die  Bedingungen  der 
Endlichkeit  und  Integrierbarkeit  erfullenden,  emwertigen,  reellen  und  mit  der  Periode 
%n  perioclischen  Funktionen  f  (9?)  die  Gesamtheit  derjenigen  Funktionen,  welche  dieselbe 
Funktion  urit  liefern,  identisch  ist  mit  der  Gesamtheit  derjenigen,  welche  eine  bestimmte 
Funktion  f(<p)  als  gememsame  Normalfunktion  besitzen. 

7. 

Man  gehe  jetzt  auf  das  am  Eude  von  Art  5  ausgesprochene  Resultat  zuruck. 
Dasselbe  kann  mit  dem  in  Art  2  (S.  5)  Bewiesenen,  wie  folgt,  zusammengefaBt  werden: 

,,Ist  f(cp)  ^rgend  e^ne  den  Bedingungen  der  Endlichleit  und  IntegnwbarJcevt  ge- 
nugende,  teette,  einwwtige  und  mit  der  Periode  2n  penodisclie  Function  der  teetten  Ver- 
anderhchen  cp,  so  best^mmt  das  mit  dieser  Furiktwn  f(<p)  gehldete  Integral 

l       7t 

R2—  i* 


fur    das    Innere    der    Kreisflache    eine    reelle,    einwevtige  Funktion   der    Koordinaten  x,  y 
<,  y*=*rsmt),  welche  die  folgenden  Mgenscliaften  lesvtst* 


*)   Voi/TMBRA,  V  ,   Alcxuae   osseivaziom  sulle  funziom  punteggiate  discontinue      (Giornale  di  Matematiohe 
[Battaghm],  Bd  19  (1881)  S  76—86;  S  82) 
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I  Fur  jcden  mi  Lnwni  fat  /urv,s//ra7/r  yrlrqrHcn  PitnLi  /  ,  Z*  mit  fan 
Kooidnntten  u,y  ?rf  f*M  ifrty,   '«  dwselben  Amdelmuny  ensfaien  die  pa>  fallen  J)nnw>ten 
Vu^    dih^    c>u,,t     c2n^f        i        i  efonfaUs  stetw,   endlich  ei  fallen  die  swevten  Denvwten 

dju   '      tiy   '      dx2    >      ry 

7 

die 


II.    JFw  ty«?w   JJ«wA^   -fi,  y   ^   Ranflcs   5ft   iwtef  ^^tj    Funktion   ut,t   c^ne   oboe 

f(l\(f)  und  tine  unhne  (hensc  f(2)(<p)*  c^e  dadwch  letfnnmte  Sdwwikung  f(*\<p)  -  f(*](<p) 
d&  Function  ur,t  fur  den  Punlt  B,  <p  liat,  wdclie  poutnv  Zalil  man  (nick  untn  o  wt- 
stelien  mag,  m  dem  Internille  von  9  =  0  lis  <p  =  2n  xtets  nin  fin  ewe  mclit  ausgcdeJwte 
Pwiktmenye  Wette,  die  gtoftn  als  a  snul,  endlicli  tst  fin  <)eden  liandpiinlt  11,  y,  fom  an 
StetogkeitsyuuU  y  von  f(cp)  vntsptwlit,  f™(<p)  =f®(<f)=f(<p)" 

Im  AnschluB  an  dieses  Resultat  soil  jetzt  die  Frage  beantwoitet  werden,  oh  dio 
durch  das  Integral  dargestellte  Funktion  u,it  die  einzige  ist,  welche  die  gemumten 
Eigenschaften  besitzt.  Zu  dem  Bnde  nehme  man  an,  daB  fur  das  Innere  der  Krois- 
flache  noch  eine  zweite  reelle,  einwertige  Funktion  der  Koordinaten  a?,  y  exisiiero, 
welche  die  genannten  Eigenschaften  besitzt.  Dieselbe  sei  nut  u,tt,  und  entsprechend 
seien  die  obere  und  untere  Gienze  der  Funktion  u/tt  fur  den  Punkt  JR,  <p  des  Randos  9i 
mit  f®(<p)  und  f(2](<p)  bezeiclmet.  Das  Verhalten  dieser  Funktion  utyt  soil  jetast  unicv- 
sucht  werden. 

Zunachst  erkennt  man,  dafi  die  Werto,  welche  uljt  uberhaujjt  anninmit,  oiue 
obere  und  eine  untere  Grenze  besitzen.  Bes^Ben  namhch  die  Werto  von  it/it  k<^mo 
obere  Qrenze,  so  mufite  ein  der  Ereisfl  ache  angehonger  Punkt  &  von  dor  Art  oxiHUoixk,u, 
dafi  die  Werte  von  uht  in  keinei  noch  so  klemen  um  c/*  als  Mittelpunkt  konwtuuerton 
Kreisfl^che  eine  obere  Grenze  hatten  Dieses  ist  aber  unmoglich,  da  dio  Finikiion  uf^ 
fur  jeden  im  Innein  der  Kreisflftche  gelcgenen  Puukt  ^  stetig  iwt  und  fur  jodcui  TUml- 
punkt  11,  (f  eine  obere  Grenze  f(1}(q>)  besitzt.  Dio  Werte,  welche  die  Funktion 
haupt  annimmt,  besitzen  also  eine  obere  Grenzo  Cr  und  zugloich  auch,  wio  auf  duv 
Weise  zu  zeigen  ist,  eine  untere  Grenze  7f. 

Um  einen  genaueren  Eiublick  in  die  Natur  der  Funktion  wtii  zu  orlialton, 
schreibe  man  um  irgend  einen  Punkt  $*'  mit  don  Polarkoordmaton  r,  V  (''-'/o  alw 
Mittelpunkt  eine  ganz  im  Jnnern  der  Kreisflacbe  vorlauiende  Kroifllinio  und  Ixwichno 
ihren  Radius  mit  JX,  die  Lime  selbst  mit  *$  Ftir  dioso  nouo  Kroisilftclu^  K'  besitzij 
dann  u1)t  denselben  Oharakter  wio  die  m  Art  1  fur  dio  uispriinghcho  Kn^isfhicho  doli- 
merte  Funktion  u,  und  man  kann  daher  nach  dem  doit  Gczeigton  don  Wort,  wolchon 
5ri<  im  Punkte  $*  besitzt,  durch  die  Werte  auBdruckon,  welc.ho  d<^r  Funktion  %,,  auf 
dem  Rande  3t'  zukommen.  Bezieht  man  zu  dem  JBnclo  die  Punkto  des  KaudoH  5)1'  <lurch 
Polarkoordinaten  JR'9  y  auf  den  Punkt  $*  als  Pol  und  irgend  oinen  durch  tf* 
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Strahl  als  Polarachse,  bezeichnet  den  Weit  von  u/jt  im  Punkte  R',  ip  des  Randes  9?' 
mit  u  (jR',  y/),  so  hat  man  entsprechend  der  Fonnel  (IV )  des  Art  1  hier  die  Gleichung 

,  welche  aussagt,  dafi  der  Weit  von  5/f ,  im  Punkte  $*  iniiner  das 

arithmetische  Mittel  aus  denjemgen  Werten  ist,  welche  ii/tt  auf  irgend  einer  ganz  iin 
Innern  der  uisprunglichen  KreisiUche  verlaufenden  um  $*  als  Mittelpunkt  beschnebenen 
Kreislmie  besitzt. 

Aus  dem  charaktensierten  Yerhalten  der  Funktion  urit  folgt  nun  welter,  daB  in 
dern  Falle,  wo  5M  nicht  durchaus  konstant  ist,  weder  die  obere  Grenze  G  noch  die 
untere  Grenze  K  der  Werte,  welche  5,j(  uberhaupt  besitzt,  in  emem  mneren  Punkte  der 
Kreisflache  als  Wert  der  Funktion  5/f,  auftreten  kann  Um  dieses  emzusehen,  nehrne 
man  an,  daB  die  obere  Grenze  &  als  Wert  der  Funktion  5,f/  fur  den  Punkt  3*'  mit  den 

—      i    /*— 
Polaikoordmaten  r',  f  auftrete    Aus  der  dann  bestehenden  Gleichung  G=-^  I  M(K,y)di/j 

0 

folgt  zunachst,  daB  der  Wert  von  MM  fur  jeden  Punkt  JB',  \p  des  Randes  Sft'  yon  K' 
mit  6r  zusammenfallen  niuB,  und  weiter  dann  —  da  die  aufgestellte  Gleichung  auch 
auf  jede  aus  der  Kreisflache  K9  durch  Verkleinerung  des  Radius  R'  hervorgehende  Kreis- 
flache bezogen  werden  kann  —  daB  ur%t  fur  jeden  Punkt  von  K'  den  Wert  G  besitzt. 
Konstruiert  man  jetzt  zu  irgend  emem  Randpunkte  jT"  von  K'  als  Mittelpunkt  eine 
Kreisflache  K",  alsdann  zu  einem  Randpunkte  &'"  von  K"  als  Mittelpunkt  erne  Kreis- 
flache Kw  und  fahrt  in  dieser  Weise  fort,  bildet  also,  stets  ma  Innern  der  ursprtmg- 
lichen  Kreisflache  verbleibend,  eine  Kette  von  Kreisflachen,  bei  der  jede  neue  Kreis- 
flache ihren  Mittelpunkt  auf  der  Peripherie  der  unmittelbar  vorangehenden  hat,  und 
ubertrfcgt  die  fur  K!  gemachten  Schlusse  auf  die  Kreisflachen  K",  Kr",  K"",  ,  so  er- 
kennt  man,  daB  uryt  fur  jeden  Punkt  dieses  Flachensystems  den  Wert  G-  besitzt  und 
demnach  auch  fur  jeden  mneren  Punkt  der  ursprunglichen  zum  Radius  jR  gehongen 
Kreisflache,  da  man  durch  passende  Wahl  der  Mittelpunkte  und  Radien  der  Kreisflachen 
K",  K"',  jeden  solchen  Punkt  zu  emem  Punkte  des  zu  konstruieienden  Flachen- 
systems machen  kann.  Dieses  letzte  Resultat  widerspricht  aber  der  den  betrachteten 
Fall  charaktensierenden  Voraussetzung,  daB  %f,  nicht  durchaus  konstant  ist,  und  es 
kann  daher  in  diesem  Falle  67,  und  aus  denselben  Grunden  auch  K,  nicht  fur  einen 
inneren  Punkt  der  Flache  als  Wert  von  5,.,  auftreten.  Daraus  folgt  dann  schliefihch, 
dafi  in  jedem  Falle  die  obere  Qrenze  G  der  Werte,  welche  u,tt  uberhaupt  annimmt, 
wenigstens  filr  einen  Randpunkt  R,  <p  als  obere  Grenze  der  Funktion  5M  filr  diesen 
Randpunkt,  und  entsprechend  die  untere  Grenze  A'  der  Werte,  welche  urtt  uberhaupt 
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annimmt,   wenigstens  fur  emen  Randpunkt  R,  y  als  untere  Grenze  der  Funktion  ulit 
fur  diesen  Randpunkt  auftreten  muB  _  __ 

Es  soil  jetzt  weiter  das  Verhalten  der  Funktionen  7(1)(<p)>  f(*}(<f)  als  Funktionen 
von  y  untersucht  werden.  Zunachst  ergibt  sich  aus  der  Definition  dieser  Funktionen 
in  Verbindung  niit  dem  soeben  fur  die  Funktion  ufft  erhaltenen  Resultate,  daB  die  Zahl  (r 
die  obere  Grenze  der  Werte  ist,  welche  /*u)(y)  uberhaupt  annimmt,  und  entsprechend, 
daB  die  Zahl  Z  die  untere  Grenze  der  Werte  ist,  welche  f(2]((p)  uberhaupt  annimmt. 
Beachtet  man  dann,  dafi  fur  jeden  Randpunkt  R,  cp  f(1\<f>)  ^  f™ (<p)  ist,  so  erkennt  man, 
daB  die  untere  Grenze  der  Werte,  welche  f(l](cp}  uberhaupt  annimmt,  nicht  unter  K 
liegen,  und  entsprechend,  daB  die  obere  Grenze  der  Werte,  welche  /'(8)(y)  ubeiliaupt  an- 
mmint,  nicht  uber  6r  liegen  kann.  Die  Funktionen  f®(<p),  /*(2)(<p)  genugen  daher  der  Ho- 

dmgung  der  Endhchkeit  DaB  sie  aber  auch  dio  Be- 
dmgung  der  Integrierbarkeit  erfullen,  soil  jetzt  gezoigt 
werden 

Zu  dem  Ende  wahle  man  auf  dem  Rande  Sft 
emen  Punkt  R,  <p  und  beschreibe  um  ihn  als  Mittol- 
punkt  emen  Kreis  mit  emem  Radius  $<R,  dor  don 
Rand  $t  in  den  Punkten  R,  cp^  R,  r/>2  schnenUm  m6^o 
(s.  Fig  3)  Weiter  wahle  man  auf  dem  duirh  dm 
Punkte  R,  </?1?  R,  y\  R,  c/>2  bestumnten  Hogen  onuni 
von  den  Punkten  R,  yx;  R,  <f\  verscbuKlonciu  Punkt  H,  </», 
fur  den  die  Lage  R,  <p  nicht  ausgosclilosHOii  s(Hii  soil, 
und  beschreibe  um  ihn  emen  Krois,  d(T  gsinz  iniK^r- 
hall)  der Ereisiliiche  mit  dem  Radius^'  liegt,  und  dowson 
Bezeichnet  man  dann  mit  f^L  f®\  obere  und  untero 


SI, 


Radius  $  sei 

die  Mrtt  iimerhalb  des  aus  der  ursprunglichen  Kreisflache  durch  don  Krois  \\\\i  clc«n 
Radius  9  ausgeschnittenen  Gebictes  besitzt,  entsprechend  nnt  ^(/?  f$Q,  obero  utul  unions 
Grenze  der  Werte,  die  u/ti  mnerhalb  des  aus  der  ursprunglichen  Kreisfh'icho  (lurch  (hni 
Kreis  mit  dem  Radius  ^  ausgeschmttenen  (lebietes  besitzt,  so  ist  nach  frdhorov  Doliniiion: 


und  es  bestehen  zudem  noch,  wie  unimttelbar  ersichtlioh,  dio 

fto   ^^(1)^  ^(2)    -^  ^(8)  f 

^0  horvorgohond^n  Boziohungou: 


sowie  die  hieraus  fUr 
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Aus  diesen  letzten  Beziehungen  folgt  nun,  da6  die  mit  G*V(q>)  zu  bezeichnende  obere 
Grenze  der  Funktion  f^(cp)  fur  den  Punkt  y  =  y  ,  die  nicht  kleiner  als  f'^(y)  sem 
kann,  nicht  uber  f^  liegt,  und  entsprechend,  daB  die  mit  K^ty}  zu  bezeichnende 
untere  Grenze  der  Funktion  f(2}(<p)  fur  den  Punkt  <p  =  (p\  die  nicht  grofier  als 
sein  kann,  nicht  unter  f^  liegt.  Es  bestehen  also  fur  die  QroBen  QM(<f),  K 
die  Ungleichungen- 


und  diese  liefern,   wenn  man  Q    gegen  Null  konvergieren  lafit  und 

')  beachtet,  zrar  Bestimmung  von  G®  (<?'),  K*>(y')  die  Gleichungen- 


Was  dagegen  die  mit  K(i)(cpf)  zu  bezeichnende  untere  Grenze  der  Funktion  f(1)(<p)  fur 
den  Punkt  <p  =  cp'  und  die  mit  G^3)(y')  zu  bezeichnende  obere  Grenze  der  Funktion 
f(2)(V/>)  fur  den  Punkt  <p  =  (p'  betritft,  so  ergeben  sich  dafur  auf  Grund  der  fur  jedes  in 
Betracht  kommende  g>  bestehenden  Relation  f(^(<p)  ^>f(*\<p)  zunachst  die  Beziehungen 
K(^(<ff]  ^  A"(9)(yf),  G-(l\(p)  ^  6r(2)(c/)  und  weiter  aus  diesen  durch  Verbindung  mit  den 
zuletzt  gewonnenen  Gleichungen  die  Beziehungen* 


Verbmdet    man   nun   noch    diese   Beziehungen   mit   den   unmittelbar   daruberstehenden 
Uleichungen,   so  ergibt  sich  schliefihch 

6/Ci)  (<fi  _  A'W  ((?')  ^  /^)  (c//)  -  /%,'),  ^(yO  -  Jff  «(y')  ^  /^  V)  -  /[2)(^)- 
Um  das  gewonnene,  fur  jedes  der  Bedingung  ()<±<p  <%n  genugende  cpr  geltende, 
Eesultat  zu  mterpreiaeren,  beachte  man,  daC  der  Yoraussetzung  gemaJB  die  Punkte  des 
Intervalls  von  y  «  0  bis  cp  «  27r,  fur  welche  /w(y)  —  /1(3)(y)  >  ^  ist,  stets  eine  nicht 
ausgedehnto  Punktmenge  bilden,  welche  positive  Zahl  man  auch  unter  a  verstehen 
rtiag  Mit  Eucksicht  hierauf  folgt  dann  aus  den  zuletzt  gewonnenen  Beziehungen,  daB 
sowohl  die  Punkte  <p,  fur  welche  die  Schwankung  #(1)(<p)  —  K(l\<p)  der  Funktion  f®(<p) 
Werte  besitzt,  die  groBer  als  a  sind?  als  auch  die  Punkte  <p,  ftir  welche  die  Schwan- 
kung 6?(a)(y)  —  jBTw(y)  der  Funktion  7(2)(y)  Werte  besitzt,  die  groBer  als  a  smd,  stets 
om(%  nicht  ausgedehnte  Punktmenge  bilden,  welche  positive  Zahl  man  auch  uuter  a 
verstehen  inag,  oder,  was  dasselbe,  daB  die  nach  vorher  Bewiesenem  der  Bedingung  der 
p]ndlichkeit  geuUgenden  Funktionen  7(1)  (</>)»  ^(y)  stets  auch  die  Bedingung  der  Integrier- 
l)arkeit  erfiillen. 

P-E,  I  4 
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Mit  Hilfe  der  Funktionen  fw(<p),  7(2}(<p)  bilde  man  jetzt  die  beiden  Integrate. 


und  beachte,  daB  der  Voraussetzung  gemafi  fur  jeden  mnerhalb  des  Intel  vails  von  9  =  0  bis 
9  =  2n  hegenden  Stetigkeitspunkt  y  der  Funktion  f(y)  die  Gleichungen  f™(<fi  -  7®(<p)  -  f(y) 
und  demnach  auch,  auf  Grand  der  zuletzt  gewonnenen  Beziehangen,  die  Gleichungen 
^(9)-  JT(1)(<p)  =  0,  #(~2)(9?)-  JT(2)(^)  =  0  bestehen,  oder,  was  dasselbe,  daB  jeder  inner- 
halb des  Inter  vails  von  ^  =  0  bis  y  =  2n  liegende  Stetigkeitspunkt  c/>  von  f(<p)  auch 
em  Stetigkeitspunkt  von  7(1)(<p)  und  f(*\<P)  ist-  Man  erkennt  dann,  dafi  die  beiden 
durch  die  aufgestellten  Integrale  fur  das  Innere  der  Kreisflache  bestimmten  Funktionen 
SJ1^  *$t  fur  jeden  Punkt  $  der  Kreisflache  denselben  Wert  besitzen  wie  die  ursprung- 
liche,  mit  Hilfe  von  f(<p)  gebildete,  Funktion  %,,. 

AuBer  den  beiden  Funktionen  5$,  u®t  bedarf  man  fur  die  folgenden  Uutc^r- 
suchungen  noeh  einer  dntten  Funktion.  Urn  zu  derselben  zu  gelangen,  bezeichne  iwau 
mit  s  die  obere  Grenze  dei  Werte,  welche  die  Funktion  f(l}((f)-f(^(^}  in  clem  Intel  - 
valle  von  9?  =  0  bis  cp  =  2n  anmmmt,  verstehe  unter  a  erne  der  Bedingung  <j<$  go- 
nugende  positive  Zahl,  wenn  s>0  ist,  dagegon  die  Null,  wenn  der  spaziello  Kail  ,s  -  0 
vorliegt,  unter  A  erne  der  Bedmgung  k<2En  genugende  positive  Zahl  und  wahlo  als- 
dann,  unter  Beachtung,  daB  der  Voraussetzung  gemaB  die  Punkte  H7  <p  clos  EaiuloH,  IVn* 
welche  f(l}(<p)—f(*\<p)  >  &  ist,  steta  eme  mcht  ausgedehnte  Punktniongc  bi1d<kn,  (^in(^  positiv<v 
ganze  Zahl  n  von  solcher  Qrofie,  daB  bei  der  Teilung  des  Uaiulos  SJI  vom  Punkte  ///,  0 
aus  in  n  gleiche  Bogen  die  Summe  derjonigen  Bogen,  auf  denen  Punkte  H9  </>  vorkoinmon, 
fur  welche  f(n((p)  —f(^((f)>  o  ist,  mcht  grofier  als  A  ist  Diese  Uoj>on  ncnno  man 
Bogen  der  ersten  Art  und  bezeichne  ihre  Suiurae  nut  L  Dio  noch  ubngon  (\w  n  HOJ?<MI 
dagegen,  deren  Summe  dann  %lln  —  l  ist,  sollen  Bogen  der  sswoitcn  Art  gcuuumt  wordon, 
sie  sind  dadurch  charaktensiert,  dali  fur  jeden  ihrer  Punkte,  mag  or  (vin  innoror  Punkt 
oder  em  Endpunkt  ernes  solchen  Bogens  sem,  /(1)(y)  —  /'(a)(</0  ^d  ^  rlc^t  sct/o  nia.ii 
in  neuer  Bezeichnung  9=^,  wenn  der  Punkt  Ji,  </>  em  innercu-  l)unkt  oinon  Bogoiuj 
der  ersten  Art  ist  oder  auch  em  Punkt,  wo  zwei  Bogen  dor  orsten  Art  zu&uumon- 
stofien;  dagegen  cp^cp^,  wenn  der  Punkt  jB,  y  emom  Bogcin  der  zweitcm  Art,  Boi  OH 
als  innerer  Punkt,  sei  es  als  Endpunkt,  angehorfc,  deiinicre  alsdiiini  Mr  don  Hand  i)t 
eine  Funktion  f(<p)  durch  die  Qleichungen: 
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und  bilde  schlieBlich  niit  Hilfe  dieser  Funktion  f'(y)  das  Integral: 


2;r 

<r^/r< 


Die  dadurch  far  das  Innere  dei  Kreisflache  bestimmte  Funktion  u'rit  besitzt  fur  kemen 
Punkt  r,  t  der  Kreisflache  emen  negativen  Wert,  da  die  unter  dein  Integralzeichen  vor- 
kommende  Funktion  f'(y)  und  damit  auch  das  Integralelement  fur  keinen  Wert  von  cp 
negativ  ist  Beachtet  man  dann  noch  ,  daB  der  im  Integralelement  vorkommende 

___  7?    |    v 

Quotient  fui   <p  =  t  semen  groBten  Wert  und  zwar  den  "Wert  E_^   anninmit,  und  dafi 


n—l)o9    diese  letztere  Qrofie   aber   wegen   1<^X  nicht  groBer  als 
ist,  so  erhalt  man  fur  utit  die  Ungleichung  : 


Aus  den  drei  clinch  die  aufgestellten  Integiale  definierten  Funktionen  T$t,  u®t, 
und  der  zu  untersuchenden  Funktion  urtt  bilde  man  jetzt  die  beiden  Funktionen: 


Von  diesen  laBt  sich  dann  zeigen,  daB  sie  fur  keinen  Punkt  r,  t  im  Innern  der  Kreis- 
flache  emen  negativen  Wert  besitzen  konnen  Zu  dem  Ende  beachte  roan,  daB  jede 
dieser  beiden  Funktionen  fur  das  Innere  der  Kreisflache  denselben  Charakter  wie  uitt 
oder?  was  dasselbe,  die  unter  I.  aufgefuhrten  Eigenschaften  besitzt,  und  daB  daher,  wie 
firuher  bewiesen  wuide,  fur  jede  dieser  beiden  Funktionen  die  untere  Qrenze  der  Werte, 
welche  sie  im  Innern  der  Kreisflache  hat,  wemgstens  fur  emen  Punkt  des  Randes  5ft 
als  untere  Grrenze  der  Funktion  fur  diesen  Randpunkt  auftreten  muB  Infolgedessen 
wird  der  Beweis  fiir  die  vorstehende  Behauptung  erbracht  sein,  sobald  man  gezeigt  hat, 
daB  weder  die  untere  G-renze  der  Funktion  U$  fur  den  Randpunkt  J2,  <p  noch  die 
untere  Grenze  der  Funktion  U®  fur  den  Eandpunkt  It,  <p  einen  negativen  Wert  be- 
sitzen kann,  welche  Lage  der  Punkt  R,  <p  auf  dem  Eande  9ft  auch  haben  mag. 

Die  untere  Grenze  der  Funktion  U$  fur  den  Randpunkt  JB,  <p  ist  nicht  kleinei 
als  die  Summe  der  unteren  Grenzen  der  Funktionen  5$,  u^t  fur  den  Randpunkt  E,  <p 
vermindert  um  die  obere  Grenze  der  Funktion  5M  fur  den  Randprmkt  JJ,  y,  und  ent- 
sprechend  ist  die  untere  Grenze  der  Funktion  Z7r«  fur  den  Kandpunkt  JB,  <p  nicht  klemer 
als  die  Summe  der  unteren  Grenzen  der  Funktionen  5M,  <,,  fur  den  Eandpunkt  R,  cp 
venmndert  um  die  obere  Grenze  der  Funktion  5$  fur  den  Eandpunkt  JS,  y.  Beachtet 
man  nun,  daB  ftu  den  Eandpunkt  JS,  y  untere  und  obere  Grenze  der  Funktion  u,tt  nut 
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fm(y)  und  f(-\y)  bezeichnet  warden,  die  untere  Grenze  der  mit  Hilfe  von  fm(y}  ge- 
bildeten Funktion  &%  nach  dem  am  Ende  von  Ait  5  Bemerkten  mcht  kloiner  als  Kw((p), 
die  obere  Grenze  der  nut  Hilfe  von  f  <•*>(<?)  gebildeten  Punktion  5$  mcht  grofier  als 
Gw(y)  sein  kann,  endlich  die  untere  Grenze  der  nut  Hilfe  von  f(<p]  gebildeten 
Funktion  u'ltl,  der  Definition  von  f(<f)  gemaB,  stets  f(<fi  selbst  ist,  and  daB  nach  dem 
in  diesem  Artikel  Bewiesenen  die  Beziehungen  K(i\<f}^f(^((f),  G-™(<f)^f(i\<?}  bestehen, 
so  erkennt  man,  daB  weder  die  untere  Grenze  der  Funktion  U$  noch  die  untere  Qronze 
der  Funktion  D$  fur  den  Randpunkt  E,  y  klemer  als  /"(»  -  [fm(v}-f^((p)\  sem  kami 
Diese  letztere  Q-roBe  aber  ist  niemals  negativ,  da  fui  jeden  Randpunkt  R,  <p1  f'((/\)  =  a, 

fMfoJ-fMfyJ^s,  fur  jeden  Eandpunkt  A,  y,  ffoj-o,  /"(0(9)J-/'lt)(f/ls)^°  ist 

Damit  ist  der  verlangte  Nachweis  erbracht,  und  demuach  aucli  der  Bcwois  tin 
die  ursprungliche  Behauptung,  daB  die  Funktionen  D$-ttJ|i  +  «£,-«,,„  U^t  =  ^,,t+u,,t-^t 
fur  keinen  Punkt  r,  t  im  Innern  dei  Kieisflache  emen  negativen  Wert  beHitzon  konnon 
Aus  U^}^0,  U^]^.0  ergibt  sich  aber  unmittelbai  die  Ungloichung  • 


und  weiter  dann,  da  nach  fruher  Bewiesenem  fui  jeden  Punkfc  i,  t  im  Inuorn  dor  Knsm- 
flache  tt^.-M,,,,  i$-«M,  <<^i    (sA+2^ji<y)  ist,  die  CJngleichung  . 


Auf  cliese  Weise  ist  der  Wei*t  von  urit  —  uljt  zwischen  zwoi  Schriuikc^n  <»in- 
geschlossen,  die  von  den  Zahlen  A  und  a  abhaugen,  wahroncl  dor  W(kii  von  u,if--M^f 
duichaus  unabhangig  von  I  und  a  ist  Liegt  nun  der  spoziolle  Fall  voi,  wo  v  0  und 
daher  auch  a  =  0  ist,  so  ergibt  sich  mmiittelbar  uht  —  it,,it=~()  Jst  daigofj-iMi  ^>0,  no 
kann  man  die  Zahlen  A,  o1,  die  dann  im  Rahmen  dei*  Bedmgun^on  ()<  A  <  2  /*/rr,  0  <  o  ***  « 
beliebig  gewahlt  werden  konnen,  so  Idem  annehnien,  daB  die  boiden  die  (jroBo  /^^  -MM 
emschliefienden,  sich  nui  duich  das  Vorxeichon  unterscheidenden  Schninlcon  <lor  Null  HO 
nahe  liegen,  wie  man  will,  und  es  kann  (labor  auch  fur  «s>0  die  Dillorona  M,I(  Mtjt 
emen  von  Null  verschiedenen  Wert  mcht  besitzon.  In  jedom  Falle  ist  also  WM  -  %,^ 
oder,  was  dasselbe,  es  gibt  auBer  der  Funktion  u,tt  nicht  noch  oino  /,w(Sito,  wolcho  dio 
unter  I  und  II  aufgefuhrten  Eigenschaften  bcjsitzt.  Danut  ist  abor  die  HU  Anlan^  <lioH(»H 
Artikels  gestellte  Frage  beantwortet. 

8. 

Durch  die  in  den  vorhergehenden  Artikoln  durchgefdhrten  UntcrBuchungc^n  iwi 
jetzt  der  folgende  fundamental  Satz 
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8atz. 

Bezielit  man  (lie  Pwikte  euw  Kteibfludte  nut  dem  MitMpunlte  0  und  dew 
Sat  1 1Kb  It  (s.  Fig.  1)  auf  em  teclitiunUiges  Kooidinufensystem  mit  (km  Anfamj^nuilte  0 
and  den  Aclisen  OX,  OZ  gleiditeitig  ale}  aucli  auf  em  Polarlooulinatensystem  mit  dem 
Pitnlte  0  als  Pol  and  der  X-Aclise  ah  Polaniclise,  lezeidmet  nut  x,y  die  itclitinnUigen, 
mit  y,  t,  o£*<3*,  die  Polailootdinaten  ugend  ernes  im  Innetn  der  Kreisflaclie  yeleyenen 
PunMes,  mit  |,  y  die  reclitwmUiyen,  mit  H,  cp,  o*v<3«,  die  Pola)loo)dmaten  vgend  eines 
auf  dem  Eande  91  der  Kreisflaclie  gelegenen  PunJctes,  so  dafl  also  JL  =  >  cos  t,  y  =  >  sin  t, 
|  =  11  cos  y,  7i  =  E  sin  <f  ist,  versteht  fernw  unter  f(y)  eine  den  Bedinyitngen  de>  Endlich- 
JiCit  mid  Inteyiieibaileit  yenugende,  teelle,  einweituje  und  nut  de)  Penode  2n  penodisdie 
Fitnltion  de)  reellen  Venmderliclien  <p,  eisetzt  aucli  m  neuet  Bezeiclmuuy  cp  immer  dincli 
<p,,  icenn  cp  em  de)  Bedinyuny  0<^<2rc  yemiyende)  StetiyJieitspunlt  ion  f(cp)  ist,  und  iw- 
lauyt  alsdann  m  dieser  Itieisflaclie  witei  Ausbdihtfl  de)  ion  den  Punlten  R,  (p,  re> sclnedenen 
Punkte  des  liandes  eine  uelle,  emicettige  Fmltioti  u  des  Ottes,  weldie  den  folgenden  Be- 
dmgiinyen  genityt 

I    Fur  jeden  nn  Inuem  der  Kreisfladie  yeleyenen  Pitnkt  JL,  y  soil  u  stetig  sem,  ^n 

detsellen  Ausdelinuny  sollen  die  pattiellen  De)ivie>ten  5^,  o^,  T-I,  |-^  existieien  und  elenfalls 

o  so     oy     ecu"    oy 

stetiy  sein,  endlicli  sollen  die  zwviten  Deuvierten  die  Gleiclmng  A^  =  ^  +  |^==0  erfullen; 

c  ffj"      oy 

IL  Bei  der  Anmihe)  my  des  Punktes  &,  y  an  e^nen  RandpitnU  R,  <p  soil  die 
Funhtwn  'it  endhdi  bleilen,  ode),  ivas  dasselbe,  sie  soil  fur  jeden  Pankt  R,  cp  des  Eandes 
cine  obe)e  Chenze  f(1)(^)  und  erne  unteie  Gienze  f®(<p)  m  dem  pulie)  defmmten  Sinne 
Imtecn,  die  dadwch  lestunmte  Schuwikuny  f(l](<f}  —  f^\<f}  de)  Ftwltiou  u  fur  den  Pmikt 
11,  (p  wll,  welche  positive  Zalil  man  aucli  rniten  a  verstehen  may,  in  dan  Intervalle  von 
(p  =  0  bis  (p  =  %n  stets  nw  fur  eine  niclit  ausyedehnte  Pwiktmenge  Wevte  liaben,  die  giofier 
ate  a  sind, 

III  Fur  jeden  Randpunld  R,  cp^  soil  u=*f((p?)  und  f(l\<p^  =  f(*](<f^  =  f(<p^  sein, 
ode),  was  dasselbe,  fur  jeden  ItandpunU  1?,  <p6  soil  it  stetig  sem  und  denselben  Wert  wie 
f(cp)  besiteen, 

so  kann  dieses  Vwlanyen  miner  dwell  eine  und  nur  dutch  eine  FunJctwn  u  erfullt  we) den,  und 
es  witd  #'M(jletcJi  de)  We)t  von  u  fm  alle  in  Betraclit  kommenden  Punkte  de)  Kreisflaclie 
als  Funktion  der  Polarkoo^naten  davgestellt  durcli  die  Gleicliungen 
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In  dem  besonderen  Falle,  wo  f(<p)  durchweg  stetig  ist,  sind  die  Bedmgmigen  II 
von  selbst  erfullt,  sobald  die  Bednigungen  III.  erfallt  smd,  und  die  Funktion  u  ist 
daher  in  diesem  Falle  durch  die  Bedingnngen  I  nnd  III.  allein  schon  vollstandig 
bestimmt  Liegt  dagegen  der  Fall  vor,  daB  f(<p),  o£y<a*,  zwar  Unstetigkeitspunkte 
besitzt,  diese  Unstetigkeitspunkte  aber  eine  nicht  ausgedehnte  Punktmenge  bilden,  so 
ist  von  den  beiden  unter  II.  gestellten  Bedingungen  die  zweite  von  selbst  erfullt,  sobald 
die  erste  erfullt  ist,  und  es  konnen  in  diesem  Falle  die  Bedingungen  II  durch  die 
einzige  Bedmgung  ersetzt  werden,  dafi  fin  die  Werte,  welche  u  im  Innern  des  Kieises 
besitzt,  eine  obere  und  eine  untere  G-renze  existiert,  oder,  kurzer  gesagt,  da6  die 
Funktion  u  der  Bedmgung  der  Endlichkeit  genugt  Fur  den  Fall,  daB  die  Anzahl  der 
Unstetigkeitspunkte  von  f(cp),  o^y<2rt?  eine  endliche  ist,  hat  diese  Bedmgung  der  End- 
lichkeit zuerst  Herr  H.  A  SCHWARZ*)  emgefuhrt 


*)  SCHWARZ,  H  A,  Zm  Integration  der  partiellen  Differentialgleicliung  ^— 5  +  rr- 5  =  0     (Gesammelto  WoiKo, 
Bd  n,  S   173-210,  S  196)  dX       dr 


Zweiter  Afoschnitt 

Bestimmung  von  Schranken  fiir  die  Werte  eines  zn  einer  Kreisflache  gehorigen 

Poisson'schen  Integrals. 


1. 

Pur    manche  Untersucliungen  ist   es   vorteilhaffc,  inoglichst   euge   Schranken  zu 
kennen,  aus  denen  der  Wert  des  im  vongen  Abschmtte  betrachteten  Integrals: 

i+a 

i  /%/  N 

*'.'  -  ^J  f(9)  jy- 


l-lt 


bezogen  auf  den  im  Innern   der  Kreisflache  gelegenen  Punkt  cP  mit  den  Polarkoordi- 
naten  r,  t,  nicht  heraustritt     Seiche  Schranken  sollen  jetzt  ermittelt  werden. 

Es  moge  mit  K  die  untere,  mit  Q-  die  obere  G-renze  der  Werte  bezeichnet 
werden,  welche  die  den  Bedingungen  der  Endlichkeit  und  Integrierbarkeit  genugende, 
reelle,  einwertige  und  mit  der  Penode  2n  penodische  Punktion  f(qj)  in  ihren  Stetig- 
keitspunkten  besitzt  Der  Fall,  wo  die  Fnnktion  f(<p)  fur  jeden  ihrer  Stetigkeitspunkte 
denselben  Wert  c  besitzt,  also  I£=(r  =  c  und  u^-^c  ist,  soil  bei  den  folgenden  Be- 
trachtungen  immer  ausgeschlossen  sem  Setzt  man  dann  in  dem  obigen  Integralausdruck 
an  Stelle  von  f(y)  das  eine  Mai  j5T,  das  andere  Mai  Gr,  so  gewinnt  man,  da  der  im 
Integralelement  vorkommende  Quotient  fur  jeden  Wert  von  <p  positiv  ist,  fur  u^t  eine 
untore  und  eine  obere  Schranke,  und  zwar  erhalt  man  auf  diese  Weise,  wenn  man 
noch  die  Gleichung, 


i  -a 

beachtet,  die  Beziehung: 


Urn  gilnstigere  Schranken  ftir  wr|l  zu  erhalten,    verstehe  man  unter  y  irgend 
eine  der   Bedingung  O^^^TT   gentigende   Zahl,  bringe  hierauf  die   obige  Gleichung, 
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nachdem   man   zuvor   noch   l  =  y  +  t  +  n   gesetzt   hat,    durch  Emfuhrung   emer  nenen 
Integrations  variable  in  die  Gestalt. 


nnd  bilde  alsdann  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  und  der  aus  ihr  fur  r  =  0  hervorgehenden, 
den  Wert  ^0  von  w,f,  im  Mittelpunkte  0  des  Kreises  darstellenden  Gleichung: 


2  it  +  V 


mdem  man  zur  Abkurzung: 

f   \  J2s-fa 

9(9)  =  -&—< 


cos 

setzt ,  die  Gleichung: 


welche   miter  Ausschlufi   des  Falles  r  =  0   als  Ausgangspunkt   fur   die   weitere   Untov- 
suchung  dienen  soil. 

Die  auf  cler  rechten  Seite  dieser  Gleichung  hmter  clem  Integralzoichon  voj- 
kommende  GroBe  ff(y)  —  {j(y)  ist,  als  Funktioii  von  <f  botrachtot,  lur  alle  Werte  von  </) 
zwischen  ^  und  ^n  —  y  negativ,  fur  alle  Werte  von  </>  zwischen  2n  —  y  und  2n  +  y 
positiv.  Infolgedessen  erlialt  man  sowohl  fur  den  auf  dtis  Interval]  y/  2rt  —  ?//,  tils 
auch  fur  den  auf  das  Intervall  2^  —  ip  Sn  +  ifj  Rich  beziehenden  Teil  des  Integrals 
erne  untere  und  erne  obere  Sclrranke,  wenn  man  in  jodem  dieser  beiclen  Toilnitn^nilo 
an  Stelle  von  f(t+</>)  das  eine  Mai  K,  das  andere  Mai  (}  sotzt  Ma,n  gelangt  auf 
diese  Weise  zunachst  zu  den  Ungleichungen 


8rt+i/» 

^ 


2  TT  -  1 


und  erhalt  dann  weiter  aus  diesen  (lurch  Addition,  nacbdom  man  zuvor  nodi  dio  linkn 
und  rechts  vorgeschriebenen  Integrationen  auf  Grand  dor  (lloichungen: 
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ausgefuhrt  hat,  die  Ungleichung: 


aus  der  dann  schhefihch  die  Ungleichung. 


folgt.  Die  unter  der  Yoraussetzung  0^y/^7z  durchgefuhrte  Ableitung  von  (F0.)  lafit 
unmittelbar  erkennen,  daB  fur  y  =  0  und  yj  =  TT,  da  der  Fall  K=  G  ausgeschlossen  ist, 
die  Gleichfteitszeichen  bei  (F0.)  zu  unteidrucken  smd,  da6  dagegen  diese  Gleichheits- 
zeichen  fur  jedes  zwischen  0  und  n  gelegene  y  beibehalten  werden  mussen,  solange  f(cp] 
nur  den  Bedmgungen,  die  zu  Anfang  dafur  aufgestellt  wurden,  unter  worfen  ist,  man 
also  die  Gesamtheit  der  uberhaupt  moglichen  Funktionen  u^t  betrachtet 

Da  in  der  Ungleichung  (F0.)  an  Stelle  von  y  jede  der  Bedmgung  0  <  y  <^  n 
genugende  Zahl  treten  kann,  und  u^t  —  UQ  von  yj  unabhangig  ist,  so  kann  man  (F0.)? 
wenn  man  noch  zur  Abkurzung: 


setzt,  durch  die  Ungleichung: 

ersetzen,  bei  der  iftl9  y>>2  irgend  zwei  dem  Intervalle  0-  n  angehorige  Zahlen  bezeichnen. 
Aus  dieser  letzten  Ungleichung  wird  man,  da  U(y)  und  0(yj)  aufier  ^  ail^h  noch  die 
Grofien  A",  6r,  UQ  enthalten,  die  engsten  Schranken  fur  alle  diejenigen  Funktionen  ur%t9 
welchen  dasselbe  K,  G  und  UQ  zukommt,  erhalten,  wenn  man  fur  ^  diejenige  Zahl  ^/ 
des  Intervalls  0  -n  wahlt,  fur  welche  die  Funktion  U(ip)  ihren  grofiten  Wert  besitzt, 
fur  ^2  dagegen  diejenige  Zahl  y/  des  Intervalls  0  n,  fur  welche  die  Funktion 
ihren  kleinsten  Wert  besitzt.  Nun  zeigt  aber  ein  Blick  auf  die  Grleichungen: 


daB  in  dem  Intervalle  von  ip  «*  0  bis  ip  ««  n  die  Funktion  Z7(t//)  ihren  groBten  Wert  fur 
yj  —  ^^^-  ^  ^ie  Funktion  0(y/)  ihren  kleinsten  Wert  fur  y  =  UG^K  n  annimm^  un<^  man 
erhalt  daher,  wenn  man  diese  Werte  an  Stelle  von  T//I?  y/2  beziehungsweise  in  die  zuletzt 
aufgestellte  Ungleichung  eintragt,  schheBlich  die  Ungleichung: 


P-B,  I 
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(F)  -l^- 


sin  I 


S—i  coal 


—  2 


am 


B— i  cos  I 


als  die  gunstigste  in  jener  TJngleichung  enthaltene. 

Die  im  vorstehenden  zur  Herleitung  der  Ungleichungen  (F0),  (F)  angestellten 
Betrachtungen  lassen  im  ubrigen  erkennen,  daB  diese  Ungleichungen,  unter  eventuellem 
AusschluB  der  Gleichheitszeichen,  auch  dann  noch  gelten,  wenn  man  darin  an  Stelle 
von  G,  K  zwei  den  Bedingungen  6r'  :>  tf  ,  1C  <:  K  genugende  Zahlen  Gr,  7f  setzt 

DaB  bei  passendei  Verfugung  uber  die  Fnnktion  f(<p)  die  GroBe  w,^  —  w0  mit 
sich  anderndem  t  fur  jedes  r  sowohl  die  obeie  wie  die  untere  duich  (F)  gegebene 
Sckranke  erreichen  kann,  erkennt  man,  wenn  man,  unter  a  eine  zwischen  0  und  TT  ge- 
legene  Zahl  verstehend?  die  spezielle,  zu  der  durch  die  Qleichungen 

f(cp}  =  G,  wenn  —  a  £  cp  <  a,  f(<p]  «  /i?  wenn  a  ^  y 

defimerten  Funktion  f(q>}  gehonge,  Funktion 


—  a 


betrachtet      Man  hat   dann    UQ  = a  +  K  und   erhalt  infolgedessen    aus    dei    Un- 

gleichung  (F)  fur  die  hier  betrachtete  spezielle  Funktion  u,tt  die  Ungleichurig' 


—  -  2 


Die  dadurch  fur  fl^,  —  w0  gelieferten  Schranken  werden  aber  von  w,^  —  w0  auch  wirldich 
erreicht,  und  zwar  die  obere  fur  t  =  Q,  die  untere  fur  tf^rt  Auch  moge  mit  Ituok- 
sicht  auf  die  im  nachsten  Artikel  folgonden  Untersuchungon  nooh  bemorkt  wordon,  dafi 
bei  passender  Verfugung  uber  die  Orofie  a  im  Eahmon  der  Bcdmgmig  0  <«<yr  fur  du» 
GroBe  w0  jeder  Wert  zwischen  K  und  6y  auftreton  k<inn 

Bildet  man  die  Differenz  der  durch  die  Ungleichung  (K.)  fur  u,it  -  UQ  gtigtilmwu 
Schranken,  so  erhalt  man  fur  die  mit  #|w/f,|  zu  bezoichnende  Sohwankimg  d(^i  Fmik- 
tion  <u,tt  auf  der  zum  Radius  v  gehorigen  Kreislime  die  Ungloichung: 


(S.) 


2. 

Aus  der  im  vorigea  Artikel   gowotmenen  Forniol  (F.)  Jils   HauptJbnnol   Holl<m 
jetzt  emige  einfachere  Formeln  abgeleitet  werdon. 
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Man  beachte  zunachst,  daB  unter  den  Yoraussetzungen  0<r<B  und  £  =  1  fur 
jeden  positiven  Wert  von  &  die  Beziehung 


besteht.     Setzt  man  namlich: 

J??  CJ? — sr)  (1  —  cosn» 


y 


so  wachst  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Funktion  f(x),  wie  em  Blick  auf 
ilire  mit/r(o/)  bezeichnete  Denvierte  eigibt,  bestandig  mit  wachsendem  j,  erreicht  fur 
#  =  o  den  Wert  Null  und  besitzt  dalier  fur  positive  x  stets  positive  Werte.  "Wendet 
man  nun  auf  die  Ungleichung  (F.)  die  aus  der  obigen  Beziehung  unnnttelbar  sich  er- 
gebenden,  fur  Q<x<n  gleichzeitig  geltenden  Formeln: 


an,  so  erhalt  man  die  einfacheien  Ungleichungen. 


Die  so  gewonnenen  Ungleichungen  (FJ,  (F2)  konnen  auch  direkt  aus  der  Un- 
gleichung  (F0 )  erhalten  werden,  mdem  man  dann  das  eine  Mai  y/  =  0,  das  andere  Mai 
yj  =  rt  setzt  und  beachtet,  daB  fur  diese  speziellen  Weite  von  y/,  wie  schon  fniher  be- 
merkt  wurde,  die  bei  (F0)  stehenden  Grleichheitszeichen  nicht  mehr  zulassig  sind. 

Um  fur  uht  —  u    die  gunstigsten  von  ^0  freien  Schranken  zu  erhalten,  beachte 
man,  daB  die  m  (F)  vorkommende  GroBe  UQ  je  nach  der  Beschaifenheit  der  Funktion 
jeden   zwischen  K  und  G-  gelegenen   Wert  haben   kann,   und   daB   die  Funktion 
:,  wenn  %  von  0  bis  arc  cos  ~  geht,    bestandig   zunehmend   die    Werte  von  0 


• 

—  1CQBX 


bi,s       r  ..-.=•  durchlauft,    dagegen,   wenn  x  von   arc  cos  •—  bis   n    weitergeht,    bestandig 

.      n  dein  Falle,  wo     n 

yJB2  —  r2 


2  ..-. 

abnehmend   die  Werte    von  -r=^  —  -  bis  0  durchlauft.     In  dein  Falle,  wo  un  der  Be- 


dingung  K<MQ<     "        ge^nugt,  bestehen  daher  die  Beziehungen: 
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und  man  eilialt  auf  Grand  derselben  aus  cler  Formel  (F)  die  emfachere  Formal. 
(F3.)  -l(^ 


bei  der  das  Gleichheitszeichen  nur  fur  den  speziellen  Weit  r  =  It  cos  (  ^  ~  K  n)  m  Be- 

TC   \    (^ 

tracht  kommen  kann.     In  dem  Falle,  wo  ^0  der  Bedmgung  —  ±  —  <  UQ  <  G  genugt,  be- 
stehen  dagegen  die  Beziehungen: 


^         

/^_w    x      v^r7T'  u<  /t*o-g   \      ^J 

JR  ~  9  cos  (  ^  __  ^  ?rj         r-tf       '  Jg  — rcos  (^__j^  gg) 

und  man  erhalt  auf  Grund  derselben  aus  der  Formel  (F.)  die  emfachere  Formel. 


bei  der  das  Gleichheitszeichen  nur  fur  den  speziellen  Wert  r  =*  E  cos    ^_^^    m  Be- 

y*    i     fi 

tracht  kommen  kann     In  dem  besonderen  Falle  endlich,  wo  u^  =*  —  ~  —  ist,  ergibt  sich 
aus  der  Formel  (F)  unmittelbar  die  Formel: 


Beachtet  man  nun  noch,  daB  fur  0<r<jR  die  Beziehung  arc  tg  ~  <  arc  sm  -^  bosleht, 
so  erhalt  man  aus  den  letzten  drei  Formeln  die  in  jeclem  Falle  giltige  Forjnol 


bei  der  jedoch  das  links  stehende  Gleichheitszeichen  nur  fur  den  spozidlon  Wort 
r=  jR  cos  (ffZ#  n)y  ^as  rechts  stehende  Gleichheitszeichen  nur  fur  den  apeziollon  Wort 
r  ==  jB  cos  (^Z'jr  n]  in  Betracht  kommen  kann. 

Auch  die  Ungleichungen(F8.)?  (Ft  ),  (F6  ),  (F0  )  konnen  ohne  Miiho  aus  der 
(F0)  abgeleitet  werden,  wenn  man  dabei  noch  das  in  Ait,  1  tiber  <7(y>)  und  0  (ip) 
beachtet.     Setzt  man  namlich  in  der  Ungleichung  (F0.)  y  ==  arc  cos  ~  ,  so  geht 
direkt  ni  die  Ungleichung  (F6.)  uber,   und  kombimert  man   alsdann   dio   HO   c^rhaltono 
Ungleichung  (F6.)  mit  der  aus  (P0.)  fur  y  -  i  hervorgchenilon  Ungleichung: 


so  erhStlt  man  durch  einfache  TJberlegungen  die  Ungleichungen  (F3.),  (F4.),  (F6). 
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Urn  schlieBhch  auch  noch  an  Stelle  der  am  Enrle  von  Art.  1  fur  die  Schwankung 
S\urtt\  der  Funktion  urjt  auf  der  zum  Radius  r  gehongen  Kreislime  aufgestellten  Un- 
gleichung  (S)  erne  einfachere  zu  erhalten,  beachte  man,  daB  der  auf  der  rechten 
Seite  der  Ungleichung  (S)  stehende  Ausdiuck  semen  groBten  Wert  fur  i^  =  K+a  an- 
mmmt,  und  daB  arc  tg  ^rzrp  =  2  arc  tg  -g-  ist  Es  ergibt  sich  dann  sofort  die  einfachere, 
schon  von  Herrn  C.NEUMANN*)  gewonnene  Ungleichung: 

bei  der,  wie  das  in  Ait.  1  aufgestellte  Beispiel  fur  den  speziellen  Fall  a  =  y  zeigt,  das 
GrleichheitszeicheD  mcht  weggelassen  werden  darf. 

3. 

Man  betrachte  jetzt  das  allgemeinere  Integral* 

n  f   v   -,  2?2-r2 


bei  dem  /i(<p),  f2(<p)  zwei  den  Bedmgungen  der  Endlichkeit  und  Integrieibarkeit  ge- 
nugende,  reelle,  einwertige  und  mit  der  Periode  2n  periodische  Funktionen  der  reellen 
Veranderhchen  q>  bezeichnen  mogen,  unter  ^  die  laterale  Emheit  zu  verstehen  ist, 
endlich  JR,  r,  t,  I  dieselbe  Bedeutung  wie  fruher  haben  sollen,  und  stelle  sich  unter 
AusschlieBung  des  Falles,  wo  die  Funktion  /i  (y)  + /g  (9)  *  fur  jeden  ihrer  Stetigkeits- 
punkte  denselben  Wert  cx  +  c^  besitzt,  also  ur^t  =  ^  +  c2t  ist,  die  Aufgabe,  fur  den  Modul, 
welcher  dem  Integralwerte  fur  den  im  Innern  der  Kreisflache  gelegenen  Punkt  $  mit 
den  Polarkoordmaten  r,  t  zukommt,  moghchst  enge  Schranken  zu  finden 

Zur  Losung  dieser  Aufgabe  bedarf  man  eines  Satzes,  der  zunachst  abgeleitet 
weiden  soil  Es  mogen  F± (<p),  F2 (9?)  zwei  von  y  =  abis  9  =  &,  a<&,  den  Bedmgungen 
der  Endlichkeit  und  Integnerbarkeit  genugende,  reelle,  einwertige  Funktionen  der  reellen 
Veranderlichen  cp  bezeichnen.  Die  Funktionen  F*(cp),  F*(y>),  F±  (<p)  +  F^  (cp)  genugen 
dann  ebenfalls  den  genannten  Bedmgungen  und  haben  zudem  nirgendwo  negative  Werte. 
Beachtet  man  nun  noch,  daB  eine  reelle  Funktion  der  reellen  Veranderlichen  y>,  die  von 
(f  «  a  bis  cp  =  &  endlich  und  fur  keinen  Punkt  dieses  Intervalls  negativ  ist,  immer  zu- 
gleich  mit  ihrem  Quadrate  fur  das  Intel  vail  integnerbar  oder  nicht  mtegrierbar  ist,  so 

*)  NBUMAJSTN,  0  ,  Vorlesungen  uber  Eiemann's  Theone  der  Abel'schen  Integrale  (Leipzig,  Teubner,  1884, 
2  Aufl  ,  S  416  Formel  (11 )) 
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ergibt  sich,  dafi  aucli  die  Funktion  VF?  (<p)  H-lVfr)  den  genannten  Bedmgungen  genugt. 
Setzt  man  jetzt: 


bildet  auf  Grand  dieser  Gleichungen  die  Gleichung 
•V  +  ^  =//K  (V)  *i  (V)  +  ^ 

a     a, 

nnd  beachtet,  daB  stets: 


1st,  so  erhalt  man  fur  J^  +  JS9  die  Relation. 


und  entsprechend  fur  VJ^  +  J*  die  Relation 


Diese  letzte  Relation  liefeit  aher,  wenn  man  das  Integral  /*-  f/t  +  »/9e  emfuhrt,  also: 


setzt  nnd  die  Gleichungen   VJ*  +  J?  -  mod  J,  f  &}*(</)'+  ">fs3(y)  -  mod 
beachtet,  nmnittelbar  den  gowunschton  Satz  in  der  (j 


mod  J  ^'mod  [^  (y)  -f  7^1,  (</)) 


Aus  der  vorstehenden  Untersuchnng  erhellt  ssugleich,  d<i6  bei  (he^ei'  Relation  daw  Uloioh- 
heitszeiclien  dann  abei-  auch  nur  dtmn  zu  nehmen  ist,  wonn  die  Bichtini^  dor  doin 
Fnnktionswerte  l<\  (<p)  +  1<\  (<p)  ^  in  der  Kbenc  der  koiuploxen  Zsiiilou  etitHprorhwidoti 
Strecke  fur  alle  diejomgen  zwischon  a  mid  I  gelegenen  Stetigkeitnpunkto  d(kr  Funktion 
f\(y)  +  F9  (y)*,  in  welchen  diese  Funktion  nicht  den  Wert  Null  hat,  dioBolbo  int. 

Mit  Rucksicht  auf  die  gestellto  Aufgabo  bezcichne  man  nun  die  chore  Uronxo 
der  Werte,  welche  dem  Modul  yon  f±(<p)  +  f2(<p)i  m  don  Btotigkeitepunkton  dor 
Funktion  /i(9?)  +  /^(y)^  zukommen,  mit  G  und  wende  iilsdann  deu  oben  gowonnonon 
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Modulsatz  auf  das  mit  ur^  bezeichnete  Integral  an.     Man  erhalt  auf  diese  "Weise  zu- 
nachst  die  Relation: 


i+n 
mod  ur,t^  ±  Jmod  [/;  ftp) 


Setzt  man  jetzt  in  dem  auf  der  rechten  Seite  dieser  Relation  stehenden  Integralaus- 
drucke  an  Stelle  von  mod  [£  (<$}  +  f^  (y)  i]  die  eben  defimerte  positive  Zahl  6r,  so  ge- 
winnt  man  fur  inod^,  eine  obere  Schranke,  die  sich  auf  Qrund  der  Grleichung- 


^r— 

2*  J    S  -2, 


als  identisch  mit  G  erweist  Diese  obere  Scliranke  wurcle  von  dem  genannten  Integral- 
ausdrucke  nur  dann  erreicht  werden,  wenn  die  Funktion  f±  (<p)  +  f2  (cp]  i  fur  jeden  ihrer 
Stetigkeitspunkte  die  Zahl  Gr  als  Modul  besafie,  von  mod^rj^  nach  dem  beim  Modul- 
satz Bemerkten3  aber  nur  dann,  wenn  die  Funktion  fi(y)  +  f3(<p)i  zudem  noch  fur 
jeden  ihrer  Stetigkeitspunkte  dieselbe  Zahl  ?c,  o</<2rt?  als  Richtungszahl  besafie. 
Dann  karne  aber  der  Funktion  /1(^)  +  f2(^))^  f^r  jeden  ihi*er  Stetigkeitspunkte  derselbe 
Wert  (jre/l  zu,  und  man  befande  sich  in  dem  schon  von  Anfang  an  ausgeschlossenen 
Falle.  Von  diesern  Falle  abgesehen  hat  man  daher  stets: 

O^mod  ur^t<  Gr. 

Um  gunstigere  Schranken  fur  mod^M  zu  erhalten,  verstehe  man  unter  y  irgend 
erne  der  Bedmgung  Q^yj<^n  genugende  Zahl?  bnnge  hierauf  die  fur  ufjt  aufgestellte 
Gleichung,  nachdem  man  zuvor  noch  I  =  y  +  i  +  n  gesetzt  hat,  durch  Einfuhrung  emer 
neuen  Integrations  van  able  in  die  Gestalt 


V 

und  bilde  alsdann  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  und  der  aus  ihr  fdr  r  =  0  hervorgehenden, 
den  Wert  u0  von  u,tt  ina  Mittelpunkte  0  des  Kreises  darstellenden  GHeichung: 


indem  man  zur  Abkurzung: 
setzt,  die  Gleichung. 

%,*-^(vK  = 

v 


40  Zweiter  Abschmtt 

Wendet  man  alsdann  auf  diese  Gleichmig  den  oben  anfgestellten  Modulsatz  an,  so  er- 
halt  man  die  Ungleichung. 


mod  [utt  t-g(v)u*]  ^  ^     mod  [/;  (t  +  y)  +  f,(t  +  cp)  i]  mod  \g  (9)  - 


welche   unter  Ausschlufi   des  Falles   r  =  Q   den  Ausgangspimkt   fur   die  weitere  Unter- 
suchung  bilden  soil. 

Die  drei  Faktoren,  aus  denen  sich  das  Element  des  auf  cler  rechten  Seite  dioser 
Ungleichung  stehenden  Integrals  zusanimensetzt,  smd  fur  kemen  Wert  von  q*  negativ 
Infolgedessen  erhalt  man  erne  obere  Scliranke  fur  den  Integral  wert,  wenn  man  den 
Faktor  mod  [^(t  +  y)  +  f$  +  g>)  *]  durch  0-  ersetzt.  Beachtet  man  dann  nock,  daB  fur 
das  yon  <p  =  y/bis  (p=*2n  —  yj  sich.  erstreckende  Intervall  mod  [g((f)~  fl(y)]  =  —  \d((p)  ~  </(y)]> 
filr  das  von  <p=2n—y  bis  95=271+^  sich  erstreckende  Intervall  mod[/y((/))—(j/(^)]=t(/(</))—  /;(?//) 
ist,  so  erhalt  man  aus  der  aufgestellten  Ungleichung  zunachst  die  Ungleichung: 


mod  [«,  ,  t-gty)  w0]  ^  -          [(,  (cf]  -  cj  (»]  dtp  +  \0  (<p)  - 

M)  %rt-i/j 

und  weiter  dann  aus  dieser?  indem  man  die  Integrationen  auf  Orund  der  Oloichungon: 


ausfuhrt,  die  Ungleichung: 


Aus  dieser  letzten  Ungleichung   ergibt  sich  aber  schiiefilich,  woun  man  noch  zur 
kurzung: 


setzt  und  sowohl  die  Beziohiing  mod[w,^  —  ^(v/)w0]^/y(y/)  modw0  -  mod  uht  wio  die  Ho- 
ziehung  mod  [^>f  -  ^(y/)^J  ^  mod  M,tt  —  g(yi)  mod^0  boachtet,  die  Ungloichung: 


Die  vorstehende,  unter  cler  Voraussetzung  O^?//^TI  durchgofiihrte  Ableitung 
von  (F0.)  laflt  unmittelbar  erkennen,  daB  fur  ?//— 0  und  y/-yr,  da  dor  Fall,  wo 
die  Funktion  fM  +  fM^  for  Je(ieT1  lhrer  Stotigkeitspuukto  densolbon  Wert  hat,  au»- 
geschlossen  ist,  die  Gleichheitszeichen  bci  (P0.)  zu  untordrttckon  smd.  Eine  ohigoluuidc^ 
direkte  Untersuchung  zeigt  weiter  aber  aach  noch,  clufi  das  boi  ihr  rochts  Htolunulo 
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Gleichheitszeichen  for  jedes  zwischen  0  mid  —  gelegene  t//,  das  links  stehende  Gleich- 
heitszeichen  fur  jedes  zwischen  ^  und  n  gelegene  ip  unterdruckt  werclen  muB,  dafi 
dagegen,  so  lange  fi(<p)  +f*(y)i  nur  den  allgememen  Bedingungen,  die  zu  Anfang 
dafar  aufgestellt  warden,  unterworfen  ist,  man  also  die  Gesanatheit  der  uberhaupt 
moglichen  Funktionen  %f,  betrachtet,  das  rechts  stehende  Gleichheitszeichen  fur  jedes 

der  Bedmgung  y^v<7t  genugende  i/j,  welchen  Wert  auch  1  haben  moge,  beibehalten 

werden  mufi,  das  links  stehende  aber  fur  irgeud  em  der  Bedmgung  0<y/^Y 
genugendes  y/  beibehalten  oder  unterdruckt  werden  inuB,  je  nachdem  ein  Wert  von  r 
in  Betracht  kommt,  fur  den  —  —  &(y)  +  J^  mod  UQ  I>  —  mod  UQ  1st,  oder  em 


von  ?,  fur  den  —  ~  S(yj)  +  d®^  mod  UQ  <  —  mod  UQ  ist.  Die  Eichtigkeit  dei  vorstehenden 
Ausfuhrungen  erhellt  ubrigens  auch  aus  den  mi  folgenden  durchgefuhrten  Untersuchungen 
Da  in  der  Ungleichung  (F0.)  an  Stelle  von  y/  jede  der  Bedmgung  Q^y^n  ge- 
nugende Zahl  treten  kann,  uncl  mod  u^t  —  mod  z/0  von  y  unabhangig  ist,  so  kann  man 
(F0),  wenn  man  noch  zur  Abkurzung* 


mod  «0 

setzt,  durch  die  Ungleichung. 

^(Vi)  ^  niod  wr?  ,  —  mod  w0  ^  0  (y/a) 

ersetzen,  bei  der  ^  ,  t^2  irgend  zwei  dem  Intervalle  0  n  angehonge  Zahlen  bezeichnen. 
Aus  dieser  letzten  Ungleichung  wird  man,  da  U(yi)  und  0(7//)  aufier  ^  auch  noch  die 
GroBen  G  und  mod  UQ  enthalten,  die  engsten  Schranken  fur  die  Moduln  aller  der- 
jenigen  Funktionen  urtt,  welchen  dieselben  GroBen  Gr  und  mod  UQ  zukommen,  erhalten, 
wenn  man  fur  y/t  diejenige  Zahl  y  des  Intervalls  0  •  n  wahlt,  fur  welche  die  Funktion 
J7(y/)  ihren  grofiten  Wert  besitzt,  fur  v/2  dagegen  diejenige  Zahl  y/  des  Intervalls 
0  TI,  fur  welche  die  Funktion  0(t//)  ihren  klemsten  Wert  besitzt.  Nun  zeigt  aber 
em  Blick  auf  die  Gleichungen: 


2  —  2JBr  COST/J  +  'i 

daB  m  dem  Intervalle  von  y  —  0  bis  ^  =  n  die  Funktion   J7fy)  ihren  grofiten  Wert  fflr 
w=*  —  (Q-  —  mod^J,  die  Funktion  0(y/)  ihren  kleinsten  Wert  fur  i//  =  ^  (G-  +  mod  u^) 
P-B!  i  °  6 
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anmmmt,  und  man  eihalt  claher,  wenn  man  diese  Werte  an  Stelle  von  ^,  y/2  beziehungs- 
weise  m  die  zuletzt  aufgestellte  Ungleichung  eintragt,  schlieBlich  die  Ungleichung, 

^-niod^0^^arctg 

als  die  gunstigste  in  jener  Ungleichung  enthaltene.  Da  mod  wv  —  mod  w0  ^  —  mod  HO 
ist,  so  kann  die  untere  Schranke,  welche  dmch  die  Foimel  (F.)  gehefert  wird,  nur 
dann  in  Betracht  kommen,  wenn  sie  mcht  klemer  als  -modw0  ist,  oder,  was  dasselbo, 

wenn  ^  <!  tg  (-^  mod  u^  ist 

Bei  passender  Verfugung  uber  die  Funktion  fi(<p)+fs(<p)i  kann  modu,it  —  modw0 
mit  sich  anderndem  t  fur  jedes  r  <;  E  tg  (-j^r  mod  w0)  sowohl  die  obere  wie  die  untere 
durch  (F)  gegebene  Schranke  erreichen,  fur  jedes  r>  JStg  (™mod  u^  auch  noch  die 
obere,  aber  nicht  mehr  die  untere,  wohl  aber  die  dann  an  ihie  Stelle  tretende  QioJJo 
—  mod^0.  Man  erkennt  dieses,  wenn  man,  unter  Gr  erne  positive  Zahl,  unter  x  oino 
reelle  Zahl,  endlich  unter  a  eine  zwischen  -^  und  n  gelegene  Zahl  verstehend,  die 
spezielle,  zu  der  durch  die  Gleichungen: 

f(cp)  +  f2(<p)i'  =  Geyt9  wenn  —  a  ^  y  <  a ,  fi((p)  +  f^(ff}^  ~  ~"  G&yi>  wenn  a  ^  (p  <  27t  —  cc , 
defimerten  Funktion  f^(cp)  +  /a(y)*  gehorige  Funktion: 


betrachtet  und  bertcksichtigt,  daB  fur  diese  Funktion  u(}=  *u~*  Gre"', 
ist,  und  dafl  mfolgedessen  die  Ungleichung  (F.)  hier  die  Gestalt: 


r  i  ^«         j  i==.  • 

-  —  arctg  jB  +  f00ia^modv-mod  u^  —  arctg  y^ 


annimmt,  wahrend  zugleich  JBtg(~modw0)  in  jRtg(y  —  -j-)  (iborgeht.     Wio  nSunhch 

em  Bhck  auf  den  ersten  fur  WM  aufgestellten  Ausdruck  zeigt,  wird  di(5  durch  dic^Ho 
Ungleichung  geheferte  obere  Schranke  von  modwrjf  —  mod^0  ft'ir  ^-0  und  jodow  r  wirk- 
hch  erreicht,  die  untere  Schranke  dagegen  fur  t***n  und  jodos  r,  far  wolchos  d(^r  in 
der  geschweiften  Klammer  stehende  Ausdruck,  nachdion  man  darin  t^n  goBotr/t  hat, 
mcht  negativ  ist  Dieser  Fall  hegt  aber,  wie  dor  zweite  far  w/t/  aufgostelltc^  Auaclrucsk 


Bestirnmung  \on  Schranken  fui  die  Weite  emes  Poisson'schen  Integrals  43 

zeigt,  vor,  wenn  —  2Ri  —  (JR~+  r)  cos  a  niclit  negativ  ist,  oder,  was  dasselbe,  wenn 
f  ^  E  tg  f-|-  —  Y)  ist.  Fur  r  >  J?  tg  ^  —  y)  dagegen  gibt  es  imnier  zwei  zwischen 
0  tind  2n  liegende,  durch  die  Gleichung  2Rt  cos  t  —  (E*  +  r)  cos  a  =  0  bestiininte  Werte 
von  t,  fui  welche  ut^t  verschwindet,  und  es  wircl  claher  far  jedes  »-Rtg^r  --j-) 
die  Diflferenz  mod  w^*  —  mod^0  bei  passend  gewahltem  Werte  von  t  die  GioBe  —  mod  ?^0 
wirklich  erreichen  Aucb.  inoge  mit  Eucksicht  auf  die  folgenden  TJntersuchungen  noch 
bemerkt  werden,  daB  bei  passender  Veifugung  uber  die  GroBe  a  im  Eahmen  der  Be- 
dmgung  ^<a<n  fur  mod  UQ  jeder  der  Bedmgung  0  <  mod  UQ  <  G-  genugende  Wert 
auffcreten  kann. 

4. 

Aus  dei  im  vongeu  Artikel  gewormenen  Ponnel  (F.)  als  Hauptformel  sollen  jetzt 
emige  einfachere  Foimeln  abgeleitet  werden 

Wendet  man  auf  die  Ungleichung  (F.J  die  schon  in  Art.  2  aufgestellten,  fur 
0<x<n  gleichzeitig  geltenden  Formeln: 


0  <  ;  < 


an,  so  erhalt  man  die  einfacheren  Ungleichungen. 

(^  )  —  -£^-  (G  —  mod  w0)  <  mod  u^t  -  mod  UQ  <  •^^  (G  +  mod  «0 

(F20  "  ^pr  (^  +  mod  ^o)  <  ^od  «*rf  *  -  *a°d  Wo  <  irpr  (^  ~  mod  w°) 

Die  so  gewonnenen  Ungleichungen  (FJ,  (F2.)  konnen  auch  du-ekt  aus  der  Un- 
gleichung (F0)  erhalten  werden,  indem  man  darin  das  erne  Mai  i/J  =  Q,  das  anclere  Mai 
^  =  n  setzt?  und  beachtet,  daB  fur  diese  speziellen  Werte  von  y  ,  wie  schon  fruher  be- 
merkt wurde,  die  bei  (F0.)  stehenden  Gleichheitszeichen  nicht  mehr  zulassig  smd.  Von 
den  beiden  oberen  Schranken,  welche  durch  die  Formeln  (Fr),  (F2.)  fur  mod  %>lf  -  mod  UQ 
geliefert  werden,  ist  die  durch  die  Formel  (FJ  gelieferte  stets  ungunstiger  als  die 
durch  die  Formel  (F2)  gelieferte.  Die  durch  die  beiden  Formeln  gelieferten  unteren 
Schranken  dagegen  konnen  nur  dann  in  Betracht  kommen,  wenn  sie  nicht  klemer  als 
-  mod  UQ  smd;  das  aber  ist  bei  der  in  (Fr)  vorkommenden  unteren  Schranke  nur  dann 
der  Fall,  wenn  ~<2^°^°dV  bei  der  in  (Fr)  vorkommenden  unteren  Schranke  nur 

dann,   wenn      <qtSi      lst     Beachtet  man  aber'    da6   scllon 
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uinsomehr  fur  -g-  <  ^+°moa*0  die  Beziehmg  -  /TfT  (G  +  mod  O  <  -  irrr  (#  - 
besteht,  so  erkennt  man  schliefilich,  daB  die  durch  die  Form  el  (F2)  fui  mod  ut^  —  mod  u^ 
geheferte  untere  Schranke,  wenn  sie  ubeihaupt  in  Betracht   kommt,    d    h.   wenn   sie 
nicht  kleiner   als  —  modw0  ist,   stets   ungunstiger   ist   als   die   durch   die  Fonnel  (Ft) 
geheferte. 

Um  fur  mod^M  —  mod  UQ  die  gunstigsten  von  UQ  freien  Schranken  zu  oihalten, 

beachte  man,  daB  die  Funktion      *  Bm  c  —  m  dem  Intervalle  von  $  =  0  bis  ,£  =  -£-  ihren 

?  jfi  —  i  cos  ic  2 

erofiten  Wert        *        fur  x  =  arc  cos  4-  ,   m  dem  Intervalle  von  x  =  -^  bis  ^  =  JT  ihren 

2        2  4 


groBten  Wert  ^-  fur  ^  =  y  annimmt     Man  erhalt  dann  aus  (F  )  die  Ungleichung 

(F3  )  """IT  arc  sm  3F  ^  mod  w/>*  ""  mod  u°  ^  IT  aic  ^>  S"  '  ox^/i, 

wenn  man  noch  beachtet,  dafi  fur  '/  >  0  die  hier  vorkommende  untero  Schranko  nui 
m  dem  Falle,  wo  -^  =  sin  (^  mod  u^\  und  gleichzeitig  mod  UQ  >  0  ist,  nicht  kleinor  iwt 

als  die  durch  (F.)  far  mod  %jjf  —  mod  UQ  gegebene  untere  Sctnanke,  und  daB  in  diosom 
Falle  beide  Schranken  den  Wert  —  2modw0  haben?  also  von  mod-^,  —  mod  w0  untor 
keinen  Umstanden  erreicht  werden  konnen  Im  ubrigen  kann  die  durch  die  Founel  (Fr) 
fur  modwr?f  —  mod^0  geheferte  untere  Schranko  nur  dann  m  Betracht  kommon,  wonu 
sie  nicht  kleiner  als  —  rnodw0  ist,  oder,  was  dasselbe,  wenn  ~  ^  Bin  (^  mod  n(]  ist  Uio 
durch  die  Formel  (F3.)  fur  mod  WM~  mod  w0  geheferte  ol)ero  Schranko  ksmn  nur  fui 
solche  Funktionen  ur^  erreicht  werden,  fur  welcho  modw0  =  0  iwt,  dann  a))or  ainch,  wio 
die  Betrachtung  der  gegen  Ende  dos  vorigen  ArtikeLs  aufgowtollton  apowollon  Fuukiion 
urjt  far  den  Fall  a«y  zeigt,  bei  jedem  Weite  von  r. 

Auch  die  Ungleichung  (F3.)  kann  ohno  Muho  aus  der  Un^loichiing  (F0.)  jtbgoloitot 
werden.  Setzt  man  namhch  in  der  Ungleichung  (F0)  das  oino  Mai  ?//  «.  arc  cos  ^  ,  dan 
andere  Mai  ^^y  ™,d  beachtet  das  im  vorigen  Aitikol  Obor  ?%/)  und  0(y>)  OoH 
so  erhalt  man  die  Ungleichungen: 

-  —  arc  sin  ~  <  mod  ^  -  mod  UQ<^  arc  Bin  •-  , 
aus  denen  unmittelbar  die  Ungleichung  (Fr)  folgt, 


Bestmunung  yon  Schianken  fui   die  Weite  ernes  PoissorTschen  Integrals 


5. 

Es  soil  jetzt  schheBlich  noch  fur  den  Modul  der  Differenz  Krtt-u^  unter  Aus- 
sckluB  cles  Falles  r  =  0,  eine  moglichst  gunstige  obere  Schranke  bestiinmt  werden. 

Man  betrachte  zunachst  den  speziellen  Fall,  wo  in  clem  zu  Anfang  des  Art.  3 
eingefdhrfcen  Integrate: 


die  Funktion  f2(y}  fur  jedes  <p  den  Wert  Null  hat,  f^cp)  +  f2(<p}^  sick  also  auf  die 
reelle  Funktion  /J(y)  reduziert,  und  verstehe  unter  K^  die  untere,  unter  6^  die  obere 
Grenze  der  Werte,  welche  die  Funktion  f^(cp]  in  ihren  Stetigkeitspunkten  besitzt, 
dagegen  unter  G,  der  in  Art  3  emgefuhrten  Bezeichnung  entsprechend,  die  obere 
Grienze  der  Werte,  welche  dem  Modul  von  f^(y}  in  den  Stetigkeitspunkten  der 
Funktion  f[(<p)  zukommen,  mdem  man  auch  hier  den  Fall  ausschlieBt,  wo  die  Funk- 
tion fi(<p)  fur  jeden  direr  Stetigkeitspunkte  denselben  Wert  besitzt  Der  in  Art.  1 
aufgestellten  Formel  (F)  gemaB  besteht  dann  fur  die  reelle  GroBe  M,jt  —  u0  die  Ungleichung: 


und  weiter,  da  nach  dem  auf  Seite  34  im  Anschlusse  an  die  Formel  (P)  Bemerkten 
bei  der  vorstehenden  Ungleichung  die  GroBen  Gi}  K^  wegen  G^G^,  —G^K^  durch 
die  GroBen  G,  —  G  beziehungsweise  ersetzt  werden  durfen,  die  Ungleichung. 


^«r,i*-«o^-^-  arctg 


Aus  dieser  letzten  Ungleichung  folgt  aber  —  da  mod  [wr}<  — 1*0]  bei  reellem  %^~ 
entweder  mit  ^rji  —  '^0  oder  mit  ^0  —  w,>(  deckt,  je  nachdem  ur^  —  %  positrv  oder  negativ 
ist  —  daB  unter  alien  Umstanden  die  grofiere  der  beiden  GroBen. 


•arc 


)] 


i^arctg 


_JZ-rcos[^  ((?+«„)] 


46  ZAveitei  Abschnitt 


eine  obere  Schianke  fur  mod[wv  — w0]  bildet  Beachtet  man  nun  noch,  daB  bei  posi- 
tivem  UQ  der  links  stehende  Ausdruck  den  gioBeren  Weit  hat  und  die  GroBe  \  durch 
mod^0  ersetzt  werden  kann,  daB  dagegen  bei  negativem  w0  der  rechts  stehende  Aus- 
druck den  grofieien  Weit  hat  und  die  GioBe  UQ  durch  -  mod  \  ersetzt  werden  kann, 
so  erhalt  man  schlieBlich,  welchen  Wert  UQ  auch  haben  mag,  fur  mod[w^-w0] 
Ungleichung: 

*  sm  I  — ^7  (6r  —  mod  w0) 

(Fo)  mod[wrf  — w0]^^-arctg   — : 

E— ?  cos  I  -^  (G  —  mod  w0) 

DaB  bei  passender  Verfugung  ubei  die  Funktion  ft  (y)  die  GroBe  mod  [u,ti  -  w0J  nut  sich 
anderndem  t  fur  jecles  7  die  durch  die  Foimel  (F^ )  gegebene  obere  Schianko  cn-oiclion 
kann,  erkennt  man  aus  dem  am  Bnde  von  Art.  3  aufgestellten  Beispiel,  nachdem  man  cLinu 
x  =  0  gesetzt  hat  Fur  die  dann  auftretende  reelle  Funktion  ur^  bei  der  %  =  ^J"^  ^? 
=  2«-^  ^  ig^  ^^  namiici1  durch  die  Foimel  (Fi )  als  obere  Schianko  lur 


*M-tio]    die    Grofie    ^arctg  (^^cosj    geliefert^    und    diese    Gro6e    wml    von 
mod  [urtt  —  uQ]  fur  £  =~  TT  auch  eireicht. 

Um  fur  mod  [u,tt  -  w0]  die  gnustigste  von  ^0  freie  obere  Schranko  r/u 
beachte  man,  daB  die  Funktion  ^  ^mJB  ^  in  dem  Intervalle  von  a;  —  0  bis  a?- 
grofiten  Wert  -=-^  -  fur  ^  =  arccos^-  anmmmt  Man  erhalt  dann  aus  doi  UngltMdnii)f» 

D  |/JS_^  ^t 

(Fo)  die  schon  von  Herrn  H  A  SCHWARK|C)  aufgestellte  Ungleichung. 

(Ff.)  mod  [urti  -  woj  ^  ^  arc  sm  J  ,  <>->  -  «, 

bei  der  das  Gleichheitszeichen  nicht  weggelassen  word  en  daif,  da,  wio  das  obon  h«- 
trachtete  Beispiel  zeigt,  zu  jedem  vorgcgebenen  Wert(^  t'  von  t  untcr  nllou  <lonj(MiifJi<Mi 
Funktionen  WM>  bei  welchen  die  zagrunde  liegende  Funktion  /[(<p)  iliroin  absoluton 
Werte  nach  die  Zahl  G  mcht  ilbersteigt,  stets  solcho  oxiwtieien,  Air  w(4clio  mod  [w;^  -w0] 

bei  sich  anderndem  jf  den  Wert  —  arc  sin  -4  orreicht 

71-  jtt 


In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  ft(cp)  +/i(y)i  nur  don  xu  Atifang  d(ss  Art.  »J  aul- 
gestellten  Bedmgungen  unterworfen  1st,  gilt  die  Formel  (FJ.)  nicht  niohr  unlx^c/hriltikt, 


*)  SOHWARZ,  H  A  ,  Zur  Integratioa  dei  parfciollon  Bifferontialgleiclmng  77—5+  ;T~5  ~" 
Bin,  S  176-210,  S  190)  ^       ^ 
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sie  gilt  aber,  welche  Funktion  ur^  auch  vorliegen  mag,  unter  alien  Umstanden  noch, 
wie  mit  Hilfe  der  in  Art.  3  abgeleiteten  Formel. 

wod[ur)t  — 

gezeigt  werden  kann,  fur  jedes  r^  JJsm^modw0).    Die  Formel  (F.)  dagegen  gilt 

auch   noch  im   allgemeinen  Falle   unbeschrankt:    denn    sie   geht   aus   der  eben  ange- 
schriebenen,   fur  jedes   zwischen  0   und  n  liegende  y  geltenden  Formel  unmittelbar 

hervor,  wenn  man  dann  yj  =  arc  cos  ^-  setzt  und  beachtet,  dafi  dann  g(y}  =  l,    ^  =>  0, 
=  2  arc  sin  4-  wird. 


Dritter  Absclmitt 

Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  A//  =  0   ftir  mehrblattrige 
Kreisflaclien  mid  mehrblattrige  Kreiserganzungsfliiclien. 

1. 

Die  im  ersten  Abschmlte  gewonuenen  Resultate  bleiben  nn  wosentlichen  be- 
stehen,  wenn  man  an  Stelle  der  reellen  Funktion  f(<p)  erne  komplexe  Funktum 
f((p)  +  f'((p)i  zu  Grande  legt,  deien  Bestandteile  f(<f}},f(y)  den  im  ersten  AUsclnutte 
fur  f((f]  gestellten  Bedingungen  genftgen.  Alle  folgonden  Untersuchungen  sollon  nun 
auf  Glrund  dieser  allgememeren  Annahme  duichgefuhrt  werden,  jedoch,  den  einlachemi 
Darstellung  wegen,  mit  Beschrankung  anf  den  Fall,  wo  die  reellen,  emwevtigon  un<l  inii 
der  Periode  2n  periodischen  Funktionen  /"(</>),  f"(<p),  aus  denen  sich  /'(</))  =  /"((/))  +  /"'(y)  ' 
mit  Hilfe  der  lateralen  Einheit  t  zusammensetzt,  fnu  jedeu  Wert  der  reellen  Voriliulm- 
hchen  <f  stetig  sind  Fur  diesen  Fall  geht  aus  deni  am  Ende  des  ersten  Al)sclniitteH 
ausgesprochenen  Satae  unter  Beibehaltung  der  dort  angewandtcm  Bezeichnungc^i  <1(U' 
folgende  Satz  hervor: 

Satz.  ,,JESs  existicrt  m  <lv>  KtcisflMlie  K  (s  Fig  1)  mit  dcm  Mitt  clpun  tie,  0  wul 
dem  Eadius  E  Dimmer  ewe  md  nut  eine  in  der  (/anzcn  Flaeke  (Miwwtiyv  wid  MH/e 
flunktion  u=*d+u"i  des  dwell  die  Pokwlwidniatcn  «,  /;  o  </-/?,  o-*«a*,  auf  (hwut  d(>y 
Gkidmngen  x*=rco8t,  y=*rsmt  fmwtm  Punktex  <j>,y,  welclw  fw  tjede>i  Punkt  R9  t  des 
Itandcs  von  K  mit  eincr  voryegclencn  ttMtwtujen,  utetujen  nwl  mit  der  Jtotode  2  n  peiio- 
dmhen  Iwmyle&cn  tfwiktwn  f(fy  —  f(f)  +  f"(t)'i  der  teellen  Vvanderliehen  t  dem  Wcrte. 
nacli  ule^nst'immt  ,  fur  jeden  ^nnvren  Punlit  der  A'retsflaehe,  stetiye,  JDenvierle  —?-,  •—, 

md    in    dcrselben    Ausdehnung    der    $«')  1'iellen 


0  ycnugt.     Diese,  Funkhon  u  wild  fur  alle  Punlde*  der  Krewflflche 
der  Pohilmrdmaten  r,  t  daryestellt  dwch  die  Uleiehunyen. 
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Da  die  Funktion  u  fur  jeden  ira  Innern  der  Kreisflache  gelegenen  Punkt  der 
Differentialgleichung  Azt  =  0  genugt,  so  lafit  sich  zu  ihr  eme  einwertige  und  stetige 
Funktion  v  =  v  +  v"  i  der  duich  die  Bedmgung  x2  +  2/2<JR2  beschrankten  reellen  Ver- 
anderlichen  x,  y  finden,  welche  fur  jeden  inneren  Punkt  der  Kreisflache  nut  ihr  vei- 
knupffc  ist  durch  die  Gleichungen 

jh_  _  _  du  8v  _  du 

~ox~~~~~dy'  Jy~~~dv 

Eme  solche  Funktion  r  ist  fur  jeden  un  Innern  der  Kreisflache  gelegenen  Punkt  a  ,  y 
vollstandig  bestimmt,  .sobald  man  noch  den  Wert  vQ9  den  sie  fur  den  Mittelpunkt  0 
der  Kreisflache  besitzen  soil,  angibt  Unter  Hmzunahme  dieses  Wertes  VQ  erhalt  man 
narnlich  zur  Bestimmung  von  v  die  Gleichung. 


dabei  ist  der  Integrationsweg  fur  das  rechts  stehende  Integral  nur  der  Bedingung  unter- 
worfen,  vollstandig  iin  Innern  der  Kreisflache  zu  verlaufen  Setzt  man  alsdann 
w  =  u  +  vi,  so  ist  die  so  fur  alle  inneren  Punkte  der  Kreisflache  defimerte  Grofie  w 
eine  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  z  =  x  +  y^,  da  ihr  reeller  Teil  i</=*u'  —  v" 
mit  ihrem  lateralen  Teile  ^v"^  =  (u'-\-v}^  durch  die  Gleichungen  j^  = 
verknupffc  ist. 

Eme  Darstellung  der  Funktion  w  fur  das  Innere  der  Kreisflache  lafit  sich  aber 
auch,  ohne  da6  man  vorher  v  durch  Integration  bestirnmt,  direkt  gewmnen,  wenn  man 
beachtet,  da6  die  Gleichung. 


besteht,  der  hierbei  links  stehende  Ausdruck  eme  Funktion  der  komplexen  Verander- 
lichen  #  =  #  +  yi,  =  reif  darstellt,  und  mfolgedessen  der  reelle  Teil  ^  desselben  mit  dem 
lateralen  Teile  vi  duich  die  Gleichungen  |»  —  —  j^ ,  -^  =  |j  verknupft  ist.  Es  ergibt 
sich  alsdann  unmittelbar. 


wahrend  zugleich  die  Komponenten  ufii  und  vr,t  von  w,  durch  die  Gleichungen: 


0 

bestimmt  sind. 

P-B,  I 
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Die  Funktion  w,  lafit  sich  fur  das  Innere  der  Kreisflache  durch  eine  nach  Potenzen 
yon  &  mit  ganzen  positiven  Exponenten  fortschreitende  Reihe,  cleren  Koeffizienten  von  0 
unabhangig  smd,  darstellen,  und  entsprechend  lassen  sich  die  Funktionen  MM,  0M  fur  das 
Innere  der  Kreisflache  durch  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  *  nut  ganzen  positiven 
Exponenten  fortschreiten  und  als  Koeffizienten  Funktionen  von  t  besitzen,  darstellen. 
Man  erhalt  namlich  auf  Grund  der  Gleichung: 


und  der  aus  ihr  durch  Trennung   der  reellen  Teile  von  den  lateralen  sich  ergebenden 
G-leichungen. 


zunachst  fur  wz  die  Darstellung' 
wobei 


1st,  und  welter  dann  ftir  die  Komponenten  w;^  mid  t;M  von  ^^  die  Darst(vllunti>on 


,    v^-f.+S^  ff(v)"mi* 

tit  «  =  l         «/ 


2. 

Die  Funktion  ^,  deren  Existonz  in  «lem  zn  Anfang  dos  vorigon  Artikols  auf- 
gestellten  Satze  ausgesprochen  wurde,  ist  auch  dann  noch  cnidoutig  l)o,stiTnmt,  wcnn 
man  die  ihr  auferlegten  Bedingungen,  sowoit  dabei  die  Donviortcn  in  lioiracht 
ftir  einzelne  Punkte  der  Kreisflache  fallen,  os  also  dsihingoBtollt  soin  lilfll,  oh  lilr 
Punkte  die  genannten  Denvierton  uberhaupt  exiHtioroTi.  Dor  Bowois  (l\r  diono  B< 
tung  soil,  nut  Hilfe  eines  von  EIEMANN  ^  zu  ilhnlichom  JSwoclco  orBonnon^u 
hier  nur  fur  den  bei  den  sphteron  Untersuchungen  ausBchlioBlich  in  Hciiraclii 


*)  B/IMMANIT,  B  ,   Qrundlagon  fur  eine   allgomomc  Thoone  der  Fuuctunum  omor  vorHntlerliclicu 
GrdBe     Art,  10     (Gesarnmelte  Weike,  2  Aufl ,  S  3—48,) 
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den  Fall  durchgefuhrt  werden,  wo  die  der  Funktion  u  aufeilegten  Bedmgungen,  soweit 
dabei  die  Denvieiten  iu  Betracht  kommen,  fur  den  Mittelpunkt  des  Kreises  fallen  ge- 
lassen  smd. 

Man  veistehe  zu  deni  Ende  unter  H  eine  Funktion  der  reellen  Yeranderhchen  i,  y, 
die  fur  jeden  von  dem  Mittelpunkte  0  veischiedenen  Punkt  dei  Kreisflache  dieselben 
Bedmgungen  erfullt,  wie  die  in  dem  aufgestellten  Satze  definierte  Funktion  u,  und  die 
zudein,  ebenso  wie  diese,  auch  noch  fur  den  Punkt  0  stetig  ist  Die  Differenz  U=li  —  u 
der  Funktionen  H,  u  ist  dann  erne  fur  die  ganze  Kreisflache  emwertige  und  stetige 
Funktion  des  Punktes  x,  y,  welche  fur  jeden  Randpunkt  R,  t  den  Wert  Null  hat  und 
fur  jeden  im  Innem  gelegenen,  von  0  verschiedenen  Punkt  tf  nicht  nur  stetige  Deri- 

vierte  4r,  — ,  ^r,  ^r  besitzt,  sondern  auch  der  Differentialgleichung  AU=()  genugt. 
ox      cy      G&~      oy 

Aus  diesem  Verhalten  der  Funktion  U  und  ihier  Denvierten  folgt  dann  zunachst,  m- 
dem  man  in  derselben  Weise  schlieBt,  ^^e  es  im  ersten  Abschmtte  zu  Anfang  des 
Art  7  fui  die  Funktion  SM  geschehen  ist,  da8  der  Wert  der  Funktion  U  fur  jeden 
yon  0  veischiedenen  Punkt  c/0  im  Innern  der  Kreisflache  das  anthnietische  Mittel  aus 
denjemgen  Wei  ten  ist?  welche  die  Funktion  U  auf  irgend  emer  uni  e?  als  Mittelpnnkt 
beschnebenen,  ganz  im  Innern  der  Kreisflache  verlaufenden  und  den  Punkt  0  weder 
unigebenden  noch  enthaltenden  Kreislmie  besitzt 

Uni  weiter  dann  den  Zusammenhang  des  clein  Mittelpunkte  0  zukommenden 
Wertes  J70  von  U  nut  den  ubrigen  Werten  dei  Funktion  U  zu  erkennen,  verstehe  man 
unter  U  erne  gleich  naher  zu  bestimmende  Funktion  der  reellen  Veranderlichen  a?,  y, 
welche  fur  jeden  im  Innern  der  Kreisflache  gelegenen,  von  0  verschiedenen  Punkt  $* 
dieselben  Bedmgungen  erfullt  wie  die  Funktion  u,  beziehe  alsdann  das  Integral 


auf  eine  Emgflache  F,  welche  von  zwei  um  0  als  Mittelpunkt  mit  den  Eadien  r1?  r2, 
(x;,*^*,  beschnebenen  Kreisen  ®1?  $2  begrenzt  ist,  und  reduziere  es  nach  bekanntem 
Verfahren  auf  Eandmtegiale  Man  gelangt  auf  diese  Weise,  wenn  man  noch  beachtet, 
daB  jedes  Element  des  aufgestellten  Integrals  und  claher  auch  das  ganze  Integral  den 
Weit  Null  hat,  zu  der  Gleichung, 


wobei  die  oben  an  den  Integralzeichen  stehenden  Pluszeichen  andeuten  sollen,  daB  eine 
jede  der  Jntegrationen  uber  die  unten  an  dem  Integralzeichen  angegebene  Kreislmie  in 
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der  Richtung   der  wachsenclen  t   auszufuhren   ist      Aus   cler  so   gewonnenen  Gleichung 
geht  nun  zunachst,  mdem  man   ?7=1  setzt,  die  Gleichung. 


hervor,  die  zeigt,  daB  der  Weit  des  uber  erne  ganz  mi  Innern  der  Kreisflache  veilautende, 
um  0  als  Mittelpunkt  beschnebene  Kreislime  erstreckten  Integrals  j  (—  -^  dju  +  -^  dy) 
von  dem  Kadms  dieser  Kreislime  unabhangig  ist  Diesen  konstanten  Wert  bezeichne  man 
mit  c.  Setzt  man  alsdann  in  der  mit  (G  )  bezeichneten  Gleichung  U=  In  r  =  y  In  (a/3  +  ?/2) 

und  fuhrt  zugleich  bei  denjemgen  Integralen,  welche  die  Denvierten  von  U  "  enthalten, 
an  Stelle  der  rechtwmkhgen  Koordmaten  x,  y  die  Polarkooi  dinaten  ?,  t  auf  Giund  der 
Gleichungen  x  =  r  cos  t,  y=*ramt  em?  so  eihalt  man,  wenn  man  noch  den  Wert  von  U 
im  Punkte  r,  t  nut  Z7M  bezeichnet,  die  Gleichnng* 

(Gr/.)  fU>»*dt  -  cln  f!  -fU^dt  -  c  In  r,- 

o  6 

Da  c  eine  von  r19  r2  unabhangige  Grofie  ist,  so  hat  der  auf  der  icchten  Soite  diOM(»r 
Gleichung  stehende  Ausdruck  emeu  von  r^  unabhangigen  Wert,  und  cs  kann  dahor  (Uu* 
auf  der  hnken  Seite  stehende  Ausdruck  semen  Wert  nicht  andern,  wenn  man  rt  m\ 
Eahmen  der  Bedmgung  0<^1<-?2  sich  bewegen  Ia6t  Daraus  folgt  znnaoLst,  dafi  die 
GroBe  c  der  Null  gleich  ist,  cla  im  anderen  Falle  der  Wert  cles  auf  clex  linkou  S(Mt(^ 
stehenden  Ausdrucks  bei  unbegi'enzt  abnehmendem  r^  mcht  ungeandert  l)leib(^n,  sondern 
ins  Unendliche  gehen  wurde,  und  man  erkonnt  nun,  indem  man  ^  gc^ou  Null  kon- 
vergieren  laBt,  daB  der  Wert  des  auf  dor  hnken  Seite  stohenclen  Ausdrucks  gleich  %n  lf(} 
ist.  Infolgedessen  kann  die  Gleichung  (Qff.)  durch  die  Glcnchung. 


ersetzt  werden,  die  aussagt,  daB  auch  ftir  den  Mittolpunkt  0  dor  Wort  f/0,  dou 
Punktion  U  dort  hat,  das  arithmetische  Mittol  aus  denjotiigon  Werton  int,  w(Jolw^  U 
auf  irgend  einer  ganz  im  Innern  der  Kreisflache  verlaulbndon,  um  0  als  Mittolpimkt 
beschriebenen  Kreislime  besitzt. 

Trennt  man  nun  den  reellen  Teil  U'  der  Funktion  U  von  ihrom  latoraloii 
Teile  U"t,  so  ergibt  sich  aus  den  bis  jetzt  gewonncnon  Eosultaten,  dafi  Bowohl  dm 
Wert  der  Funktion  U'  als  auch  der  Wert  der  Funktion  U"  far  jedon  im  Jmiorn  dor 
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Kreisflache  gelegenen  Punkt  &  das  arithnietische  Mittel  aus  denjemgen  Werten  ist, 
welche  die  in  Betracht  gezogene  Funktion  auf  irgend  einer  um  tf  als  Mittelpunkt  be- 
schnebenen,  ganz  im  Innern  der  Kreisflache  veilaufenden  und  ini  Falle,  wo  &  von  0 
veischieden  ist,  den  Punkt  0  weder  umgebenden  noch  enthaltenden  Kreisbnie  besitzt 
Aus  diesem  Yeihalten  der  Funktionen  U1,  U"  und  dem  Umstande,  dafi  dieselben  in 
der  ganzen  Kreisflache  emweitig  und  stetig  smd  und  am  Eande  der  Flache  durchweg 
den  Wert  'Null  besitzen,  folgt  aber,  indem  man  in  derselben  Weise  schliefit,  wie  es  im 
ersten  Abschmtte  zu  Anfang  des  Art  7  fui  die  Funktion  WM  geschehen  ist,  daB  sowohl 
die  groBten  Werte  <?',  Gr"  als  auch  die  klemsten  Werte  A",  K",  welche  die  Funktionen 
IT,  U"  uberhaupt  annehinen,  jedenfalls  unter  den  fui  die  Bandpunkte  auftretenden 
Funktionswerten  vorkommen  mussen,  also  nicht  von  Null  verschieden  sein  konnen,  und 
daB  derunach  die  Funktionen  U',  U"  fur  keinen  Punkt  der  Kreisflache  einen  von  Null 
veiscbiedenen  Weit  haben  konnen  Es  besitzt  also  auch  U  =  li—u  fur  jeden  Punkt 
der  Kreisflache  den  Wert  Null,  oder,  was  dasselbe,  die  Funktion  H  ist  nut  der  Funktion  u 
identisch 

3. 

Es  moge  unter  &  =  x  +  yi  eme  unbeschrankt  veranderliche  komplexe  GroBe  ver- 
standen  werden,  deren  reeller  Teil  x,  deren  lateialer  Teil  yi  sei  Um  diese  GroBe  jer 
geonietrisch  zu  repiasentieren,  wahle  man  in  emer  Ebene  einen  Punkt  0,  lege  durch 
denselben  zwei  aufemander  senkrecht  stehende  Achsen  X,  Yi  und  oidne  alsdann,  nach- 
dem  man  fui  jede  der  beiden  Achsen  den  Punkt  0  als  Anfangspunkt  der  Zahlung  fest- 
gesetzt  und  von  ihm  aus  in  der  Achsenrichtung  die  Langenemheit  aufgetragen  hat,  der 
GroBe  ^  diejenige  Strecke  0$*x  der  X-Achse  zu,  welche  den  absoluten  Wert  von  x  als 
Lange  und  entweder  die  Richtung  der  X-Achse  oder  die  entgegengesetzte  besitzt,  je 
nachdem  x  posifciv  oder  negativ  ist,  der  GroBe  yi  dagegen  diejenige  Strecke  0^yt  der 
Z^-Achse,  welche  den  absoluten  Wert  von  y  als  Lange  und  entweder  die  Eichtung  der 
IVAchse  oder  die  entgegengesetzte  besitzt,  je  nachdem  y  positiv  oder  negativ  ist 
Als  Reprasentanten  der  GroBe  0  =  x  +  y^  kann  man  dann  diejenige  in  der  Ebene 
golegene  Strecke  0^s  ansehen,  welche  bei  senkrechter  Projektion  auf  die  X-Achse  die 
Strecke  OoPx,  bei  senkrechter  Projektion  auf  die  TVAchse  die  Strecke  0c^,  hefert. 
Bezeichnet  man  mit  r  die  Lange  der  Strecke  OcPM,  mit  t,  o^#<s^,  die  GroBe  des  Winkels, 
um  den  man  die  Halbachse  OX  um  den  Punkt  0  im  positiven  Sinne,  d  h  im  Sinne 
der  Drehung  durch  den  ersten  Quadranten  zur  JT^-Achse,  drehen  muB,  damit  sie  die 
Eichtung  OoPx  erhalt,  so  smd  die  GroBen  r,  t  mit  den  GroBen  0,  y  verknupft  durch  die 
Gleichungen  x  — «  r  cos  t,  y  -»  r  sin  t,  und  man  hat  daher  auch  0  =  x  +  yi  =  reu  Der 
Punkt  $*„  der  mit  dem  Punkte  0  zusammen  die  der  GroBe  0  entsprechende  Strecke 
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bestimmt,  soil  mit  Rucksicht  hierauf  der  Korrespondent  der  Giofie  *  oder  kurzei 
der  Punkt  0  genamit  werden,  und  entsprechend  moge  die  Ebene  der  Punkte  &  dio 
Z-Ebene  heiBen;  endhcli  sollen  noch  die  zur  GroBe  g  gehoiigen  GroBen  a,,  y  die  recht- 
winkhgen,  die  zur  GroBe  £  gehongen  Grofien  r,  t  die  Polarkoordmaten  des  Punktos  e  ge- 
nannt  werden.  Mit  Rucksiclit  hierauf  wird  im  folgenden  der  Puukt  g  aucli  wohl  mit 
dem  Narnen  ,4ei  Punkt  x,  y"  oder  ,,der  Punkt  r,  *"  belegt  werden 

Fur  die  Funktionentheone  einpfiehlt  sich  die  Annahme,  daB  die  Z- Ebene  erne 
geschlossene  Flache  ist,  die  nur  emen  unerreichbaren  Punkt,  welcher  ,,der  Punkt  e/L" 
oder  kurzer  ,,der  Punkt  oo"  genannt  werden  soil,  besitzt  Auf  Grand  dieser  Amidhme, 
welche  die  Ebene,  soweit  sie  zui  Reprasentation  der  Werte  von  0  in  Betracht  kommt, 
nicht  beemfluBt,  lassen  sich  namlich  manche  Betrachtungen  sowohl  der  Form  wie  dem 
Wortausdrucke  nach  emfacher  gestalten,  ohne  daB  dadurch  die  Strenge  dersolbon  bo- 
eintrachtigt  zu  werden  braucht  Von  emem  Punkte  ^,  der  sich  m  der  #-Ebone  so 
bewegt,  daB  zu  jeder  vorgegebenen  positiven  Zahl  p  sich  ein  Zeitpunkt  angeben  LiBt, 
von  dem  an  der  Modul  r  der  zugehorigen  GroBe  »  semem  Weitc  nach  nicht  niehr 
unter  p  sinkt,  kann  jetzt  gesagt  werden,  er  strebe  dem  Punkto  c/l  zu.  Besohroibt 
man  urn  den  Punkt  0  der  Z- Ebene  als  Mittelpunkt  eine  Kreislime  mit  clem  Radius  It,, 
so  trennt  dieselbe  die  Ebene  in  zwei  Teile,  von  denen  der  eine  den  Puukt  0,  dor 
andere  den  Punkt  oo  entha.lt,  und  bildet  zugleich  fur  jeden  dieser  bidden  Toile  die 
vollstandige  Begrenzung  Der  den  Punkt  0  onthaltende  Teil  ist  omo  einfcwjho  KrciiH- 
flache,  der  den  Punkt  oo  enthaltende  Toil  soil  die  zum  JRadius  R  gehongo  KrtnH- 
erganzungsflache  genannt  werden  Em  positiver  Umlauf  um  die  Kroiaflacho  od(T,  was 
dasselbe,  um  den  Punkt  0,  das  ist  ein  Omlauf,  bei  dem  die  nach  innen  gc 
Normale  zu  der  Fortschrittsrichtung  so  hegt  wie  die  positive  Richtung  dcir  l 
zur  positiven  Eichtung  der  X-Achae,  ist  in  Bezug  auf  die  Kroiserganzungsth'tchc  ocUu, 
was  dasselbe,  in  Bezug  auf  den  Punkt  c/^  als  ein  nogativer  UmlauF  anzusohen,  wio 
umgekehrt. 

CJber  der  Z- Ebene  denko  man  sich  jetzt  oiuo  ^-bla/ttrigo  JtionunnrHch(% 
Flache  T  mit  emer  endlichon  Anzahl  von  Wmdungspunkten  ausgcl)roitct.  Ubor  eiiu^ni 
Punkte  cP3  der  ^-Ebene  liegen  dann  n  Punkto  dor  Flacho  7r,  wenn  dio  ^Utclio  illxsr 
dieser  Stelle  koinen  Windungspunkt  bositzt;  dagegen  nur  r  Funktc^  wonu  die  FUtobo 
Tiber  dieser  Stelle  r  Windungspunkto  von  don  Orduungen  ^  —  1,^-1,  ,  r,  1  b(»* 
sitzt  und  rl  +  r^+  -\-vt  =  n  ist  Em  Windungspunkt  wird  nilmli<ili  om  Wiudungspunld 
von  der  Ordnung  v  —  \  oder  cm  (v— l)-facher  Windungspunkt  gonamit,  wenn  cm  IT)  dor 
Flache  T  um  ihn  als  Mittelpunkt  in  emer  keinen  andoren  Windungspunkt  umHc.hlioBoii- 
den  und  auch  durch  keinon  Windungspunkt  gehenden  Krojsbahn  sich  bewc^ondor  Punkt 
erst  nach  v  Qml&ufen  wieder  in  die  Anfangslago  zurtlckkehrt,  ist  aber  hninoi*  als  oin 
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emziger  Punkt  anzusehen  Die  soeben  definierte  in  sich  zurucklaufende  Kreisbahn  soil 
eine  r-fache  Kreishnie  und  der  von  ihr  begrenzte,  den  (v— l)-fachen  Windungspunkt 
als  Mittelpunkt  enthaltende  Teil  der  Fkche  T  eine  y-blattrige  Kreisflache  genannt 
werden  Ohne  gegen  diese  Definition  zu  verstofien,  kann  man  emen  Punkt,  der  kein 
Windungspunkt  ist,  auch  als  emeu  0-fachen  Wmdungspunkt  ansehen,  und  dementsprechend 
soil  im  folgenden  bei  alien  TJntersuchungen,  die  sich  auf  emen  (V— Ij-fachen  Wmdungs- 
punkt  beziehen,  der  Fall  ?/  =  !  mcht  ausgeschlossen  sein  Jedem  uber  dem  Punkte  c^ 
der  Z'-Ebene  liegenden  Punkte  c/*  der  Flache  T  sollen  nnn  die  zum  Punkte  $*s  gehongen 
Werte  von  #,  a,  y  ebenfalls  zugeordnet  werden  Wird  im  folgenden  von  den  Punkten 
der  Flaclie  T,  denen  der  Wert  *  =  a  zukomint,  nur  einer  betrachtet,  so  soil  deiselbe, 
als  schon  durch  die  Anschauung  bestimmt,  der  Punkt  $  =  a  oder  einfacher  der  Punkt  a 
genannt  werden,  kommen  dagegen  von  den  genannten  Punkten  mehrere  gleichzeitig  in 
Betracht,  so  sollen  zu  ihrer  Unterscheidung  dem  Buchstaben  a  irgend  welche  Maiken 
hmzugefugt  werden. 

Beschreibt  man  in  der  .Z'-Ebene  um  den  Punkt  0  =  0  als  Mittelpunkt  eine  Kreis- 
lime,  deren  Radius  U  so  grofi  gewahlt  sei,  daB  dieselbe  die  samtlichen  erreiclibaren 
Punkte  der  Z-Ebene,  uber  denen  Wmdungspunkte  der  Flache  T  liegen,  einschliefit,  be- 
achtet,  daB  jedera  Punkte  &  dieser  Kreishnie  w  Punkte  tf®,  &(*\  -,  ^  der  Flache  T 
entsprechen,  und  bestimmt  alsdann  die  Linien,  welche  die  Punkte  ff (1),  $^\  ,  ^n}  in 
der  Flache  T  beschreiben,  wenn  der  Punkt  &  von  einer  Anfangslage  aus  die  Kreishnie 
vollstandig  durchlauft,  so  entsteht  in  der  FUche  I  em  Limensystem,  das  im  einfachsten 
Falle  aus  n  getrennten  emfachen  Kreishnien  besteht,  im  allgeinemen  Falle  dagegen 
aus  q  getrennten  mehrfachen  Kreislmien,  von  denen  die  erste  erne  ^-fache,  die  zweite 
eine  vs-fache,  ,  die  gie  eine  ^-fache  ist,  wahrend  zugleich  die  Beziehung  v-^-v^-  +vg=n 
besteht.  In  dem  genannten  einfachsten  Falle  soil  nun  far  ^  =  1,2,  -,  n  der  durch 
die  ^te  Kreishnie  begrenzte,  sich  einblattrig  ins  Unendliche  erstreckende  Teil  der 
Flache  T  als  eine  zum  Radius  R  gehorige  Kreiserganzungsfl^che  mit  dem  unerreich- 
baren  Punkte  c^  angeseheu  werden,  und  es  sollen  zugleich,  nachdem  so  die  Flache  T 
don  Charakter  cmer  geschlossenen  Flache  erhalten  hat,  die  n  den  Charakter  0-facher 
Wmdungspunkte  besitzenden  Punkte  ^,  ^,  ,  ^  die  dem  Punkte  ff«  der  Z-Ebene 
ontsprechenden  Punkte  der  Flache  I  genannt  werden  Liegt  dagegen  der  allgemeine 
Fall  vor?  so  soil  fur  x  =  1,2,  ,  %  der  durch  die  xte  yx-  fache  Kreislinie  begrenzte,  sich 
als  yx-blattnge  ^usammenhangende  Flache  ins  Unendliche  erstreckende  Teil  der  Flache  T 
als  eine  geschlossene  Flache  mit  dem  unerreichbaren  Punkte  c/^w,  der  dann  aufGrund 
der  fruheren  Definition  den  Charakter  eines  (^x-l)-fachen  Wmdungspunktes  besitzt, 
angesehen  und  als  solche  eine  zum  Badras  JB  gehorige  ^-blattrige  Kr eisergiinzungs- 
f  I  ache  genannt  werden,  wahrend  zugleich,  nachdem  so  die  Flache  T  den  Charakter 
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emer  gesclilossenen  Flache  erhalten  hat,  die  q  Punkte  C^K),  c/^),  ,  c/j»?)  die  dem 
Punkte  d/^  der  Z-Ebene  entspiechenden  Punkte  der  Flache  T  heiBen  sollen 

Die  Lage  ernes  Punktes  c?in  emer  den  (V— l)-fachen  Wmdungspunkt  0*=a  =  a'+a'^ 
der  Flache  T  als  Mittelpunkt  enthaltenden  ?/-blattngen  Kreisflache  K (l},  die  zum  Badius  j? 
gehoren  moge,  kann  man  dadurch  bestimmen,  daB  man  den  Punkt  $*  auf  em  Polar- 
koordinatensystem  bezieht,  welches  den  Mittelpunkt  t  =  a  der  Flache  K (v]  zum  Pol, 
irgend  einen  der  v  Badien,  welche  man  yom  Punkte  0  =  a  aus  in  der  positiven  Bichtung 
der  X-Achse  ziehen  kann,  zur  Polarachse  hat,  und  bei  dem  dei  positive  Drehungs- 

smn  so  gewahlt  ist,  daB  eine  Drehung  um.  y  die  positive  Bichtung  der  X-Achse  in  die 

positive  Bichtung  der  IVAchse  uberfuhrt  Zwischen  den  so  defimerten  Polarkoordmaton 
r,  t,  o^**,  o</«2r;r?  ernes  Punktes  $  der  Flache  Ji(l)  und  dem  zugehorigen  Worte  von  # 
besteht  dann  die  Q-leichung: 

8  =  x  +  y^=*a  +  ret'=  (a  +  r  cos  f)  +  (a"+  r  sin  t]  t ,  0°/,  < ^ 

und  es  entspncht  zugleich  jedem  von  s  =  a  vorschiedenen  Punkte  cler  Flache  7vr(l)  inn 
bestimmtes  Wertepaar  r,  i5?  wie  umgekehrt,  wahrend  der  Punkt  z  =  a  (lurch  die  Gleichung 
y  ==  0  bestimmt  ist. 

Eine  Funktion  f=f(v,y}  soil  erne  in  der  Flache  7i(r)  einwortige  Funktion  dew 
Ortes  oder  Punktes  &,  ?/  genannt  werden,  weim  zu  jedem  Punkte  <r,  y  der  FLicho  (Mn 
und  nnr  ein  Wert  von  f  gehort.  Erne  in  der  Flacho  X(r}  einweitigo  Funktion  dos 
Punktes  0,  y  liefert  im  allgememen  eine  ?/-wertige  Funktion  der  i%cellcn  Voraixlor- 
lichen  x,  y  in  dem  durch  die  Ungleichung  (x  —  ay+(y  —  a"y<^li*  bcstirnmton  Gobieto  d(^r 
^-Ebene,  da  jedem  von  a',  a"  verschiedonen  Punkte  x,  y  dieses  Gebietos  v  Pnnkto 
von  K^  entsprechen.  Fuhrt  man  aber  an  Stelle  von  &,  y  die  oben  dc^fimortcn  Polar- 
koordinaten  r,  t  em,  indem  man  f^f(^9y}^f(ar+^  cos  t,  a"+  r  sin  t)  setzt,  so  geht  da- 
durch  f  in  erne  emwertige  Funktion  der  beiden  loollen  Ven'uidorhchon  r,  t  dbor,  und 
darin  besteht  der  Nutzen,  den  die  Emfuhruug  cler  QroBen  r,  t  gewtilirt.  Uotrachi,ot 
man  alsdann  das  Verhalten  emer  solchen  in  dor  Flaclu^  7ir(l)  emwortigen  Ktinldion 
f=f(x,y}=f(ar+rc,o$t,a"+<)  sin/)  den  Punktos  ir,  i/  bei  unbogronxt  abnehmendom  r, 
so  sind  drei  Falle  moghch,  ontweder  konvorgiort  /'=-  f(a'+t  cos^7ar'+'>  sin//)  mit  un~ 
begrenzt  abnehmendem  r  gleichmtifiig  fur  alle  Wertc^  von  t  gogen  eino  von  t  unabhftwgigc* 
mit  /i-hm /*(«'+ r  cos#,  af/+r  sm#)  zu  bozeichnende  Grofle,  und  cs  wt  zngloich  fa  /'(W); 
oder  es  konvergiert  /"  im  angegebenen  Sinne  gegon  die  mit  fa  Ixwoiclmoto  (lr<>Bo,  olmo 
dafi  die  Qleichung  fa<-*f(a',<t")  bestoht;  oder  etidlich,  os  konvorgiort  f  ontwodor  ilbor- 
haupt  nicht  gegen  erne  von  t  uuabhangige  Qr6Bc  odor  doch  uicht  im  augogobonon 
Sinne.  1m  ersten  Falle,  abor  auch  nur  m  diesem,  soil  die  Fuuktion  /'  ftir  doii  Punkt 
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z  =  a  stetig  genanut  werden,   im  zweiten  Falle  besitzt  sie  dann  fur  den  Punkt  £=a 
eine  hebbare,  im  dritten  Falle  endlich  eine  nicht  hebbare  Unstetigkeit. 

In  ahnlicher  Weise,  wie  es  im  vorstehenden  bei  einei  y-bldttngen  Kreisflache  K(^ 
geschehen  ist,  kann  man  auch  bei  einer  den  (v— l)-fachen  Windungspunkt  <x>('}  der  Fkche  T 
enthaltenden  ^-blattngen  Kreiserganzungsflache  K'(l),  die  zum  Radius  7?  gehoren  moge, 
die  Lage  ernes  Punktes  Q?  durch  Einfuhrung  von  Polarkoordinaten  bestimmen.  Zu  dem 
Ende  lege  man  durch  den  Punkt  $*  zu  der  die  Flache  JL"'(l)  begrenzenden  y-fachen 
Kreislinie  eine  konzentrische  ^-faclie  Kreislmie,  deren  Punkten  dann  Werte  von  # 
mit  demselben  Modul  r  entsprechen,  ziehe  hierauf  von  emem  beliebig  gewahlten,  dann 
aber  auch  fur  alle  Falle  festzuhaltenden,  der  v  dem  Werte  s  =  R  entsprechenden 
Punkte  der  Begrenzungslinie  einen  Strahl  in  der  positiven  Richtung  der  X-Achse,  der 
die  durch  £P  gezogene  Kreislmie  in  emem  Punkte  A  treffen  moge,  und  bestimme  als- 
dann  die  Lage  des  Punktes  $*  auf  dieser  zum  Radius  t  gehongen  Kreislmie  durch  An- 
gabe  der  Lange  0  /  desjemgen  Bogens  A£P  dieser  Kreislmie,  den  man,  vom  Punkte  A 
in  der  Richtung  der  abnehrnenden  y  ausgehend,  durchlaufen  muB,  urn  zum  Punkte  & 
zu  gelangen,  setze  endlich  t  =  —  I  Zwischen  den  so  definierten  Polarkoordinaten  r,  f, 
r>R,  O^-STTT,  eines  Punktes  oP  der  Flache  Kt(v}  und  dem  zugehorigen  Werte  von  & 
besteht  dann  die  Gleichung. 

8  =  x  +  y%  -  re"=  (r  cosi)  +  (r  sm^,  o^/^s^, 

und  es  entspricht  zugleich  jedem  Punkte  g   der  Flache  Kr(v}   ein   bestimmtes  Werte- 
paar  r,  t,  wie  umgekehrt. 

Eine  Funktion  /=  f(x,  y}  soil  eine  in  der  Flache  K'(v}  emweitige  Funktion  des 
Ortes  oder  Punktes  x9  y  genannt  werden,  wenn  zu  jedern  Punkte  dieser  Flache  em 
und  nur  em  Wert  von  f  gehorfc.  Eine  in  der  Flache  7T(r)  emwertige  Funktion  des 
Punktes  $,  y  liefert  im  allgemeinen  eine  r-wertige  Funktion  der  reellen  Verander- 
lichen  $,  y  in  dem  durch  die  TJngleichung  tf+y^^R*  besiammten  Gebiete  der 
Z-Ebene?  da  jedem  von  c/L  verschiedenen  Punkte  dieses  Gebietes  v  Punkte  von  K'(v} 
entsprechen  Fuhrt  man  aber  an  Stelle  von  x,  y  die  eben  definierten  Polarkoordi- 
naten r,  t  em,  mdem  man  f—f(x,  y)—f(rcwt,  rsin^)  setzt,  so  geht  dadurch  f  in 
eine  einwertige  Funktion  der  beiden  reellen  Veranderlichen  r,  t  uber.  Betrachtet  man 
alsdann  das  Verhalten  emer  solchen  in  der  Flache  £?(v}  einwertigen  Funktion  /*=  f(x,  y) 
=-  f(r  cos  t,  r  sin  t)  des  Punktes  x,  y  bei  unbegrenzt  wachsendem  r,  so  sind  drei  Falle 
moghch;  entweder  konvergiert  f=*f(rcoat,  ramf)  mit  unbegrenzt  wachsendem  r  gleichmaBig 
fitr  alle  Werte  von  t  gegen  eine  von  t  unabhangige,  mit  />)  =  lim  f(r  cos  t,  r  sm  f)  zu 
bezeichnende  GroBe,  und  es  ist  zugleich  />)  mit  dem  der  Funktion  f  ftir  den  Punkt  oo(v) 
zukoinmenden  Werte  identisch;  oder  es  konvergiert  f  im  angegebenen  Smne  gegen  die 

P-B,  I  8 
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mit  /jo  bezeichnete  GroBe  und  es  ist  fa  von  dem  der  Funktion  f  fur  den  Punkt  oo()) 
zukommenden  Werte  verschieden;  oder  endhch,  es  konvergiert  f  entweder  uberhaupt 
nicht  gegen  erne  von  t  unabhangige  GroBe  oder  doch  nicht  im  angegebenen  Smne.  Im 
ersten  Falle,  aber  auch  nur  in  diesem,  soil  die  Funktion  f  fur  den  Punkt  oo())  stetig 
genannt  warden;  im  zweiten  Falle  besitzt  sie  dann  fur  den  Punkt  oo(l)  erne  hebbaie, 
im  dritten  Falle  endlich  erne  nicht  hebbare  Unstetigkeit. 


4. 

In  der  uber  der  ^-Ebene  ausgebreiteten  w-blattngen  Flache  T  sei  durch  eine 
urn  den(V—  l)-fachen  Windungspunkt  #  =  a  als  Mittelpunkt  beschriebene  r-fache  Kroisliuie 
eine  ^-blattnge  Kreisflache  K(v]  abgegrenzt.  Der  Radius  der  begrenzenden  Kreislmie 
moge  mit  E  bezeichnet  werclen.  Die  Lage  ernes  Punktes  &  in  dieser  Flache  denke  man 
sich  durch  die  zu  diesem  Zwecke  un  vorigen  Artikel  emgefuhrten,  mit  &  durcli  die 
Gleichung  . 

*-a+y»-  *  +  «?-,  ;:;#„, 

verknupften  Polarkoordinaten  r,  t  bestimmt. 

Zu  dieser  Flache  A"00  soil  nun  erne  in  der  ganzen  Flache  einwertigo  und  stotige 
Funktion  u  =  u'+u^  des  Punktes  x,  y  bestimmt  werden,  welche  fur  jeden  Punkt  Ji,t 
des  Randes  von  Jv(v)  mit  emer  vorgegebenen  einwortigen,  stetigen  und  mit  der  Pcriodo  2vn 
periodischen  komplexen  Funktion  f(t]  =  f(f)  +  f'(£)i  der  reellon  Yeranderlichen  t  dom 
Werte  nach  fibereinstnnmt,  fur  jeden  voni  Punkte  0  =  a  verschiedenen  muc^reu  Punkt 

der  Flache  stetige  Derivierte  ^,  |~,  |p,  |^  besitzt  uud  in  derwolben  Ausdelmung  dor 

partiellen  Differentialgleichung  &u  ==  0  genngt,  wahrend  es  dahmgestellt  bloibeu  soil,  ob 
die  genannten  Denvierten  fur  den  Punkt  &  «  a  existieren. 

Zur  Losung  der  gestellten  Aufgabe  nehme  man  an?  dafi  eiue  Funktion  u  den- 
verlangten  Art  existiere,  und  bezeichne  den  Werfc,  den  sie  nn  Puukit*  ^  ,  I  dor  Flache  A'(>() 
besitzt,  mit  ufft.  Bezieht  man  alsdann  die  Punkte  r,  I,  o-/^^  o<^a,^?  der  Placho  7v"(l) 
und  die  auf  Grand  der  Gleichung: 


ebenfalls  durch  Polarkoordmaten  fixierten  Punkte  r,  t,  Q'r*h,t't<**f9  cler  in  oinor  ^"- 
liegenden,  durch  den  Mittelpunkt  ^«=0  und  den  Radius  It  boHtinunton   Kroisttftche  A 
wechselseitig  eindeutig  aufeinander  durch  die  Gleichungen. 


Integiation  der  Gleichung  A^  =  0  for  mehiblattnge  Fldchenstucke.  59 

aus  clenen  sich  fur  die  zugehoiigen  Grofien  z,  gs  die  Beziehung. 


ergibt,  und  ordnet  der  Flache  K  eine  Funktion  u  =  %-  7  des  Punktes  r,  t  zu  durch  die 
Gleichung  uFff  =  u^t,  bei  der  r,  t  deu  dein  Punkte  T,  t  entsprechenden  Punkt  der  Fkche  K('} 
bezeichnen  soil,  setzt  auch  f(yt)  =  f  (f)  und  beachtet,  daC  dann  die  Gleichung  ujj^f(t) 
besteht,  so  ist  die  so  defimerte  Funktion  u  —  da  die  Beziehung  u-j=*u^t  fur  jecles  der 
Bedingung  0<^r<^J3,  genugencle  7  besteht,  urtt  allenthalben  stetig  ist  und  den  Glei- 
chungen  (G0  )  zufolge  einei  in  A"(l)  stetigen  Funktion  des  Punktes  r,  t  immer  eine 
in  K  stetige  Funktion  des  Punktes  f,  t  entspncht  —  erne  in  der  ganzen  Kreisflache  K 
emweitige  und  stetige  Funktion  des  Punktes  x,  y,  die  fur  jeden  Punkt  R,  t  des  Randes 
mit  der  Funktion  f(t]  clem  Werte  nach  ubereinstimmt,  die  zudem,  \\ie  gleich  gezeigt 
werden  soil,  fur  jeden  vorn  Punkte  F=0  verschiedenen  inneren  Punkt  von  K  stetige 
Derivierte  ||,  |=,  l^?  1^  besitzt  und  der  Diflferentialgleichung  A^  =  0  genugt,  und  die 
sich  daher  auf  Grund  des  in  Art  2  dieses  Abschmttes  bewiesenen  Satzes  darstellen  lafit 
durch  die  Gleichungen. 


Da8  die  durch  die  Gleichung  %-^=^M  fur  die  ganze  Kreisflache  K  defimerte 
Funktion  u  in  der  Tat,  wie  behauptet  wurde,  fur  jeden  von  ^  =  0  verschiedenen  inneren 
Punkt  r,  i  der  Flache  K  stetige  Denvierten  ||,  ||?  |^?  p  besitzt  und  der  Differential- 
gleichung  A^  =  0  genugt,  lafit  sich  auf  folgende  Weise  zeigen.  Man  beschreibe  mit 
einem  passend  gewahlten  Radius  IS  erne  ganz  im  Innern  der  Flache  K(r}  verlaufende, 
mcht  durch  den  Punkt  a  gehende  einfache  Ereislinie,  welche  den  deni  Punkte  r,  t 
von  K  entsprechenden  Punkt  r,  t  umschlieJBt,  aber  einen  von  r,  t  verschiedenen  Mittel- 
punkt  r0,  #0,  dem  in  der  Flache  K  der  Punkt  r0,  tQ  entsprechen  moge,  besitzt,  beziehe 
den  Punkt  r,  t  durch  Polarkoordmaten  9,  T,  Q^><R',Q<*<*rt,  auf  den  Punkt  ?0,  £0  als  Pol 
und  den  durch  r0,  tQ  in  der  positiven  Richtung  der  Z-Achse  gezogenen  Strahl  als 
Polarachse,  so  dafi  zwischen  den  Grofien  ^>,  r  und  den  zu  den  Punkten  r,  t\  rQ,tQ  ge- 
horigen  GroBen  z^a  +  re*',  zQ~a  +  rQe'°f  die  Beziehung  ^'-a-*0  besteht,  und  be- 
zeichne  den  Wert,  den  die  Funktion  u  fur  den  Punkt  9  =  IS,  t  =  r  der  Kreislmie  besitzt, 
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mit  /(r).     Nach  finher  Bewiesenem  besteht  claim  fur  jeden  im  Innern   cles  durch  die 
Kreislmie  begrenzten  Teiles  der  Flache  K('}  gelegenen  Punkt  >,  t  die  Gleichnng 


3rf 


und  auch,  nachdem  man 

2rt 

1     C  rf    \  2JE 

*»,,«  -  5^  J  /(</>)  g'-j 

0 

gesetzt  hat,  die  Gleichung. 

* 

"',•  +  ^  *  - 


1     C  r,   N 

i=  J  /M 


Fuhrt  man  jetzt  m  die  letzte  Gleichung  imt  Hilfe  der  voiher  autgestellten  Gleichung  (G  ), 
durch  welche  die  Flachen  X(l\  K  punktweise  aufemander  bezogen  wuiden,  an  Stelle 
der  GroBen  ;,  t;  rQ,  f0  die  GroBen  r,  t,  rQ,  tQ  em,  beaclitet,  dafi  dann  uttt  m  u~^t  iil)eig(3ht, 
und  bezeichnet  entsprechend  diejenige  Funktion  von  7,  t,  in  welche  v,it  uhorgeht,  mil 
VFJ,  so  erhalt  man,  wenn  man  noch  r0e'0/  =  #0  setzt,  fur  ur^t  +v-r-t^  die  Gleichung: 

^Cr-yo1)  y 
^ 

Beachtet  man  nun  noch,  da6  aus  dem  die  rechte  Seite  dieser  Qloichung  biklenclen 
Integi'ale  die  GroBe  %fi  hervoigoht,  wenn  man  die  untci  clem  Integmlzeicheu  J5wischoi)/(y) 
und  d(f  stehende  rationale  Funktion  der  komplexen  Vc'vandorhchon  &  «  :/•  +  ;7/*  <lurc,h 
ihren  mit  F(x,  y)  zu  bezeichnenden  reellen  Teil  ersotzt,  und  dafi  dieser  r(^(}]lo  Toil  F 

fur  jedes  in  Betracht  kommende  Wertepaar  x,  y  stetige  Dcuivierlen  77-?  ~  -1  -yr,  -^rr 
besitzt  und  der  partiellen  Differentuilgleichung  ^•  +  -^T==0  genugt?  so  ergibt  nich 
schhefilich,  daB  die  Funktion  u  in  der  Tat  fur  jeden  von  0***()  vtirachiodoiiou  inuoron 
Pankt  ?,  t  der  Flache  K  stetige  Denvierten  ||,  ||,  g,  0  boaitzt  und  der  I)illei<»nlial- 
gleichung  A^==0  genugt. 

Fflhrt  man  jetzt  m  die  vorher  gewonnenen,  die  Funktion  u  fiir  jodon  Pimkt  /-,  ^ 
der  Flache  K  darstellenden  Gleichungen  (U.)  an  Stolle  der  (iroflen  r,  t  die  Grofitm  r,  t 
mit  Hilfe  der  Gleichungen  (G0  )  und  zugleich  an  Stelle  der  Integrationsvariablon  y  oino 
ueue  Integrationsvariable  y>  durch  die  Substitution  y  —  -^  ein?  indom  man  boachtot,  daK 


V 
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dann  TITJ  m  u^t  ubergeht  und  daB  die  Gleichung  f(^\  =  f(<f)   besteht,   so  erhalt  man 
die  Gleichungen: 


2l3t 


S   7     cos 


bei  denen,  ebenso  wie  ira  folgenden,  unter  >  *  die  GroBe  V7,  unter  J8'  die  Giofle  K  J2 
zu  verstehen  ist.  Diese  Gleichungen  sine!  abgeleitet  worden  auf  Grund  der  Annahme, 
da8  eine  Funktion  u  der  verlangten  Art  existiert.  Mit  Boicksicht  hierauf  niufi  also 
schlieBlich  noch  gezeigt  werden,  da6  die  durch  die  Gleichungen  (EJ)  dargestellte 
Funktion  u  in  der  Tat  eine  Punktion  der  verlangten  Art  ist  Nun  folgt  aber  zu- 
nachst  —  da  die  Gleichung  ur^*=u7j  far  jedes  der  Bedmgung  0<;?  ^B  genugende  / 
besteht,  urj  allenthalben  stetig  ist  und  den  Gleichungen  (G0  )  zufolge  einer  in  Jfstetigen 
Punktion  des  Punktes  f,  t  iinmer  eine  in  K(v}  stetige  Punktion  des  Punktes  >,  t  ent- 
spncht,  auch  uRjf=  f(t]  ist  —  daB  die  erhaltene  Punktion  u  eine  in  der  ganzen  Plache  J5T0) 
einwertige  und  stetige  Punktion  des  Punktes  x,  y  ist,  die  fur  jeden  Punkt  E,  t  des 
Eandes  von  J5T())  rnit  der  Punktion  f(t]  dem  Werte  nach  uberemstimmt.  DaB  diese 
Punktion  it,  aber  auch  fur  jeden  von  0  =  a  verschiedenen  inner  en  Punkt  der  Plache 
stetige  Derivieite  |£,  |j,  03  0  besitzt  und  der  Differ  entialgleichung  Aw  =  0  genugt, 
erkennt  man,  indem  man  beachtet,  daB  bei  dem  die  Punktion  ut%t  darstellenden  Integrale 
der  zwischen  f(cp)  und  d<p  stehende  Ausdruck,  der  Gleichung: 


goniafi,  der  reelle  Teil  ^  einer  im  Innern  von  /f ())  allenthalben  einwertigen  und  stetigen 
Punktion  p  +  M  dei  komplexen  Yeranderlichen  ^  =  ^  +  y*  ist  und  infolgedessen,  als 
Punktion  der  reellen  Veranderhchen  a?,  y  betrachtet,  fur  jeden  vom  Punkte  z  =  a  ver- 
schiedenen inneren  Punkt  der  Plache  -BT(r)  nicht  nur  stetige  Denvierte  nach  x  und  y  von 
jeder  Ordnung  besitzt,  sondern  auch  der  Differentialgleichung  A^  «  0  genugt.  Die  durch 
die  Gleichungen  (U )  dargestellte  Punktion  u  genugt  also  m  der  Tat  den  zu  Anfang  des 
Artikels  aufgestellten  Bedingungen  und  ist  zugleich,  wie  aus  dem  Gange  der  Unter- 
suchung  unmittelbar  hervorgeht,  die  einzige  derartige  Punktion 

Die  in  diesem  Artikel  bis  jetzt  erhaltenen  Besultate  lassen  sich  nun  in  den 
folgenden  Satz  zusammenfassen; 


Q2  Duttei  Abschmtt 

Satz  I.  ,Jst  in  der  ubet  de)  Z-Ebeue  ausyeb)  eiteten  n-llatti  igen  Flaclie  T  dutch 
e^ne  urn  den  (v—i)-fachen  WmdmyspimU  2  =  a  als  Itfittelpunkt  mit  dem  Radius  R  le- 
sclinebene  v-faclie  faeislinie  ewe  v-Uattnge  Kteisflaclie  K(l}  ubgegrenst,  so  etnstwt  zu  dieser 
Ereisflache  mmer  erne  und  nur  eme  In  der  yansen  Ktwsflache  ewwertige  und  stehye  FunUion 
u  =  u'+u^  des  dwell  die  Polculoonhnaten  r,t,  ^r<R^<t<^^auf  (bund  de?  Gk'icliunq 
2  =  x  +  y^  =  a  +  1et'  fitwrten  PunUes  x,  y,  wekJie  fu)  jeden  Punkt  R,  t  des  Jiandes 
von  K(']  mit  emo  voigegebenen  emlmt^gen?  stetnjen  und  mit  de>  Pcnode  2vn  penodi$chen 
lomplexen  Function  f(f)  =  f(t}  +  f'(ty  d&  veellen  Vwanderliclien  t  dem  Werte  natli  itbet- 
einstmmt,  fat  <jedcn  vom  Punkte  2  =  a  vetsclnedenen  mneien  Pwnlt  do  Flaclie  stettyv 
Denvierte  —,  —,  —*9  —>  lesitzt  und  in  detselben  Ausdelmuny  der  pattiellen  Diffei ential- 
gleicliung  Aw  =  |^  +  ^  =  0  g&nugt  Diese  Function  u  wild  fun  alle  Punlde  der  Fladie  /(r(0 
als  Funltwn  dei  Polwilkooidinaten  1 ,  t  datgestellt  durcli  die 


2l'7T 


Zu  der  Funktion  u  lafit  sich  eine  emwertige  und  stetige  Punktiou  ?;««;'+ A 
des  in  seiner  Bewegung  anf  das  Innere  von  K(v)  beschninkten  Punktes  x,  y  linden, 
welche  far  jeclen  von  0  =  a  verschiedenen  mneien  Punkt  der  Flache  jRT(l)  mit  u  ver- 
knupffc  ist  durch  die  Gleichungen. 

gt? du^  Sv        3* 

Jx~~~"dy>  dy  ~  dx 

Erne  solche  Fanktion  v  ist  fur  jeden  mi  Innern  von  J\(1}  gcdegenen  Punkt  #,  y  voll- 
standig  bestimmt,  sobald  man  ihi  noch  die  JBedingung  auferlegi,  fia  den  Mittelpunkt 
2=:a,=:a'+a'ri  der  Flache  Jf(1)  erne  vorgegebene  GroBe  %  tils  Wert  zu  howitzen,  so  dalJ 
also  lim^r|i=-^0  ist  Unter  Hinzunahme  der  GioBo  v0  erlialt  man  nainlich  zur  H(^- 

stimniung  von  v  die  Gleichung; 


dabei  ist  der  Integrationsweg  fur  das  rechts  stehende  Integral  nur  der  Biulin^utig  xuilor- 
worfen,  vollstandig  im  Innern  von  K(v]  zu  verlaufen  Bet/,t  man  alsdann  w*-'U  H^;/, 
so  ist  die  so  fiir  alle  mneren  Punkte  von  7ir('°  definu^rto  GiOfio  w  eino  Funktion 
komplexen  Veranderlichen  t « x  +  yi.  Auf  Grund  der  lot/.ton  vor  dom 
Satze  stehenden  Gleichung  erhalt  man  ohne  Muhe; 
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-L     JLJ-i 
~~> 


/         \v         iv" 

(z-a)    -re      , 

0  <i  <R)  Q£t<  2i; 


wahrend  zugleich  die  Komponenten  MM  und  0M  von  «'r  durch  die  (jleichungen: 


2jrji 

1      (* 

;^ /  W 


bestimmt  smd 

Die  Funktion  w9  laBt  sich  fur  das  Innere  von  K(v}  durch  eine  nach  Potenzen 

JL 
von  (#—ay  nut  ganzen  positiven  Exponenten  fortschreitende  Reihe,  deren  Koeffizienten 

von  8  unabhangig  sind,  darstellen,  und  entsprechend  lassen  sich  die  Funktionen  wrj,,  vrj 

fur  das  Innere  von  K^  durch  Beihen,  die  nach  Potenzen  von  rv  mit  ganzen  positiven 
Exponenten  fortschreiten  und  als  Koeffizienten  Funktionen  von  t  besitzen,  darstellen. 
Man  erhalt,  unter  Berucksichtigung  der  am  Ende  von  Art  1  gemachten  Entwicklungen, 
zunachst  fur  ws  die  Darstellung. 


n> 
ist,  und  welter  dann  fiir  die  Komponenten  wrj,  und  t?r>#  von  wa  die  Darstellungen: 


Bei  den  yorhergehenden  Betrachtungen  ist  der  Fall,  wo  v  =  l,  der  Punkt  «-  a 
also  ein  0-facher  Windungspunkt  der  Flache  2r,  und  entsprechend  die  Fkche  .E"^5  erne 
einfache  Kreisflache  ist,  wie  schon  fruher  bemerkt,  mcht  ausgeschlossen.  Fur  den 
speziellen  Fall  a  -  0,  ^  =  1  reduzieren  sich  die  Her  erhaltenen  Besultate  auf  die  in 
Art.  1.  und  Art.  2.  dieses  Abschnittes  gewonnenen 
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5. 

Auf  Grund  des  nn  vorhergehenden  Artikel  gewonnenen  Satzes  I  lafit  sich 
jetzt  die  allgeineinere  Aufgabe  losen,  zur  Flache  K(v]  erne  Fimktion  u  =  if  +  u"'i  zu  be- 
stimmen,  welche  fur  alle  voni  Punkte  #  =  a  verschiedenen  Pimkte  a,  y  der  Flache  sich 
ebenso  verhalt,  wie  die  in  dem  Satze  defimerte  Funktion  it,  fur  den  Punkt  #  =  a  aber 
in  derselben  Weise  unstetig  wird  wie  erne  gleich  naher  zu  charakterisierende  komplexe 
Funktion  S  =  5'  +  w\  in  dein  Sinne,  daB  die  Differenz  u  —  u  sich  in  der  Umgebung  des 
Punktes  0  =  a  wie  eine  fur  diesen  Punkt  stetige  Funktion  verhalt 

Zunachst  soil  die  Funktion  u  defimert  werden.  Zu  dem  Ende  fuhre  man  in  doi 
Flache  K(v}  emen  mit  I  zu  bezeichnenden  Schmtt  vom  Punkte  8  =  a  aus  lungs  des 
durch  die  Grleichung  t  =  0  bestimmten  Kadius  bis  zur  Begrenzung,  bezeiclme  die  auf 
diese  Weise  aus  der  Flache  K(v]  entstandene,  von  der  zum  Radius  II  gehongen  ?/-fachen 
Kreislime  und  den  beiden  Seiten  des  Schmttes  I  begrenzte  Flache  mit  X(l}  mid  (mine 
alsdann  dem  durch  die  Polarkoordmaten  r,  t,  o-/</?,  o-'<<a»*,  auf  Grund  der  Gleichung 
ii  flxierten  Punkte  ^;,  y  dieser  Flache  die  durch  die  Gleichung. 


(«-«)'  («-«)'          (P  -ay  (o-a)' 


O*'/  " 


—  bei  dor  die  S  irgend  welche  komplexe  Konstanton,   die  teilweise  auch  don  Wort 

7 

Null  haben  konnen,  bezeichnon  und  unter  In-^-  die  reelle  (Jlrofio  —  —  /  —  zu  verstohon 

,T  ^  y 

ist  —  bestimmte  GroBe  w,  zu.  Die  so  auf  die  Flacho  J^(0  bezogono  Funktioii  wa  ist 
dann  in  dieser  Flache,  vom  Punkte  8=*a  abgesehon,  cuno  einwortigo  und  stotigc^  Funktion 
des  Punktes  x,  y,  deren  Werto  in  je  zwei  auf  verschiedenen  Seiten  dos  SclmitteB  I  gol 
aber  demselben  Werte  von  g  entsprechendcn  Punkten  r  -=  r,  tf  «  0  und  r  -  r,  t- 
durch  die  G-leichung  u>+  -  SI;  -2w*S  verkntipft  sind,  wonn  die  (lurch  *-()  bewtimmto 
Seite  des  Schmttes  I  die  positive,  die  dnrch  t  —  2ryr  bc^tinmitt^  Soitc^  die  negative  gcv 
nannt  wird.  Nach  diesen  Vorbereitungen  definioro  man  jetzt  die  Funktion  u  (lurch 
denjenigen  Ausdruck,  welcher  aus  dem  ersten  die  Funktion  w,  clairBtollon<len  Ausdrucko 
dadurch  hervorgeht,  dafi  man  an  Stelle  dor  darin  vorkominondon,  dio  Konstanton  2 
als  Mulbplikatoren  besitzenden  Funktionen  von  8  ihro  reelh^n  Teilo  trcten  Iftfit,  nnd 
bezeichne  zugleich  denjenigen  Ausdruck,  welcher  dadurch  ontstoht,  dafi  man  an  Sterile 
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der  genannten  Funktionen  von  &  ihre  lateralen  Teile  treten  laBt,  mit  vi.  Die  so 
deflnierten  Funktionen  M,  v  werden  dann  als  Funktionen  der  Polarkoordinaten  ?,  t  dar- 
gestellt  durch  die  Gleichungen: 


—          n  i      1         &  t        5L          2 1  B  ?#  £ 

2^  =  ij  In  —  +  -Y  cos  — (-  -r  cos  — h       +  -ir  cos  — , 

»  *        r '  r ''  r  v  0^7  <#, 

^--ST-^T-^"-     ~%S1»V'  °"*2"" 

und  es  ist  zugleich  wa=*ut9t+v,iti.  Die  Funktion  M  ist  in  der  Flache  K(l\  vom  Punkte 
£  =  a  abgesehen,  eine  einwertige  und  stetige  Funktion  des  Punktes  x,  y,  welche  fur 
jeden  Punkt  R,  t  des  Randes  von  A'(l)  mit  der  durch  die  Gleichung  f(t)  =  uRit  definierten, 
einwertigen,  stetigen  und  mit  der  Periode  2vn  peiiodischen  Funktion  der  reellen  Ver- 
ttnderlichen  t  dem  Werte  nach  uberemstiinint,  fur  jeden  vom  Punkte  2  =  a  verschiedenen 
inneren  Punkt  der  Flache  stetige  Denvierte  nach  x  und  y  von  jeder  Ordnung  besitzt 
und  in  derselben  Ausdehnung  der  Differentialgleichung  Aw  =  0  genugt  Sie  ist  zudein 
mit  der  Funktion  v  ihrer  Entstehung  geinaB  fur  jeden  voni  Punkte  z=>a  verschiedenen 
inneren  Punkt  der  Flache  7i(l)  verlmupft  durch  die  Gleichungen. 


Nachdem  so  die  Funktion  u  defmiert  ist,  gelangt  man  durch  einfache  Uber- 
legungen  zu  dem  folgenden,  die  Losung  der  zu  Anfang  des  Artikels  gestellten  Aufgabe 
enthaltenden 

Satz  II.  ,,Ist  in  der  uber  der  Z-Elene  ausgebreiteten  n-Uattngen  Flaclie  T  durcli 
eine  urn  den  (v-l)-fachcn  WmdwngsyunU  #  =  a  als  Mittelpuiikt  mit  dem  Eadms  E  le- 
sclmelene  v-faclie  Ktcislmie  eine  v-llattnge  Kreisflaclie  K(v}  abgegrenzt,  so  existiert  m  dieser 
J&eisflache  immer  cine  und  nur  eine  FunUion  n=*u-\-ui  des  durcli  die  Polarioordinaten 
r,  t,  ot</<*,o</<2Vrf,  auf  Grund  der  Q-lewliung  z  =  oc  +  yi  =  a  +  retl  fimerten  Punktes  x,y, 
die  fur  jeden  vom  Pmkte  $  =  a  versduedenen  Purikt  der  Flache  einwettig  und  stetig  ist, 
fur  den  PmU  #  =  a  aber  in  derselben  Weise  unstetig  wird  wie  die  durch  die  Gleiclmng 

7T      r-v         v       r~  ^  Oi*<a»«, 

fur  jeden  vom  Punkte  $~*a  versclnedenen  PunU  der  Flache  definierte  Jcomplexe  Function  ujyt 

m  dem  Sinne,   da/3  die  Different  ur^t—ur,t  mit  unlegrenzt  abnehmendem  r  gleichmafog 

fur  alle  Werte  von  t  gegen   eine  von  t  undblumgige   Gto/3e  Itonvergiert  —  die  ferner  fur 
jeden  Rcwdpmkt  R,  t  mit  einer  vorgegelenen  einwertigen,  stetigen  und  mit  der  Periode  " 
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pet  lodisthen  lomplexen  Fitnltion  f(f)=*f(t)  +  f'(f)i  der  leellen  Vaaudeiltdien  t  clem  Wette 
nacJi  iibaemstmimt,  endlicli  fiu  jeden  torn  Pmikte  z  =  ci  vet sclnedenen  nmeten  Punlt  do 

Flaciie  stetujt*  Detivieite  4^?  ^>  3^*271  besitzt  mid.  de)  pcutidlen  Drtfnentuilqh'uhmq 
AM  =  ~^ -{- |l^  =  0  genuyt.  Diese  Function  u  wwd,  wenn  man  nodi  die  etnwati(/c,  stetiye 
und  mit  de}  Penode  2vn  pe> io(hscJie  Function  der  teellw  VciMuleilicliMi  t,  in  irckJw  WM 
fio  ')  =  J?  iibeiyeht,  mit  /(/)  ~be$eiclmet,  fur  jedcn  vom  Punltc  8  =  (t<  VMStlncdene'H  Pinilit  dn 
Flache  cds  Function  do  Polculooi dinaten  t,  t  danfesMlt  (hncli  die 


_ 

JB    —2JZ   r    cost— ^ 
V   v 

DaB  durch  die  GleichuBgen  (U2.)  in  der  Tat  erne  Funktaon  v  der  verlangl.en  Art 
fur  jeden  vom  Punkte  #  =  a  verschiedenen  Punkt  der  Flache  dargostollt  wird,  crgibt 
sich  unmittelbar,  wenn  man  die  oben  erwahnten  Eigenschaftou  der  Funktion  H,  und  xu- 
gleicli  die  aus  Sate  I  des  vongen  Artikels  sich  ergebendon  EigenRchafton  d(\s  hior  in 
Verbmdung  mit  u  auftretenden  Integrals  berucksichtigt.  DaB  dioso  Funktion  u  «.1)or 
auch  die  emzige  derartige  Funktion  ist,  erkennt  man,  wenn  man  beachtct,  <UB  die  nut 
einer  Funktion  u  der  verlangten  Art  und  der  gegebenen  Funktion  n  gi^bildoto  Difforeir/ 
u  =  u  —  u  dadurch  in  eme  in  der  ganzen  Flache  7ico  emwertige  und  stctige  Funktion 
verwandelt  werden  kann,  daB  man  ihr  fur  den  Punkt  0***a,  fiir  den  sie  em  en  Wert 
zunachst  mcht  besitzt,  die  der  Voiaussetzung  gemafi  existioronclo  Orofie  q  ~*  lim  fa  r-^t) 

t =0    V      '  '  ' 

als  Wert  zuschreibt,  und  daB  die  so  vervollstandigte  Funktion  u  —  da  sic  im  flbngon 
fur  jeden  vom  Punkte  #=*a  verschiedenen  inneren  Punkt  der  Flaclio  stc^ig(k  l)(Tivi(M't(^ 

A^       O^       53^       32^ 

^?a|78^?ap  besitzt  und  der  Differentialgleichung  Aw==()  gemigt,  aucb  fiir  jodon 
Randpunkt  E,  t  mit  der  Funktion  f(t)  -  /'(/)  d(mi  Werto  nach  uberomstmnut  —  auf 
Grand  von  Satz  I  des  vorigen  Artikels  durch  diejonigen  (U(M<*ihungcm  davgi^tollt  wird, 
welche  aus  den  dort  angegebenen  Qleichungen  (Ur)  horvorgohon,  wcuni  man  dann  VY 
durch  u,  f((f)  durch  f(<p)  -  f(<p)  und  f(f)  durch  f(t)  -  f(f)  ersotzt. 

Zu  der  gewonnenen  Funktion  u  lafit  sich  erne  wnwerfcigo  und  stotigo  Funktion 
v*-tf  +  v"%  des  in  seiner  Bewegung  auf  die  Flache  K(l>}  nach  AuwschluB  der  IJogron'/ungH- 
Imie  r~*R  und  des  Punktes  is —  a  beschrankten  Punktow  tr,y  finden,  welche  Kir  jculon 
solchen  Punkt  mit  u  verknilpft  ist  durch  die  Oleichungen: 
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Erne  solche  Funktion  ?  ist  fur  jeden  cler  eiwahnten  Punkte  tr,  y  von  K(^  vollstandig 
hestimmt,  sobald  man  nock  den  Wert  ?v,o>  welchen  sie  for  den  auf  der  poaitiven  Seite 
des  Schmttes  I  gelegenen  Punkt  >  =  /,  f  =  0,  o<r<jR,  besitzen  soil,  angibt  Unter  Hm- 
zunahme  der  GroBe  vt.t0  eikalt  man  namlich  zur  Bestimmung  yon  u  die  Gleichung. 

—  v  +/(-!?  *•  +  !£ 

' 


r',0 

dabei  ist  der  Integrations  weg  fur  das  reclits  stehende  Integial  nur  den  Bedmgungen 
unterworfen,  den  Schmtt  I  nicht  zu  uberschreiten  und  weder  den  Punkt  2  =  a  nock 
auch  Punkte  der  Begrenzungslmie  r  =  Ezu  enthalten  Eme  Darstellung  von  v  als 
Funktion  der  Polaikoordmaten  '/,  t  laBt  sick  aber  auck  direkt  gewumen,  wenn  inan  die 
am  Ende  des  vongen  Artikels  durckgefukrte  Untersuckung  und  das  in  diesem  Artikel 
uber  die  Beziekungen  zwiscken  a  und  v  Gesagte  berucksicktigt  Man  erkalt  dann  okne 
Muke  for  v,jt  die  Darstellung: 


/*—  qp 
—  - 

\     V 


cos 


Q<r<R, 


wobei  6'/  erne  nur  von  /  und  cler  vorgegebenen  GroBe  v,,^  abkangige  GroBe  bezeicknet, 
die  als  Funktion  diesei  GroBen  erkalten  wird,  wenn  man  in  der  vorstekenden  Gleickung 
y,  t  in  r'9  0  ubergeken  laBt  und  die  Gleickung  ^0=0  beacktet. 

Die  Funktion  v  ist  fur  jeden  den  Bedmgungen  0<r<B,  0  <^t^ ^vn  genugenden 
Punkt  >,  t  der  Flacke  A"(7)  emwertig  und  stetig,  wird  fur  den  Punkt  0=*a  m  derselben 
Weise  unstefag  wie  die  Funktion  v  und  besitzt  zudem  in  je  zwei  auf  versckiedenen  Seiten 
des  Sckmttes  I  gelegenen,  aber  demselben  Werte  von  0  entspreckenden  Punkten  *  =  7 , 
t « 0  und  r=*r,  t  =  2vn  Werte,  die  durck  die  Gleickung  v*—  v~=  v+—  y~=  2nQ  ver- 
knupft  smd 

Setzt  man  jetzt  w***u  +  v^,  so  ist  die  so  fur  jeden  mckt  auf  der  Begrenzungs- 
lime  7  —  E  liegenden  und  auck  mckt  mit  deni  Punkte  0  =  a  zusammenfallenden  Punkt 
der  Flacke  K(v]  definierte  Grofie  w  erne  Funktion  der  komplexen  Yeranderlicken  z 
Diese  Funktion  wM9  die  durck  die  Gleickung. 


dargestellt  wird,  ist  fiir  jeden  der  Bedmgung  0<r<jR,  0<^tf^  2y?t  genugenden  Punkt  r,  t 

9* 
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der  Flache  S(l}  emwertig  und  stetig,  wircl  fur  den  Punkt  2  =  a  in  derselben  Weise 
unstetig  wie  die  Funktion  ~w3  und  besitzt  zudem  in  je  zwei  auf  verschiedenen  Seiten  des 
Schmttes  Z  gelegenen,  aber  demselben  Weite  von  js  entsprechenden  Punkten  r  =  y,  tf  =  0 
und  <)  =  t,  t==  2vn  Werte,  die  durch  die  Gieichung  20+—  ^7=  «?^"—  ~w~=  2mQ  verknupft 
smd.  Untei  Beiucksichtigung  der  am  Ende  des  vorigen  Artikels  durchgefuhrten  Untei- 
suchung  erhdilt  man  schheBlich  noch  fur  wz  die  Darstellung 

^=^,+  ^M^  =  Cln-^  +  -^  +  ~^r+       +-^7  t      i  , 


wobei 

2rrt  2i'7t 


n  >  0  > 

0 


ist 


6. 

In  der  uber  der  ^-Ebene  ausgebruiteten  w-blattngen  FLic.he  T  sei  durch  eine 
v-fache  Kreislime  erne  den  (r—  l)-faclien  Wmdungspunki  oo(r)  enthaltencle  ?/-l)]cittrigo 
Kreiserganzungsflache  jfiT/(T)  abgegronzt  Der  gemeinsame  Modul  dcu  zu  den  Punkten 
der  begrenzenden  Kieislmie  gehongen  Werte  von  0  moge  nut  jft  l>or/eiclinet  wcrdoii. 
Die  Lage  eines  Punktes  #  in  chose]'  Flache  denke  man  sich  durch  die  zu  dioBom  Zw(kck(^ 
in  Art.  3  dieses  Abschnittes  eingefuhiten,  mit  s  durch  die  Oleichung: 

»-;i  +  yi~re»,  *,i:%*« 

verknupften  Polarkoordinateu  r,  t  bewtnumt 

Zu  dieser  Flache  /f/(l)  soil  nun  emo  in  dor  ganzen  Flacho  oinw(Ttige  und  «ij(*iiHO 
Funktion  w  —  w'  +  w"«  des  Punktes  $,  y  bestimmt  werdon,  welche  Air  joden  Punki  R,  I 
des  Bandes  von  7T'(r)  mit  emer  vorgegebenen  einwertigcai,  stetigen  und  nut  cl(^r  Poriodo  %vn 
penodischen  komplexen  Funktion  f(f)^f(f)  +  fr(^  der  reellon  Voranderhchou  t  dom 
Werte  nach  ubereinstimmt,  (ur  jedon  vom  Punkto  co(l)  vorschiedouen  innoien  Punkt  Aw 
Flache  stetige  Denvierte  |j,  |j,0,  |p  besitet  und  in  deraolbou  Ausdolmung  dor 
partiellen  Differentialgleichung  Aw==0  gentigt,  wahrond  es  dahiugi^tellt  })ieib(iii  noil, 
wie  die  genannten  Denvierten  sich  verhalten,  wonn  dor  Punkt  a?,  y  dom  Punkto  oo('() 
zustrebt. 

Zur  Losung  der  gestellten  Aufgabo  nehme  man  an,  da8  omo  Funktion  u  der 
verlangten  Art  existiere,  und  bezeichne  den  Wert,  don  sio  im  Punkto  r,  t  der  blacho  JK'M 
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besitzt  nut  ufjt,  den  Wert,  den  sie  iin  Punkte  oc(lj  besitzt,  mit  UJA  =  lim  ur  ,.    Bezieht 

r       oo       ' 

man    alsdann    die   Punkte  r,  t,  r^.o^-a,*,    der   Plache  K'(l)   und   die   auf  Grand   der 
Qleichung  : 


ebenfalls  durch  Polarkooidmaten  fixierten  Punkte  7,  f,  o<7*£,  o<7<2^?  der  in  einer  Z-Ebene 
hegenden,  duich  den  Mittelpunkt  0  =  0  und  den  Eadius  E  bestimmten  Ereisflache  K 
wechselseitig  emdeutig  aufemander  durch  die  Gleichungen. 


indem   man   zugleich,   entspiechend   der   aus   diesen   Gleichungen   fur   die   zugehorigen 
Groflen  0,  #  sich  ergebenden  Beziehung" 


als  Korrespondenten  des  Punktes  c»(l)  den  Punkt  0  =  0  erklart,  und  ordnet  der  Flache 
eine  Funktion  u  =  u-j7  des  Punktes  r,  i  zu  durch.  die  Gleichungen  5^T  =  ttM,  ^0 
wobei  r,  t  den  dem  Punkte  r,  ~t  entsprechenden  Punkt  dei  Flache  K r(v)  bezeichnen  soil, 
setzt  auch  /"(— v ?)  =  /'(?)  und  beachtet,  dafi  dann  die  Gleichung  ^j7  =  /*(?)  besteht,  so 
ist  die  so  defimerte  Fuuktion  u  —  da  die  Beziehung  u~-t  =  u^t  fur  jedes  der  Bedingung 
()<zr<^M  genugende  ~)  besteht,  u,tt  allenthalben  stetig  ist  und  den  Gleichungen  (GJ,)  zu- 
folge  einer  in  J(T/(7)  stetigen  Funktion  des  Punktes  r,  t  immer  eine  in  K  stetige  Funktion 
des  Punktes  r,  t  entspricht  —  eine  in  der  ganzen  Kreisflache  K  einwertige  und  stetige 
Funktion  des  Punktes  ^,  ?/,  die  fur  jeden  Punkt  JR,  t  des  Randes  mit  der  Funktion  f(T) 
dem  Werte  nach  uberemstimmt,  die  zudem,  wie  durch  die  in  Art.  4  an  der  entsprechen- 
den Stelle  angewandte  SchluBweise  gezeigt  weiden  kann,  fur  jeden  vom  Punkte  5  =  0 

verschiedenen  inneren  Punkt  von  K  stetige  Denvierte  -^ ,  -p- ,  -^ ,  j^-  besitzt  und  der 

Diflerentialgleichung  A'S  =  0  genugt  und  die  sich  daher  auf  Grund  des  in  Art.  2  dieses 
Abschnittes  bewiesenen  Satzes  darstellen  lafit  durch  die  Gleichungen. 


2 

-'t—r-  f 
r,t     %a  j 


*—  9)  + 


Fuhrt  man  jetzt  in  die  eben  gewonnenen,  die  Funktion  u  fur  jeden  Punkt  r,  t 
der  Flache  K  darstellenden  Gleichungen  (IT.)  an  Stelle  der  GroBen  r,  t  die  Grofien  r,  t 
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mit  Hilfe  der  Gleichungen  (Qr0  )  and  zugleich  an  Stelle  dei  Integrationsvanablen  y  eine 
neue  Integrationsvariable  cp  durch  die  Substitution  y  =  -  -7  em,  indem  man  beachtet, 

dafi  dann  u¥-t   in  u^t  ubergeht,   und   daB  die  Gleichungen    «<>*=««,(•),  /'(-  ~) 
stehen,  so  erhalt  man  die  Gleichungen: 


cos 


_±-  I'  -  JL  l 

bei  denen,  ebenso  wie  im  folgenden,  unter  ?'  die  OroBe  K>,  untei  Iir  die  QioBe  Vll 
zu  verstehen  ist.  Diese  Gleichungen  sind  abgeleitet  worclen  auf  Grund  der  An- 
nahme,  daB  eine  Funktion  u  der  veiiangten  Art  existiert  Mit  Rucksicht  hierauf  muB 
also  schlieBlich  noch  gezeigt  werden,  daB  die  durch  die  Gleichungen  (IT)  dargestellte 
Funktion  u  in  der  Tat  eine  Funktion  der  verlangten  Art  ist  Nun  folgt  aber  zunachst 
—  da  die  Gleichung  u^t=uf-t  fur  jedes  der  Bedingung  ?I>It  genugende  ?  besteht, 
uF-t  alien thalben  stetig  ist  und  den  Gleichungen  (Go )  zufolge  emer  in  K  stetigen  Funktion 
des  Punktes  r,  t  immer  eine  in  /r(l)  stetige  Funktion  des  Punktes  >,  t  cntspricht,  aucli 
u^t^ffy  ist  —  daB  die  erhaltene  Funktion  u  eine  in  der  ganzen  FL'iche  Xf(r}  emwertigo 
und  stetige  Funktion  des  Punktes  &,  u  ist,  die  fur  jeden  Punkt  It,  t  des  Ramies  von  Ar/(l) 
mit  der  Funktion  f(£)  dem  Werte  nach  tibereinstiuimt.  DaB  dieso  Funktion  u  aber  aucli 
fur  jeden  vom  Punkte  oo(])  verschiedenen  mneron  Punkt  der  Flache  stetige  DenviorLo 

IT*  TT'  ~W~*>  "dT^  ^)esi^  un(^  c^ei  Witferentialgleichung  A^==0  genugt,  erkennt  man,  in- 
dem  man  beachtet,  daB  bei  clem  die  Funktion  uijt  darstollcndon  integrale  dor  zwischon 
f((p)  und  dcp  stehende  Ausdruck,  der  Gleichung 

£r+J2'V        rrer  +  M1  e  rv  —  Rv 

+ 


J_        1.  !L,        JL  -L,        J.  HLt  Jt          J_  JL       t       Jv         J.  JL 

2V  —  Rvev        r''e'  —  Rv e*         Rv -    ajft'V'cOH 


(CO — /A     i          I'  r»  ''          ,»  Y»  '       ''  /O5 — ^\     i  V 

L —  -f?  R   -ax   r   «oH(i— )+r 

V     J  \     V     J 

gemaB,  der  reelle  Teil  ^  omer  im  Innern  von  Kf(v]  allonthalben  oinwortigcwi  und 
stetigen  Funktion  ^  +  v%  der  komplexen  Verandorhchen  8**.v  +  y%  ist  und  infblgo- 
dessen,  als  Funktion  der  reellon  Veranderhchen  ^  y  botrachtc^t,  fur  jedon  vom  Pinikto  cu^ 
verschiedenen  inneren  Punkt  der  Flache  A"(r)  nicht  nur  stetigo  Denviorte  nach  x  und  y 
von  jeder  Ordnung  besitzt,  sondern  auch  dor  Diffei  entialgleichung  A^-0  gontlgt.  DJO 
durch  die  Gleichungen  (U'.)  dargestellte  Funktion  u  genugt  also  in  dor  Tat  don  zu 
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Anfang  des  Artikels  aufgestellten  Bedmgungen  und  ist  zugleich,  wie  aus  dein  Gauge  der 
Untersuchung  ummttelbar  hervorgeht,  die  einzige  derartige  Funktion. 

Die  in  diesem  Artikel  bis  jetzt  eihaltenen  Resultate  lassen  sich  nun  in  den 
folgenden  Satz  znsammenfassen 

Scltz  HI.  ,,Ist  in  de>  tile)  de>  Z-Elene  aitsgelteiteten  nldattnyen  Flaclie  T  diucli 
erne  dey  GkicJning  mod#  =  It  entspt  ecJiende  v-faclie  Kretslime  etne  den  (y  —  \)-faclien 
Windungspunkt  oofl)  entlialtende  v-Uattiige  Ki  eisei  ganzmigsfladie  A"(l)  alyegienzt,  so  existiot 
2u  dieset  J&eibetgan&UHgsflaelie  wimo  erne  und  mo  etne  in  do  ganzen  Flaclie  euncettige 
und  stetige  Function  u  =  u  +  u"i  des  dmcli  die  Polculoordtnaten  r,  t,  r>R,  o^>-afrf,  auf  Gtund 
dei  Gleiclnmg  0  =  x  +  yi  =  ^  ef*  fixietten  Punltes  x,  y,  welclie  fw  jeden  PmiU  R,  t  des  Randes 
wn  JKt(l}  nut  emer  wtgegebenen  emimtigen,  stetigen  und  mit  der  Penode  2vn  perwdisclien 
Kompleocen  Fwiktion  f(f)  =  f(f)  +  f"(fyi  der  teeflen  Venmdei  liclien  t  dem  Weite  nacli  ubeiem- 
stimnt,  fio  jeden  rom  Punkte  oo(l)  vei  scJnedenen  wimren  PunJct  de>  Flaclie  stetige  Len- 

vieite  ^-\  S^,  ^i,  0^1  besitzt  und  in  deiselben  Aitsdelmimg  der  partiellen  Different  idlgkichung 

ox    Cy     c  X"     Gy 

Aw  =  ^  +  pJ  —  0  ffcmigt.  Diese  Function  wild  fiir  atte  Punkte  do  Flaclie  K'(l}  als 
F  unit  ion  dei  Polarkooidmaten  r,  t  daigestellt  durcli  die  Grleiclmngen  . 


Je"_2B"/cos(^r-)+,1 


Zu  der  Fanktion  u  lafit  sich  erne  emwertige  und  stetige  Funktion  y  =  ij+v"% 
des  in  seiner  Bewegung  auf  das  Innere  von  JT(r)  beschrankten  Punktes  x,  y  finden, 
welche  fur  jeden  vom  Punkte  oo(v)  verschiedenen  inneren  Punkt  der  Flache  K'(v}  mit  u 
veiknupft  ist  durch  die  Gleichungen: 

8v  du  dv  __  du 

Jx=        Jy9  Jy  ~~dx 

Emo  solche  Funlrtion  v  ist  fur  jeden  im  Inneni  von  JT(l)  gelegenen  Punkt  x,  y  voll- 
stanclig  bestimmt,  sobald  man  ihr  noch  die  Bedingung  auferlegt,  fur  den  Punkt  oo(v) 
cine  vorgegebene  GroBe  ^<o  als  Wert  zu  besitzen,  so  daB  also  hm^^^w  ist  Unter 
Ilinzunahme  der  GroBe  VJA  eihalt  man  namlicb.  zur  Bestimraung  von  v  die  Gleichung: 


dabei  ist  das  rechts  stehende  Integral  als  die  Grenze  aufzufassen,  gegen  die  der  Wert 
des  vom  Punkte  nf,  y'  bis  zum  Punkte  x,  y  auf  einem  vollstandig  im  Innern  von  IC(v) 
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verlaufenden  Integrationswege  erstreckten  Integrals  konvergiert,  wenn  der  Punkt  xr,  y 
dein  Punkte  oo(j)  zustrebt  Setzt  man  alsdann  w  =  u  +  vi,  so  ist  die  so  fur  alle  inneren 
Punkte  von  2T(l)  defimerte  GroBe  w  erne  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen 
8  =  $  +  yi.  Auf  Grand  der  letzten  vor  dem  aufgestellten  Satze  stehenden  Gleichung 
erhalt  man  ohne  Muhe: 


' 


/T>  "v"  ~i 

1i  ,>         I      T? 

/    Jf1/       "\     *?       -T  Jl 

^    =  fl/       -|-  #      4  —  #  /,\^,  — /    f[CD]  ! 

«  /,f     "        V  <x\  >  %VTC     I    '   w/       1  1 

/  ^-IZ", 

wahrend  zugleich  die  Komponenten  %^  und  v,tt  von  ^^3  durch  die  Gleichungen. 


^  f(^ 

J 


bestimmt  sind. 

Die  Funktion  wz  1^6t  sich  fur  das  Innere  von  7vr()l)  durch  eine  nach  Potenzon 

von  (j}    mit  ganzen  positiven  Exponenten   fortschreitende  Eeihe,  deren  Koeffizionten 
von  »  unabhangig  sind,  darstellen,  und  entsprechend  lassen  sich  die  Funktionen  wt|/,  vt^ 

fur  das  Innere  von  Kf(r]  durch  Beihen,  die  nach  Potenzen  von  ^\     nut  ganzen  posi- 
tiven Exponenten  fortschreiten  und  als  Koeffizienton  Funktionen  von  t  besitzcni,  darstellon 
Man  erhalt,  unter  Berucksichtigung  der  am  Endo  von  Art.  1  gomacliton   Kntwicklungon, 
zunachst  fur  w,  die  Darstellung: 

4  -r  T  JL     JL4, 

Wg  =  u  t  +  Vr  t1  ==  tf o  -(-  C t  (      )     +  6Jo  ( — )    +          +  €    '  — '     -1-  s  '=/''<•'' 

'  '  \#  /  -  \^  / 

wobei 


ist,  und  weiter  dann  fur  die  Komponenten  wri/  und  ^^  von  ^  die  DarHtelhing(»Ti: 


rfy        , 
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Bei  den  vorhergehenden  Betrachtungen  ist  der  Fall,  wo  y  =  l,  der  Punkt  oc^ 
also  em  0-facher  Windungspunkt  der  Flache  Z  und  entsprechend  die  Flache  JT(l)  eme 
einfache  Kreiserganzungsflache  ist,  nicht  ausgeschlossen. 

7. 

Auf  Grund  des  im  vorhergehenden  Artikel  gewonnenen  Satzes  III  lafit  sich  jetzt 
die  allgememere  Aufgabe  losen,  zur  Flache  2T(l)  erne  Funktion  u  =  u'+u"i  zu  be- 
stiinmen,  welche  far  alle  vom  Punkte  oo(l)  verschiedenen  Punkte  #,  y  der  Flache  sich 
ebenso  verhalt,  wie  die  in  dem  Satze  defmierte  Funktion  u,  fur  den  Punkt  oo(r)  aber 
in  derselben  Weise  unstetig  wird  wie  eme  gleich  naher  zu  charakterisierende  komplexe 
Funktion  u=*u'-\-ur^,  in  dem  Smne,  dafi  die  Differenz  u  —  u  fur  den  Punkt  oo(*> 
stetig  bleibt, 

Zunachst  soil  die  Funktion  u  defimert  werden  Zu  dem  Ende  fohre  man  in 
der  Flache  JT(r)  vom  Punkte  R,  0  der  Begrenzung  aus  langs  des  durch  die  Gleichung 
t  =  0  bestimmten  Strahles  einen  mit  seinem  Endpunkte  dem  Punkte  oo(r)  zustrebenden 
Schmtt  I,  bezeichne  die  auf  diese  Weise  aus  der  Flache  J5T'(r)  entstandene,  von  der  zuni 
Radius  E  gehorigen  7/-fachen  Kreislime  und  den  beiden  Seiten  des  Schnittes  I  begrenzte 
Flache  mit  Kt(^  und  ordne  alsdann  dem  durch  die  Polarkoordmaten  r,  t,  ^^o^fa-ar^, 
auf  Grund  der  Gleichung  #  =  x  +  yft,  =  retl  fixierten  Punkte  x,  y  dieser  Flache  die  durch 
die  Gleichung. 


—  bei  der  die  fi  irgend   welche   komplexe  Konstanten,    die   teilweise  auch  den  Wert 

r 

Null  haben  konnen,  bezeichnen  und  unter  lnr~  die  reelle  Grofie  -i- /  ~  zu  verstehen 

i 

lst  —  bestimmte  Grofie  w,  zu.  Die  so  auf  die  Flache  Kf(v]  bezogene  Funktion  ws  ist 
dann  m  dieser  Flache,  vom  Punkte  oo(r)  ahgesehen,  eine  eiuwertige  und  stetige  Funktion 
des  Punktesir,  y,  deren  Werte  m  je  zwei  auf  verschiedenen  Seiten  des  Schnittes  I  gelegenen, 
aber  demselben  Werte  von  &  entsprechenden  Punkten  r  =  r,  sf=-0  und  r  =  r,  t  =  —  2vn 
durch  die  Gleichung  w+ —  w~*=2mQ  verknupft  smd,  wenn  die  durch  ^  =  0  bestimmte 
Seite  des  Schnittes  I  die  positive,  die  durch  £=>  —  Ivn  bestimmte  Seite  die  negative 
genannt  wird.  Nach  diesen  Vorbereitungen  definiere  man  jetzt  die  Funktion  u  durch 
denjenigen  Ausdruck,  welcher  aus  dem  ersten  die  Funktion  w,  darstellenden  Ausdrucke 
dadurch  hervorgeht,  daB  man  an  Stelle  der  darin  vorkommenden,  die  Konstanten  fi  als 

IWR,  I  1° 
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Multrplikatoren  besitzenden  Funktionen  von  z  ihre  reellen  Teile  treten  lafit,  und  be- 
zeichne  zugleick  denjemgen  Ausdruck,  welcher  dadurch  entsteht,  daB  man  an  Stelle  der 
genannten  Funktionen  von  2  ihre  lateralen  Teile  treten  laBt,  mit  vi  Die  so  definierten 
Funktionen  5,  v  werden  dann  als  Funktionen  der  Polarkoordmaten  r,  t  daigestellt  duich 
die  Gleiehungen: 

ur  t  -  S  In  r+  +  Sx/  cos  4  +  8^  cos  1*  +       +  ft^cos  2±, 

}  v  v 

j.  1  .*  2  o  i  Wl  nn  -f- 

t  -  S          +  Si^sm      +  22^sin     +       +  S^sm  ^, 


und  es  ist  zugleich  w^^u^i-v^i.  Die  Funktion  2*  ist  in  der  Flache  Kr(}\  vom  Punkte 
oo(v)  abgesehen,  erne  emwertige  und  stetige  Funktion  des  Punktes  sc9  y,  welche  fur  jeden 
Punkt  It,  t  des  Bandes  von  Kl(v}  mit  der  durch  die  Gleichung  f(t]  ==  u^t  definierten, 
einwertigen,  stetigen  und  mit  der  Periode  %vn  penodischen  Funktion  der  reellen  Ver- 
anderlichen  t  deni  Werte  nach  ubereinstimmt,  fur  jeden  vom  Punkte  cx?(l)  verschiedenen 
mneren  Punkt  der  Flache  stetige  Derivierte  nach  x  und  y  von  jeder  Ordnung  besitzt 
und  m  derselben  Ausdehnung  der  Differentialgleichung  Aw  =  0  genugt.  Sie  ist  zudem 
mit  der  Funktion  v  ihrer  Bntstehung  gemaB  fur  jeden  vom  Punkte  <x>(l)  verschiedenen 
inneren  Punkt  der  Flache  JT(v)  verknupft  durch  die  Gleichungen: 


Nachdem  so  die  Funktion  u  defimert  ist,  gelangt  man  durch  emfache  Uber- 
legungen  zu  dem  folgenden,  die  Losung  der  zu  Anfang  des  Artikels  gestellton  Aulgabo 
enthaltenden 

Satz  IT.  »Ist  in  der  liber  der  Z-Elene  ausgebretteten  n-llattngen  Flaclie  T  durch 
eine  der  Glei^fmng  mod^  =  JB  entsprechende  v-fache  JKreishme  e^ne  den  (r—ty- 
Windungspurikt  oo(v)  enfhaltende  v-llatt>nye  Kreisergmzmgsflache  Yi'(r)  abgegHMtit,  so 
tfu  dieset  £rei$ergan#ungsflaclie  ^mmer  eine  wnd  mtr  erne  ISunktwn  u  =  uf+u"'i  des 
die  PolarJcoo^naten  r,  t,  >>n,b>t>-znty  auf  Gvmd  der  Glewlmny  z^x  +  yi^re*'  finerten 
Pmktes  x,  y,  die  fur  jeden  vom  Punkte  <x>(7)  verschiedenen  Punkt  der  Flaclie  einwcrtig  und 
stetig  istj  fur  den  PunH  oo(r)  aber  in  derselben  Weise  unstetiy  wird  wie  die  dwell  die 


Mrtt  =  £  In  r"  +  fii* 

fur  jeden  vom  Pwnkte  <x>(v}  verschiedenen  Punkt  der  Fldche  defmicrte  komplexe  Funktion  urtt 
—  in  dem  Sinne,  daft  die  Different  urjt  —  urit  mit  uribegrenzt  wachsendem  r  gleicTm&fiig  fur 
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alle  We)te  ion  t  gee/en  eine  ron  t  undbliangifje  G>o/3e  'konvexjmt  —  (he  feiner  fio  jeckn 
Randpunlt  R,  t  mit  emer  vorgegelenen  eiuuertigen,  stettgen  uncl  mit  (let  Poiocle  Ivn 
pejwdisclten  lomplexen  FunTdion  f(t)  =  f(t}  +  f"(t)i  de>  reellen  Ywandulichen  t  dnn  Weite 
nacli  libei  eiHStimmt,  endhcli  fui  jeden  torn  Punlte  00™  ve>  scliiedenen  inneien  Piwlt  do 
Flaclie  stetige  Denuerte  ^  j^,  g,  ^  lesitzt  uncl  der  parhellen  Diffetentialgleicliung 
Aw==?p  +  jp  =  0  genugt.  Diese  Funltwn  it  wird,  uenn  man  nodi  die  eimceihge,  stetige 
mid  mit  de)  Penwle  2vn  penodisclie  Funltion  de<)  leetten  Teiand&liclien  t,  m  welclie  u,^ 
fur  r  =  R  libeigelit,  mit  f(t)  lezeiclinet,  fin  jcden  rom  Punlte  oo^  wscluedenen  Punkt  der 
Flaclie  als  Funltion  de)  Poltuloonlmaten  r,  t  daigestellt  durcli  die  Gleicltuiiyen 


-i-    J- 


r^R,         « 

Q^t>  —  2iyt 


DaB  durcli  die  Gleichuugen  (TT4)  in  der  Tat  erne  Funktion  u  der  verlangten 
Art  fur  jeden  yom  Punkte  oo^  verschiedenen  Punkt  der  Flaclie  dargestellt  wird, 
ergibt  sich  unmittelbar,  wenn  man  die  ol3en  erwahnten  Eigenschaften  der  Funktion  u 
und  zugleich  die  aus  Satz  III  des  vorigen  Aitikels  sich  ergebenden  Eigenschaften  des 
hier  in  Verbmdung  mit  u  auffcretenden  Integrals  berucksichtigt  DaB  diese  Funktion  u 
aber  auch  die  einzige  deraii.ige  Funktion  1st,  erkennt  man?  wenn  man  beachtet,  daB 
die  mit  emer  Funktion  it  der  verlangten  Art  und  der  gegebenen  Funktion  u  gebildete 
Differenz  u  =  u  —  u  dadurch  in  eine  m  der  ganzen  Flache  K'(*}  einwertige  und  stetige 
Funktion  des  Punktes  a,  y  verwandelt  werden  kann,  da6  man  ihr  far  den  Punkt  oo(v), 
fur  den  sie  emeu  Wert  zunachst  mcht  besitzt,  die  der  Yoraussetzung  gemafi  esistierende 
G-rofie  g  =  ]im.  (urit  —  5V)  als  Wert  zuschreibt,  und  claB  die  so  vervollstandigte  Funk- 

t         oo 

tion  u  —  da  sie  im  ubrigen  fur  jeden  yom  Punkte  oo(7)  verschiedenen  mneren  Punkt 
der  Flache  stetige  Derivierte  ^,  ^,  j^,  -^  besitzt  und  der  Differentialgleichung  A^  =  0 

genugt,  auch  fur  jeden  Kandpunkt  J?,  t  mit  der  Funktion  f(f)  —  f(f)  dem  Werte  nach 
uberemstimmt  —  auf  Grund  von  Satz  in  des  vorigen  Artikels  durch  diejenigen  Glei- 
chungen  dargestellt  wird,  welche  aus  den  dort  angegebenen  Gleichungen  (D8.)  hervor- 
gehen,  wenn  man  dann  u  durch  w,  f(cp)  durch  f(y)  —  f(<p)  und  f(f)  durch  f(fy  —  f(f)  ersetzt. 
Zu  der  gewonnenen  Funktion  u  laBt  sich  eine  einwertige  und  stetige  Funktion 
<u*=i/+v"t  des  m  seiner  Bewegung  auf  die  Flache  Kr(r]  nach  AusschluB  der  Begrenzungs- 
linie  r  =  JS  und  des  Punktes  oo(r)  beschrankten  Punktes  x,  y  finden,  welche  fur  jeden 

solchen  Punkt  mit  u  verknupft  ist  durch  die  Gleichungen. 

10* 
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£v 3u  cv du 

ccu~~      cy'1  By       d& 

Erne  solche  Funktioii  v  ist  fur  jeden  cler  erwahnten  Punkte  x,  ij  von  A"'(l)  vollstandig 
bestimnit,  sobald  man  noch  den  Wert^/j0?  welchen  sie  fur  den  auf  der  positiven  Seite 
des  Schmttes  I  gelegenen  Punkt  >  =/',  t  =  0,  >f>*,  besitzen  soil,  angibt.  Unter  Hmzu- 
nahine  der  GroBe  v^  erhdlt  man  namlich  zur  Bestimmung  von  v  die  Gleichung 


r',0 

dabei  ist  der  Integrations^  eg  fui  das  rechts  stehende  Integial  nur  den  Bedmgungen 
unteiworfen,  den  Schnitt  I  nicht  zu  uberschreiten  und  auch  nicht  Punkte  der  Be- 
grenzungslime  v  =  R  zu  enthalten.  Eine  Darstellung  von  y  als  Funktion  der  Polar- 
koordinaten  >,  t  lafit  sich  aber  auch  direkt  gewmnen,  wenn  man  die  am  Ende  des 
vorigen  Artikels  durchgefuhite  Untersuchung  und  das  in  diesem  Artikel  uber  die  Be- 
ziehungen  zwischen  u  und  v  Gesagte  berucksichtigt  Man  erhalt  dann  ohne  Muhe 
far  vf9t  die  Darstellung: 

-2V7T 


,    r 

-£;  I  \fM- 
J 


wobei  C,<  erne  nui  von  rr  und  der  vorgegebenen  QroBe  v^Q  abhangige  QroBe  bezeichnet, 
die  als  Punktion  dieser  GroBen  erhalten  wird,  wenn  man  in  der  vorstehenden  flleichung 
r,  t  in  /,  0  ubergehen  ld£t  und  die  Gleichung  v^  —  0  beachtet. 

Die  Funktion  v  ist  fur  jeden  den  Bedmgungen  r>  B,  Q^t^-%vn  genugenden 
Punkt  r,  t  der  Plache  K'(^  emwertig  und  stetig,  wird  fur  den  Punkt  oc<">  in  derselbon 
Weise  unstetig  wie  die  Punktion  v  und  besitzt  zudem  in  je  zwei  auf  verschiedenen  Seiten 
des  Schnittes  I  gelegenen,  aber  demselben  Werte  von  0  entsprechenden  Punkten  r  =*r, 
*  —  0  und  r  =  r,  t  =  -2vn  Werte,  die  durch  die  Grleichung  v+  —  v  «  v+  —  tr  —  27t£ 
verknupft  sind 

Setzt  man  jetzt  w  «=  M  +  v^,  so  ist  die  so  fur  jeden  nicht  auf  der  Begrenzungs- 
linie  r  =  B  liegenden  und  auch  nicht  mit  dem  Punkte  c»w  zuaammenfallenden  Punkt 
der  Flache  &&  defimerte  GroBe  w  eine  Punktion  der  komplexen  Veranderlichen^ 
Diese  Funktion  wz,  die  durch  die  Gleichung: 

JP. 
W,  ' 


^  . 

,-1±.        /j^y)   _^)]     '[  +  *'•''  d<f, 

J  v     ^-rv* 
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dargestellt  wird,  ist  for  jeden  der  Bedingung  r>jR,  Q^t^  —  Svn  genugenden  Punkt  r,  t 
der  Flache  JT(l)  emwertig  und  stetig,  mrd  fur  den  Punkt  co(l4  in  derselben  Weise 
unstetig  wie  die  Funktion  icz  und  besitzt  zuclem  in  je  zwei  auf  verschiedenen  Seiten  des 
Schnittes  I  gelegenen,  abei  demselben  Werte  von  z  entsprechenden  Punkten  r=*r,  f  =  0 
uud  r  =  r,  ^=  —  2rn  "Werte,  die  durch  die  Gleichung  zrj1"—  ^rr=  i?.+  —  irff"«  2?r?S  ver- 
knupffc  sind.  Unter  JBerucksicktigung  dei*  am  Ende  des  vongen  Artikels  clurchgefuhrten 
Untersuchung  erhalt  man  schliefilich  noch  fur  w9  die  Darstellung: 


T      TT 
=r     e 


wobei 


n>0 
0 

ist 


Vierter  Abschnitt. 


Integration  der  partiellen  Differentialgleichnng  A?/  =  0  fiir  eine  yon  zwei 
konzentrischen  Kreisen  feegrenzte  Ringflache. 


I. 

In  der  Z-Ebene  sei  durch  zwei  uni  den  Punkt  z  =  0  als  Mittelpunkt  nut  den 
Eadien  E,  E,  R>R,  beschnebene  Kreise  ®,  ®  eine  Rmgflache  abgegienzt.  Die  Lage  ernes 
Punktes  #  in  dieser  Flaclie  denke  man  sich  durch  die  fruher  emgefuhrten,  mit  0  durcli 
die  Gleichung: 


verknupffcen  Polarkoordmaten  r,  t  bestimmt. 

Zu  dieser  Ringflache  soil  nun  eine  in  der  ganzen  Flache  emwertige  und  stetige 
Funktion  %  =  u'  +  «A  des  Punktes  x,  y  bestimmt  werden,  welche  fur  jeden  Punkt  Ji,  t 
der  Bandlmie  ^  mit  emer  voigegebenen  emwertigen,  stetigen  und  mit  der  Penode  2n 
penodischen  komplexen  Funktion  f(t]  =  f(t]  +  f"(fy,  fur  jeden  Punkt  E,  t  der  Eandlime  $t 
mit  emer  vorgegebenen  einwertigen,  stetigen  und  mit  der  Periode  2n  penodischen 
komplexen  Funktion  f(t)*-f'(fy  +  f"(f)i  der  reellen  Veranderlichen  t  dem  Werte  nach. 
ubereinstimmt,  fur  jeden  uuieren  Punkt  der  Flaclie  stetige  Denvierte  |^-,  -|^-7  -|^-?  4"4 

o  TJ      oy      oott"      oy 

besitzt  und  in  derselben  Ausdehnung  der  Diiferentialgleichung  A^  ==  0  genugt. 


LaBt  sich  eine  solche  Funktion  u  bestimmeu,  so  ist  dieselbe  zugleich  die  emzigc 
den  aufgestellten  Bedingungen  genugende  Funktion.  Nimmt  man  namlich  an?  dafi  u 
eine  zweite  derartige  Funktion  sei,  und  bildet  alsdann  die  Differenz  w  «  u  —  u,  so  ist  H 
eine  in  der  ganzen  Rmgflache  emwertige  und  stetige  Funktion  des  Punktes  x,  y,  welche 
fur  jeden  Punkt  der  Eandlmien  ®,  ^  den  Wert  Null  hat,  fur  jeden  inneren  Punkt  der 
Flache  stetige  Denvierte  |£  ,  |j-,  ~  ,  ^~  besitzt  und  in  derselben  Ausdehnung  der  Difforen- 
tialgleichung  A¥  =  0  genugt.  Trennt  man  jetzt  den  reellen  Teil  ¥'  der  Funktion  ¥  von  ihrem 
lateralen  Teile  tTt,  so  ergibt  sich,  mdem  man  fur  die  beiden  reellen  Funktionon  H'9  H" 
in  derselben  Weise  schliefit,  wie  es  im  ersten  Abschmtte  zu  Anfang  des  Art.  7  fur  die 
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Funktion  urjt  geschehen  ist,  da8  sowohl  die  groBten  Werte  ff,  G"  als  auch  die  kleinsten 
Werfce  Kr,  K",  welche  die  Funktionen  «?',  H"  in  der  Bingflache  uberhaupt  annehmen, 
unter  den  fur  die  Eandpunkte  auffcretenden  Funktionswerten  vorkommen  mussen,  also 
nicht  von  Null  verschieden  sem  konnen,  und  dafi  demnach  die  Funktionen  li\  H"  fur 
keinen  Punkt  der  Eingflache  einen  von  Null  yeischiedenen  Wert  haben  konnen.  Es 
hat  also  auch  It  =  u  —  u  fur  jeclen  Punkt  der  Eingflache  den  Wert  Null,  oder,  was  das- 
selbe,  die  Funktion  u  ist  nut  der  Funktion  u  identisch.  Die  gestellte  Aufgabe  besitzt 
denmach,  wenjn  sie  uberhaupt  losbar  ist,  nur  eine  emzige  Losung. 

Was  nun  die  Behandlung  der  Aufgabe  betnfffc,  so  kann  dieselbe  mit  Vorteil  auf 
die  Behandlung  der  beiden  einfacheren  Aufgaben  reduziert  werden,  welche  aus  ihr  da- 
durch  hervorgehen,  dafi  man  das  eine  Mai  f(t)  =  0,  das  andere  Mai  f(t)  =  0  setzt.  Lassen 
sich  narahch  diese  beiden  speziellen  Aufgaben  losen,  und  bezeichnet  man  die  Losung  der 
ersten  rait  U,  die  der  zweiten  mit  U,  so  bildet  die  durch  die  Gleichung  it=*U+U 
definierte  Funktion  n  die  Losung  der  ursprunglich  gestellten  Aufgabe.  Mit  Eucksicht 
hierauf  soil  jetzt  zunachst  die  erste  spezielle  Aufgabe  behandelt  werden 

2. 

Die  Bestimniung  der  soeben  definierten  Funktion  U,  der  die  Bedmgungen  auf- 
erlegt  smd,  fur  jeden  Punkt  E,  t  der  Eandhnie  ft  mit  f(f)  deni  Werte  nach  uberem- 
zustimmen,  fur  jeden  Punkt  R,  t  der  Eandlmie  1  den  Wert  Null  zu  besitzen,  soil  hier 
mit  Hilfe  einer  Methode  durchgefuhrt  werden,  die  man  passend  als  Methode  der 
successiven  Influenzen  bezeichnen  kann  Diese  Methode  ist  im  Prinzip  von  E. MURPHY*) 
ersonnen  und  spater  dann  von  den  Herren  C  NEUMANN**)  und  H  A.  SCHWARZ ***"*;  weiter 
ausgebildet  worden. 

Urn  diese  Methode  im  vorliegenden  Falle  anwenden  zu  konnen,  hat  man  vor 
allem  die  gegebene  Eingflache  als  dasjenige  Gebiet  aufzufassen,  welches  der  durch  die 
Lime  ft  begrenzten  Kreisflache  und  der  durch  die  Lime  ®  begrenzten  Kreiserganzungs- 
flache  gememsam  ist,  und  die  Anwendung  der  Methode  hat  dann  in  der  Weise  zu  er- 
folgen,  daB  man  auf  Grund  von  Satz  I  und  von  Satz  III  des  vorhergehenden  Abschnittes 

*)  MTJUPHY,  B, ,  Elementary  principles  of  the  theoiies  of  electricity,  heat  and  moleculai  actions    Part  I  (39). 
(Cambndge  1833,  S   93—98 ) 

**)  NEUMANN,  0  ,  Unteisuohungen  nber  das  loganthmische  und  Newton'sche  Potential     (Leipzig,  Teubner, 

1877,  S  310--338) 

***)  SOHWAKZ,  H  A ,  tfber  einen  Qrenzubergang  dxuch  alternierendes  Yerfahren  —  Uber  die  Integration  der 

partiellen  Diffeientialgleichnng  g+|p  =  0  unter  vorgeschnebenen  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingongen  - 
(Gesammelte  Werke,  Bd  II ,  S  133—171 ) 
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fur  die  Kreisflache  Funktionen  u(l\  w(s),  w(5),  ,  fur  die  Kreiserganzungsflache  Funktionen 
^l(*\  ^^\  «(6),  ,  m  der  Eeihenfolge  ifi\  u(*\  u(*\  •  dadurch  bestunmt,  daB  man  zimachst 
der  far  die  Kreisflache  zu  bestimmenden  Funktion  u(l)  die  in  der  Aufgabe  vorkommende 
Funktion  f(f)  als  Eandfunktion  yorschreibt  und  alsdann  fur  w  — 1,2,  3,  •  die  Werte 
der  fur  die  Kreiserganzungsflache  zu  bestunmenden  Funktion  n(2w°  langs  des  Eandes  ® 
dieser  Flache  der  Gleichuns?  u(lm}  =  u(-m-l}  gemaB,  die  Werte  der  fur  die  Kreisflache  zu 

^         Jf?7 1  Rj  t  ^ 

bestimmenden  Funktion  0<9m+1>  langs  des  Randes  ffi  dieser  Flache  der  Gleichung 
tt£7+l)~tt£?)  gemaB  wahlt,  so  daB  also 

langs  des  Eandes  ®  der  Kreisflache  langs  des  Eandes  ®  der  Kreiserganzungsflache 
<>  den  Wert  u$t  -  /'(f),  ««  den  Wert  uft  =  u^t, 

«$  den  Wert  <\  =  d£t,  <i  den  Wert  ^^  -  «^ , 

w^  den  Wert  dg>t  =  w^,  «^  den  Wert  uft  =  w®  , 


besitzt.    Aus  den  so  fur  jeden  Punkt  der  Emgflache  bestimmten  Funktionen  yP\  u®\  u(*\ 
laBt  sich  n^mlich  erne  unendliche  Eeihe  bilden,  welche  nach  Hmzunahme  emer  gewissen 
einfachen  Funktion  die  verlangte  Funktion   U  liefert. 

Die  Funktionen  u(1\  u(*\  u(*\  lassen  sich  nun  auf  Grund  der  Satze  I?  III, 
wenn  man  noch  bei  den  auf  die  Kreiserganzungsflache  sich  beziehenden  Integralen  die 
Integrationsvariablen  sich  m  demselben  Intervalle  0  2n  bewegen  laBt,  das  hier  der 
Koordinate  t  zugewiesen  ist,  fur  das  Innere  der  Flachen,  auf  die  sie  bezogen  smd,  zu- 
nachst  darstellen  durch  die  Grleichungen: 


Diese  Funktionen  konnen  aber  auch,  unter  Benutzung  der  Hilfsformeln: 
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_   1     ff  g~g»«JB«  1  ,*-ff 

?2       »*J    U^^-afl^JBScofl^-yi  +  S3]   ^-aS/coay-UPi-ri2     Vf 
° 


1      Tr  tf-g^JB9  1  3s-  ;*  , 

2  a  2-2ilos-g:)  +  22m^2J    ^-2J??cos(/-^t-L;a     *"' 


bei  denen  zur  Abkurzung  q  =  ft*R  2  gesetzt  ist,  in  independenter  Form  dargestellt 
werden.  Die  Formel  (Haw.)  geht  aus  der  ersten  Gleichung  (U3.)  des  Satzes  HI,  nachdem  man 
darin  v  =  1  und  in  neuer  Bezeichnung  R  =  R,  <f*=y  gesetzt  hat,  hervor,  wenn  man 
an  Stelle  von  urjt  die  auf  der  linken  Seite  von  (H2m)  stehende,  die  allgemeinen  Eigen- 
schaffcen  von  u^t  besitzende  Funktion  treten  lafit  und  beachtet,  daB  diese  Funktion  fur 
den  Eandpunkt  r  =  R,  t  =  y  durch  den  auf  der  rechten  Seite  von  (H2m)  in  eckigen 
Klammern  stehenden  Ausdruck  dargestellt  wird  Die  Formel  (H2m+1.)  dagegen  geht  aus 
der  ersten  Gleichung  (U1 )  des  Satzes  I,  nachdem  man  daiin  v  =  1  und  in  neuer  Bezeichnung 
<p  =  i/j  gesetzt  hat,  hervor,  wenn  man  an  Stelle  von  ufft  die  auf  der  linken  Seite  von 
(HSW+I)  stehende ,  die  allgemeinen  Eigenschaften  von  urtt  besitzende  Funktion  treten 
laBt  und  beachtet,  daB  diese  Funktion  fur  den  Randpunkt  r  =  R,  t  =  y  durch  den  auf 
der  rechten  Seite  von  (Ham+1)  in  eckigen  Klammern  stehenden  Ausdruck  darge&tellt 
wird.  Um  jetzt  die  independente  Darstellung  der  Funitionen  u(2\  u(*\  zu  erhalten, 
ersetze  man  zunachst  bei  der  zweiten  Gleichung  des  aufgestellten  Systems  die  Grofie  u(^  ^ 
durch  den  ihr  auf  Grund  der  ersten  Gleichung  entsprechenden  Integralausdruck  und 
fuhre  die  Integration  nach  ^  nut  Hilfe  der  Formel  (H,)  aus,  ersetze  hierauf  bei  der 
dritten  Gleichung  die  GroBe  u^^  durch  den  ihr  auf  Grund  der  eben  gewonnenen 
Gleichung  entsprechenden  Integralausdruck  und  fuhre  die  Integration  nach  <pz  mit  Hilfe 
der  Formel  (H3.)  aus;  behandle  weiter  dann  die  folgenden  Gleichungen  der  Reihe  nach 
in  derselben  Weise.  Man  gelangt  so  zu  dem  Gleichungensystem : 


0 


-  83.   , 


P-R,  I 
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welches  die  Funktionen  ua\  i^\  u(*\  •  m  independenter  Form  darstellt  mid  sich 
von  dem  vorher  aufgestellten  auch  dadurch  unterscheidet,  daB  die  links  stehenden 
Grleichungen,  von  der  ersten  abgesehen,  auch  noch  fur  den  Rand  S  der  Kreisflache 
also  far  >  =  R,  die  rechts  stehenden  auch  noch  fur  den  Rand  ®  der  Kreiserganzungs- 
flacbe  also  fur  r  =  R  gelten  Setzt  man  namhch  in  der  die  Funktion  w<*?°  bestimmen- 
den  Grleichung  ?  =  R,  so  geht  das  auf  ihrer  rechten  Seite  stehende  Integral  infolge  der 
Beziehung  q=  R*R~*  in  das  die  GroBe  uf^  darstellende  Integral  uber,  und  entsprechend 
geht,  wenn  man  in  der  die  Funktion  w^+1)  bestunmenden  Grleichung  r  =  R  setzt,  das 
auf  ihrer  rechten  Seite  stehende  Integral  in  das  die  GroBe  u(ffi  darstellende  Integral 
uber  Durch  das  letzte  Gleichungensystem  werden  also,  wenn  man  noch  die  Gleichung 
u§t  =  f(t)  hinzummmt,  auch  die  vorher  fur  die  Funktionen  «(1),  u(2},  n(*\  •  aufgestellten 
Randbedmgungen  zum  Ausdruck  gebracht. 

Bezeichnet  man  jetzt  fur  m  =  1,  2,  3,  den  Wert,  welchen  die  Funktion  u(*f-*> 
im  Mittelpunkte  der  KreisJlache  besitzt,  mit  ?^m"1),  den  Wert,  welchen  die  Funktion  u(f^ 
im  Punkte  cx>  der  Kreiserganzungsflache  besitzt,  mit  u£M\  so  daB  also 


ist,  versteht  unter  G-  den  groBten  der  Werte,  welche  mod/1^)  uberhaupt  annehmen 
kann,  und  wendet  auf  die  den  Diiferenzen  n^T"^-  ufn^  und  ^Jw)-  C"°  entsprechonden 
Ausdrucke  die  von  der  Formel  (F'.)  in  Art.  5  des  zweiten  Abschnittes  nur  durch  die 
Bezei^chnung  sich  unterscheidende,  fur  je  zwei  der  Bedmgung  jj  >  s  I>  0  genugende  reelle 
G-roBen  p,  s  geltende  Fornael: 

2rt  27^ 

mod  fJ-  ff(9\   .    .    *'-*    .  .    ,  dtp  -  ±-  Cf((f>}d(p]  ^  —  arc  sin  (-) 

L2ot  /  '  \fJ  jpa_  2jpscos  (t  —  y)  +  5        *         2^-/  -"         ^  \&' 

0  0 

an,  so  erhalt  man,  wenn  man  noch  die  fur  jedes  der  Bedmgung  0  ^  ^  <  1  genugende  x 
geltende  Ungleich 
den  Beziehungen: 


geltende  Ungleichung  ~  arc  sm  a?  <;  0  beachtet,  die  im  folgenden  zur  Verwendung  kommen- 


mod  «r  °-  <2m-1}  ^  2Gm~l     ,  mod  w- 


von^ienen  die  erste  fur  jedes  der  Bedmgung  r  ^  R,  die  zweite  fur  jedes  dor  Bedmgung 
r^>R  genugende  r  gilt,  und  bei  denen  q  seiner  Definition  gemaB  die  zwischen  0  und  1 
gelegene  Zahl  E2JS~2  vertritt. 
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Uin  nun    die   gewunschte  Funktion  U  zu  erhalten,  bilde  man  aus  den  zu  der 
Ringflache  bestmirnten  Funktionen   i^t,  uty,  u^f,     •  i**'**^  die  unendhche  Reihe. 


,  -      -      -  ,  -      -      -  . 

Diese  Reihe  konvergiert  unabhangig  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  und  zudem  fur 
alle  Punkte  r,  t  der  Ringflache  in  gleichem  Grade,  da  die  nnt  den  Moduln  ihrer 
Glieder  gebildete  Reihe,  wie  die  soebeu  fur  diese  Moduln  gewonnenen  Beziehungen 
zeigen,  far  alle  Punkte  r,  t  der  Ringflache  in  gleichem  Grade  konvergiert  Beachtet 
man  dann  noch,  daB  em  jedes  Ghed  der  Reihe  erne  in  der  ganzen  Ringflache  eimvertige 
und  stetige  Funktion  des  Punktes  r,  t  ist,  und  daB  infolge  der  fur  ;w  =  l,  2,  3,  • 
geltenden  Beziehungen  w|^===  w|*4~1J,  ^7+1)«^?)'  l€m}  —  ^m"^  und  der  Gleichung 
u(£t=f(t)  die  Summe  der  ersten  2w  Glieder  der  Reihe  fur  r=*R  den  Wert  Null,  die 
Summe  cler  ersten  2m  +  1  Glieder  der  Reihe  fur  t  =  E  den  Wert  f(t)  —  u§*  hat,  so 
erkennt  man,  daB  diese  Reihe  eine  in  der  ganzen  Ringflache  emwertige  und  stetige,  mit 
Frjt  zu  bezeichnende,  Funktion  des  Punktes  /,  t  darstellt,  welche  fur  jeden  Punkt  E,  t 
cler  Lime  $  mit  f(t)  —  41}  dem  Werte  nach  uberemstimmt,  fur  jeden  Punkt  E,  t  der 
Lime  ®  dagegen  den  Wert  Null  hat. 

Die  so  eihaltene,  durch  die  Gleichung: 


(i.)  *;,,=  [<)  -  *p\ 

fur  die  ganze  Ringflache  definierte  Funktion  F,it  besitzt  aber  auch  fur  jeden  im  Innein 

/)  77*      /}  7?1      /5"  7/7     /5^  7^ 

der  Ringflache  gelegenen  Punkt  it,  y  stetige  Denvierte  -^-,  -^,  ^,  -^p  und  genugt  zu- 
dem in  derselben  Ausdehnung  der  Differed  tialgleichung  A  2^=0  Urn  dieses  einzusehen, 
beachte  man  zunachst,  daB  aus  dem  letzten  die  Funktionen  u(i\  u(~\  u(*\  darstellen- 
den  Gleichungensysteme  die  fur  w  =  l,2,3,  und  jedes  der  Bedmgung  E  <*  r  <  R  ge- 
nugende  r  geltenden  Gleichungen: 


folgen,  bei  denen  *  =  r&\  t^Ee*1  ist  und  unter  3t|  |  der  reelle  Teil  des  zwischen 
den  beiden  Vertikalstrichen  sich  findenden  Ausdruckes  zu  verstehen  ist.  Bildet  man 
dann  aus  den  hmter  9t  stehenden  Ausdrucken  die  unendliche  Reihe: 


und  beschrankt  die  Bewegung  des  Punktes  *,  der  eben  genannten  Bedmgung  E  ^  r  <  R 

11* 
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entspiechend,  auf  die  von  den  Punkten  des  Eandes  £  verschiedenen  Punkte  der  Emg- 
flcidie,  so  konveigiert  diese  Eeihe,  da  q<l  ist,  fur  alle  in  Betiacht  kommenden  Werte- 
paaie  z=*r</'9  £=Re(pi  unabhangig  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  und  zudem  in 
gleichem  Grade  Daiaus  folgt  aber  zunachst,  daB  diese  Eeihe,  deren  Glieder  stetige 
Funktionen  von  <p  sind,  bei  festgehaltenem  a  erne  stetige  Funktion  der  reellen  Yer- 
anderlichen  <p  darstellt,  und  weiter,  daB  das  von  0  bis  2n  erstreckte  Integral  des  aus 
dem  leellen  Teile  des  Eeihenwertes  durch  Multiplikation  mit  f(y)dy  gebildeten  Diffe- 
rentials gleich  ist  der  Surnme  der  von  0  bis  2n  erstreckten  Integrale  derjemgen  Diffe- 
rentiale,  welche  aus  den  reellen  Teilen  der  einzelnen  Glieder  dei  Eeihe  durch  Multiplikation 
mit  f(<p)dg>  entstehen.  Auf  Grand  dieser  Beziehung  lafit  sich  jetzt  die  Funktion  F,tt, 
nachdem  man  die  Glieder  der  sie  defimerenden  unendlichen  Eeihe  durch  die  dafur  auf- 
gestellten  Integralausdrucke  ersetzt  hat,  fur  jeden  nicht  auf  dem  Eande  ®  gelegenen 
Punkt  ?,  t  der  Emgflache  darstellen  durch  die  Gleichung: 


•Fr,-- 

rii     it 

% 

Kann  man  nun  von  der  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  zwischen  den  beiden 
Yertikalstrichen  stehenden  unendlichen  Eeihe,  deren  Wert  nur  von  dem  Yerhaltnis  der 
GroBen  #,  £  abhangig  ist,  noch  zeigen,  daB  sie  m  der  Emgflache  nach  AusschluB  des 
Eandes  ®  erne  emwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen  Yeranderlichen  &  ist 
oder,  was  dasselbe,  sich  in  eine  nach  Potenzen  von  0  mit  ganzen  Exponenten  fort- 
schreitende  Eeihe  uberfuhren  lafit,  so  ist  damit  bewiesen,  daB  die  Funktion  F^^  wie 
behauptet  wurde,  fur  jeden  im  Innern  der  Emgflache  gelegenen  Punkt  x9  y  stetige 

Denvierte  -^ ,  -^- ,  j^ ,  y-r  besitzt  und  zudem  in  derselben  Ausdehnung  der  partiellen 

Differentialgleichung  A.F==0  genugt  Zum  Zwecke  der  Uberfuhrung  verwandle  man 
nun  die  vorliegende  Eeihe  zunachst,  mit  Hilfe  der  Gleichungen. 


in  die  zweifach  unendhche  Eeihe: 


und  fasse  bei  dieser  Eeihe  einen  jeden  der  beiden  durch  das  Mmuszeichen  verbundonen 
Terme  als  em  Ghed  auf  Kehrt  man  alsdann  bei  dieser  neuen  Eeihe,  indem  man  beachtet, 
dafl  sie  unabhangig  von  der  Anordnung  ihrej:  Gheder  konvergiert,  weil  die  mit  den 
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Moduln  ihrer  Glieder  gebildete  Eeihe   konvergiert,    die    Summationsordnung  um   und 
fuhrt  die  Summation  nach  m  aus,  so  entsteht  die  ^e\Minaclite  Eeihe: 


bei  welchei   der   dem  Summenzeichen   beigefugte  Accent    ancient  en   soil,    daB  fur  den 
Smnmationsbuchstaben  n  der  Wert  Null  ausgeschlossen  ist 

Aus  der  durch  die  Gleichung  (1 )  defimerten,  nach  Emfuhrung  der  eben  gewonnenen 
Eeihe  in  die  G-leichung  ('2.)  fur  alle  Pankte  der  Rmgflache  durch  die  Gleichungen. 


dargestellten  Funktion  J7  erhalt  man  jetzt  sofort  die  zu  Anfang  dieses  Artikels  ver- 

langte  Funktion  U,   indem  man  —  bei  positivem  p  unter  Injj  die  reelle  GroBe    f^ 
verstehend  —  die  durch  die  Gleichung.  i 


lni 
-f  w 

*! 


definierte,  emwertige  uncl  stetige  Funktion  L  des  Punktes  j:,  y  der  Eingflache  hmzuaddiert. 
Diese  letztere  Funktion  verhalt  sich  namlich  im  Innem  der  Rmgflache,  da  In  r  =  fft  |  In  0  j 
1st,  geradeso  wie  die  Funktion  F,  insofern  als  sie  dort  fur  jeden  Punkt  x,  y  stetige 

O  T  O  T  O2  T  Q2  T 

Denvierte  j^,  --,    ^?,  j^  besitzt  und  der  Differentialgleichung  Ai  =  0  genugt,  wahrend 


das  Verhalten  der  Funktionen  F  und  L  an  den  Eandlimen  ®  und  ^  der  Eingflache 
durch  die  Gleichungen  F^t  =  f(t}  —  'M(Q\  LRit=u$]  F^f  =  Q,  L^)t=0  charakterisieit  ist 
Infolgedessen  genugt  die  Funktion  L  +  F  den  samtlichen  fur  die  Funktion  U  auf- 
gestellten  Bedingungen,  und  da  uberdies,  nach  dem  in  Art.  1  dieses  Abschnittes  Be- 
wiesenen,  eine  zweite  diesen  Bedingungen  genugende  Funktion  mcht  existiert,  so  be- 
steht  die  Gleichung  U=L  +  F  Die  verlangte  Funktion  U  wird  dahei,  wenn  man 
noch  die  Konstante  u$  durch  das  ihr  entsprechende  Integral  ersetzt,  fur  alle  Punkte 
der  Eingflache  dargestellt  durch  die  Gleichungen* 


Wobei  ^f-re",  ^-JS^11,  g_=J?R~*  ist. 
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3. 

Die  am  Ende  des  Art.  1  an  zweiter  Stelle  defimerte  Funktion  U,  der  die  Be- 
dmgungen  auferlegt  smd,  fur  jeclen  Punkt  £,  t  der  Randlime  ®  mit  f(t)  dem  Werte 
nach  ubeieinzustimmen,  fui  jeden  Punkt  E,  t  der  Randlrme  ®  den  Wert  Null  zu  be- 
sitzen,  kann,  wie  aus  dem  Yorheigehenden  unmittelbai  ersichtlich  ist,  ebenfalls  duicb  die 
Methode  dei  successrven  lufluenzen  erhalten  werden  Unter  Benutzung  der  im  vongen 
Artikel  fur  die  Funktion  U  gewonneneu  Darstellung  lafit  sich  aber  die  Funktion  U 
auch  durch  das  folgende,  emfachere  Verfahren  eihalten 

Man  ordne  allgemein  dem  Punkte  >,  t  der  Bmgflache  den  duich  die  Gleichung: 

(a)  /  =  ^ 

bestimmten  Punkt  r ,  t  derselben  zu,  beachte,  daB  mfolge  dieser  aieichung  emem  inneren 
Punkte  r,  t  der  Bmgflache  em  ebenfalls  im  Innein  derselben  gelegener  Punkt  -/,  t,  dem 
Punkte  R,  t  der  Bandlime  ®  der  Punkt  R,  t  der  Bandlmie  ®,  dem  Punkte  R,  t  der 
Eandlinie  I  der  Punkt  R,  t  der  Bandlmie  ®  entspncht,  und  definiere  alsdann  fur  die 
Eingflache  eine  Funktion  U  des  Punktes  n' ,  t  durch.  die  Grleichung  U^t=  Ur,t,  b^i  ^.er  r,  t 
den  dem  Punkte  /,  t  entsprechenden  Punkt  bezeichnen  soil.  Diese  Funktion  U  wnd 
dann  fur  jeden  Punkt  r',  t  der  Kmgflache  durch  diejemgen  Grleichungen  dargestellt, 
welche  aus  den  am  Bnde  des  vongen  Artikels  fur  die  Funktion  U  gewonnenen  Qleichungen 

hervorgehen,  wenn  man  darm  v  =  -^  setzt.  Man  erhalt  auf  diese  Weise,  wenn  man 
noch  beachtet,  dafi  eine  GioBe  31 1»  |  ihren  Wert  nicht  dndert,  wenn  man  in  dem 
zwischen  den  beiden  Vertikalstrichen  sich  findenden  Ausdrucke  allenthalben  i  dm  ch  —  ^ 
ersetzt,  fur  die  Funktion  U  die  Gleichungen: 


wobei  /  -  r'etl,  £=Revi  ist 

Was  nun  die  Eigenschaften  der  Funktion  U  betrifft,  so  folgt  zunachst  aus  der 
die  Funktion  U  far  jeden  Punkt  r,  t  der  Kingflache  defimerenden  Gleichung  U9*^<**  Ur^ 
—  da  Urit  eine  in  der  ganzen  Emgflache  einwertige  und  stetige  Funktion  des  Punktes  ?,  t 
ist,  und  der  Grleichung  (G.)  zufolge  emer  m  der  Bmgflache  stetigen  Funktion  des 
Punktes  r,  t  immer  eine  in  der  Bmgflache  stetige  Funktion  des  Punktes  /,  I  entspricht, 
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auch  T7Rtt  =  f(f),  U^t=0  ist  —  daB  die  Funktion  U  eine  in  der  ganzen  RingfLiche  ein- 
wertige  und  stetige  Funktion  des  Punktes  /,  t  ist,  welche  fur  jeden  Punkt  R,  t  der 
Eandlmie  &  mit  f(t)  deni  Werte  nach  ubereinstimnit,  fur  jeden  Punkt  R,  t  der  Rand- 
hme  $  dagegen  den  Wert  Null  hat.  Die  Funktion  U  besitzt  abei  auch  fur  je&en 
im  Innern  der  Kreisflache  gelegenen  Punkt  xr  =  r  cos  t,  y  =  r  sin  t  stetige  Denvierte 

nTr       Q  7^      T^T*      ri^T* 

^-r ,  trr-r ,  J^T  *  jr?7  und  genugt  zudem  in  derselben  Ausdehnung  der  Differentialgleichung 

A  27=0,  da  bei  der  eben  gewonnenen,  die  Funktion  U  fur  alle  nicht  auf  der  Rand- 
linie  ft  gelegenen  Punkte  darstellenden  G-leichung  die  zwischen  den  beiden  Yertikal- 
fetnchen  stehende  unendliche  Reihe  eine  in  der  Rmgflache  nach  AusschluB  der  Rand- 
linie  ^  emwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen  Veranderhchen  z  =xr  +  yi=*  t'ff* 
darstellt,  und  In  /==  Sft|  In  e'\  ist.  Beachtet  man  nun  noch,  daB  die  Funktion  f(t),  mit 
der  die  Funktion  U  langs  der  Randlmie  ^  ubereinstimmt,  nur  der  Bedmgung  unter- 
woifen  ist,  eine  einwertige,  stetige  und  mit  der  Periode  In  penodische  komplexe  Funktion 
der  reellen  Yerandeiiichen  t  zu  sein?  und  im  Rahmen  dieser  Bedingung  von  Anfang  an 
beliebig  gewahlt  werden  konnte,  so  erkennt  man,  daB  die  vorher  gewonnenen,  die 
Funktion  U  fur  jeden  Punkt  r'?  t  der  Ringflache  darstellenden  Gleichungen,  wenn  man 
darin  an  Stelle  der  Funktion  f(f)  die  den  gleichen  Bedingungen  unterworfene  Funktion  f(f) 
treten  lafit  und  entsprechend  f(qj)  durch  f((p)  ersetzt,  auch  den  Accent  bei  r  unter- 
druckt,  eine  Funktion  des  Punktes  r,  t  der  Ringflache  liefern,  welche  den  samthchen 
der  Funktion  U  auferlegten  Bedingungen  genugt  und  infolgedessen  —  da  nach  dem  in 
Art.  1  dieses  Abschnittes  Bewiesenen  eine  zweite  diesen  Bedingungen  genugende  Funktion 
nicht  existiert  —  mit  der  Funktion  U  identisch  ist  Die  verlaoigte  Funktion*  U  wird 
daher  fur  alle  Punkte  der  Ringflache  dargestellt  durch  die  Gleichungen: 


E  o 

wobei  $  =  retl,  ^=jBe9)',  q  =  R*R     ist. 


4. 

Die  Darstellung  der  in  Art.  1  dieses  Abschmttes  verlangten  Funktion  u  kann 
jetzt  auf  Grund  der  Gleichung  u=*U+TJ  sofort  erhalten  werden,  wenn  man  beachtet, 
daB  f&r  jeden  inneren  Punkt  r,  t  der  Ringflache  sowohl  die  fur  t^,  R*r<R,  als 
auch  die  fur  Z7V,  ^<r^u,  gewonnene  Gleichung  besteht,  und  dafi  URtt^f(()9  Z7^«— 0, 
ist.  Die  Funktion  u  wird  demgemaB,  wenn  man  noch  die  Gr&Ben 
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8,  b  ,  £,  %  durch  die  ihnen  entsprechenden  Ausdrucke  ersetzt,  auch  fur  Sft  |  •     |  den  reellen 
Teil  des  zwischen  den  beiden  Vertikalstiichen  sich  findenden  Ausdruckes  setzt  und  die 

dann  auftretenden  Reihen  der  Gleichung  Jf  g(n)~  ^  [g(n)  +  g(-n}]  entsprechend  urn- 

n  =  —  oo  ?i  =  l 

fornit,  fur  alle  Punkte  der  Rmgflache  dargestellt  durch  die  Gleichungen: 


cos  "  '~ 


Das  so  eihaltene  Resultat  bildet  einen  speziellen  Fall  des  Resultates,  welches  Herr 
0  NEUMANN^)  bei  semen  Untersuchungen  uber  die  Integration  der  Diiferentialgleichung 
A^  =  0  fur  erne  von  zwei  Niyeaukurven  begrenzte  Ringflache  auf  einein  von  dem  hier 
eingeschlagenen  Wege  durchaus  verschiedenen  Wege  erhalten  hat. 

Das  gewonnene  Resultat  kann  nun  unmittelbar  von  der  vorhegenden  ,  in  der 
Z-Ebene  konstrmerten  Ringflache  auf  eine  Ringflache  ubertragen  werden,  welche  in  der 
uber  der  Z'-Ebene  ausgebreiteten  ^-blattengen  Flache  I  durch  zwei  um  den  0-fachen 
Windungspunkt  s  =  a  als  Mittelpunkt  mit  den  Radien  E,  R,  R>R,  beschriebene,  keinen 
eigentlichen  Windungspunkt  der  Flache  umschliefiende  Kieislimen  ^!7  ^  abgegrenzt  ist. 
Man  braucht  zu  dem  Ende  nur  die  Punkte  &  dieser  neuen  Ringflache  auf  em  Polar- 
koordmatensystem  zu  beziehen,  welches  den  Punkt  0  =  a  zum  Pol  und  den  von  diesem 
Punkte  in  der  positiven  Richtung  der  .X-Achse  ausgehenden  Strahl  zur  Polarachse 
hat.  also  - 


zu  setzen  und  alsdann  die  fur  u  erhaltenen  Gleichungen  auf  den  Punkt  r,  t  dieser  Ring- 
flache zu  beziehen  Man  erhalt  so  schheBlich  als  Resultat  der  in  diesem  Abschmtte 
durchgefuhrten  Untersuchungen  den  folgenden 

Satz  V.    ),Ist  ^n  der  uber  der  Z-Elene  ausgebreiteten  n-Uattngen  Flache  T  dwell 
zwei  wm  den  Q~fachen  Windungspunkt  #  =  a  als  M'lttelpunkt  m%t  den  Radien  11,  It,  R>i*9 

*)  NEUMANN,  C  ,   Tiber  die  Integration  dei  partiellen  Differentialgleicbting  -^-^  +  -5—7  =  0     Journal  fur  die 


reme  und  angewandte  Matbematik,  Bd  59     (S  336—366,  S  359)    Veigleiche  auch    SOHWAEZ,  H  A,  Zur  Intogiation 
der  partiellen  Diffeientialgleichung  -Jl  +  -Jl  =  o     (Gesammelte  Werke,  Bd  II,  S  176—210,  S  206—210) 
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lesclinelene  ,  Tie  men  eigentlidtrn  Wmditm^punld  dei  Flwltr  ttnwldwflrndp  KttrtuneH  ft,  ft 
czwc  Rmgflaclie  abgeyteuzt,  so  eji^ttnt  zu  dtwi  ItutfiflfuJtc  mnnr*  et>ie  und  ntti  wne  tn  de* 
ganzen  Bingflache  eimiottge  und  bfettr/e  Fault  ton  u*=u'4-u"i  ties  diuili  die  Pohu  loot  dtuaten 
/,  t,  *</•**,  o^<jf;  auf  Gnind  (let  Glftflttuiy  2  =  (  +  yi  =  a  +  )e"  fLuettrn  Punltes  x.  y, 
uelclte  fto  jeden  Punlt  It,  t  tier  Rattdhme  ft  mtt  enm  angeyebrneu  ennv^tiqen.  btetiyen 
mid  tnif  (let  Penodt*  2n  jprnodwJteu  homplemi  FmilittoH  f\t}  =  f\t)  +  f"\t\ii  fiu  jeden 
Piuikt  JR,  t  dt)  Rawttuue  ft  nut  eme)  votgegelrHeu  ptHucitigcHi  stctiyen  und  nut  det  Penode 
STZ  yenodisclieH  lomplexen  F  million  fit)  =  /  '(t)  +  f"(t)*  fle>  teeflen  Tetandeilidien  t  dem 
Wette  nacli  iiletemstimmt,  fiu  jeden  mumm  Pintlt  dej  Rinyfladie  stettge  Demote 
Jx>  J^9  Jj^>  TT*  besitzt  mid  in  detselbru  Ausdelniuuq  (let  jjcutietten  DiffeientMghiclnoig 

A2^  =  |^-  +  ^-  =  0  gemtyt.  Dies?  Function  u  uud  fiu  alle  Pitnlte  der  Ringflaclte  als 
Function  de)  Polarloordmateii  },t  dtugesMlt  durcJi  die  Grlewluingen  • 

"2  j::^::  «»  »  c-»)  }  »? 


-  cos  »  - 


5. 

Es  sollen  jetzt  noch  fur  den  besonderen  Fall,  wo  f(t),  f(t)  reelle  Funktionen 
sond?  zu  ufj  und  entsprechend  fur  den  allgememen  Fall,  wo  f(f),  /*(#)  nicht  der  Be- 
schrankung,  reell  zu  sein,  unterworfen  smd,  zu  mod«M  moglichst  enge  Schranken,  aus 
denen  der  Wert  der  genannten  GroBen  bei  festem  r  und  sich  anderndem  t  nicht  heraus- 
tritt,  ermittelt  warden. 

Man  setze  zunachst  zur  Abkurzung* 

i  -1- 

11     =r  7^=:00    5—  «        «  T$M        —II 

g>.i(y)  -  -1  +  2^  i.^~g^-  cos  "('-y)> 

In  zl          «  =  i    -^     •"  —  -™  •" 

-K  R<r<R, 


*/,»V7V  E 

P-B,  I 
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es  lafit  sich  dann  a  fur  alle  Punkte  der  Eingflache  als  Funktion  der  Polarkooidmaten 
;,  t  aucli  darstellen  durch  die  Gleichungen. 


2* 


Ro 


Die  neu  emgefuhrfcen,  die  GroBen  >,  t  als  Parameter  enthaltenden  reellen  Funk- 
tionen  gr,t(<p),  g,j(<p)  haben,  wie  auch  ?,  t  im  Rahnien  der  Bedingungen  E<i<E,Q^t<^n 
gewahlt  werden,  fm  kein  m  Betracht  koniinendes  cp  emeu  negativen  Weit  Zum  Be- 
weise  dieser  Behauptung  nehme  man  an,  daB  die  auf  den  Punkt  ?0>  tQ,  *<r0</z,  der 
Eingflache  bezogene  Funktion  g,0,ta(<p)  fur  einen  der  Bedingung  0  <;  y0  ^  ^n  genugenden 
Wert  <pQ  von  y  einen  negatiyen  Wert  habe,  also  ^OJ^(y0)<0  sei  Dann  kann  man,  da 
g>^((p]  nach  fruher  Bewiesenem  erne  stetige  Funkfcion  der  leellen  Yeranderlichen  y 
ist,  erne  yon  y>Q  verschiedene,  der  Bedmgung  0^9)^2^  genugende  Zahl  yt  von  der 
Art  angeben,  daB  gr^(<p)  ^ur  Je(3es  zwischen  (pQ  und  ^  liegeude  y  einen  negativen 
Wert  besitzt  LaBt  man  nun  in  dem  soeben  fur  u  aufgestellten  Gleichungensysteme 
an  Stelle  der  Funktion  f(t]  die  Null,  und  zugleich  an  Stelle  der  Funktion  f(t)  erne 
einwertige,  stetige  und  mit  der  Penode  2n  penodische  reelle  Funktion  von  t  treten, 
welcKe  fur  jedes  nicht  zwischen  cpQ  und  ^  liegende,  der  Bedingung  ()<,t<2n  genugende  t 
den  "Wert  Null,  fur  jedes  zwischen  <pQ  und  ^  liegende  t  dagegen  einen  positiven  Wert  hat, 
so  erh^lt  man  erne  reelle  Funktion  u  von  der  im  Satze  V  defimerten  Art,  welche  fur 
den  im  Innern  der  Eingflache  gelegenen  Punkt  r0,  tQ,  aber  fur  kemen  auf  emer  der  Eand- 
hnien  ^!,  ^  der  Eingflache  gelegenen  Punkt  einen  negatiyen  Wert  besitzt  Dieses  Ver- 
halten  der  gewonnenen  Funktion  u  widerspncht  aber  dem  schon  in  Ait  1  benutzten 
Satze,  daB  sowohl  der  groBte  wie  der  kleinste  Wert,  den  erne  solche  Funktion  u  in 
der  Eingflache  uberhaupt  annimmt,  unter  den  fttr  die  Eandpunkte  auftretenden  Funk- 
tionswerten  vorkomnien  muB.  Die  Annahme  #,OJ*0(<p0)  <  0  hat  also  auf  einen  Widerspruch 
gefuhit  und  ist  daher  als  unzulassig  zuruckzuweisen  Damit  ist  aber  der  erste,  auf  die 
Funktion  g/lt(y)  sich  beziehende,  Teil  der  aufgestellten  Behauptung  bewiesen,  und  es 
kann  auf  dieselbe  Weise  auch  der  Beweis  fur  den  zweiten,  auf  die  Funktion  (jr,t(<p)  «ich 
beziehenden,  Teil  der  Behauptung  erbracht  werden 

Nachdem  jetzt  feststeht,  daB  die  Funktionen  gr,t(<p),  9r,t(<p)>  wio  auch  die  Orofion  r,  / 
im  Eahmen  der  Bedingungen  R<r<E,  Q<zt<2n  gewahlt  werden,  fur  kemen  Wert 
von  (f  emen  negativen  Wert  haben,  betrachte  man  zun^chst  den  besonderen  Fall,  wo 
,  f(t]  reelle  Funktionen  smd.  Setzt  man  dann,  unter  K,  K  dio  kleinsten,  unter 
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Cr9  G-  die  groBten  den  Funktionen  fif\,fif\  beziehuugsweise  zukommenden  Werte  ver- 
stehend,  in  dem  letzten  fur  z/M  aufgestellten  Ausdiuck  an  Stelle  von  /Yy»,  /T?;  dab 
eine  Mai  K,  K.  das  andere  Mai  G-,  G  beziehungsweise  so  gewinnt  man  fur  u^t  die 
gunstigste  untere  imrl  die  gunstigste  obere  Schranke  uncl  erhalt  schliefilich ,  wenn  man 
noch  die  Grleichungen 


-s- 


beachtet,  die  gewunschte,  ancli  noch  fur  r  =  R  uncl  r  =  J?   geltende,  Formel: 

,    j  ,7  _    ?          _    j 

In  —  In  —  In  -=r-  In  — 


.  J 

T>        '  7p     =        ^jf    \  ~D  T)    y 

T      -K  ,      -a  i-o-  i     Jtv 

In  •=-  In  —  In  —  In  — 

JB  J?  E  E 


Sollen  dagegen  in  dem  allgememen  Falle,  wo  die  Funktionen  f(t),  f(t)  nicht  der 
Beschrankung,  reell  zu  sein,  unterworfen  smcl,  far  mod  ttt^  moglichst  enge  Schianken 
eimittelt  werden,  so  leite  man  zunachst  aus  der  fui  u,tt  aufgestellten  Grleichung  unter 
Anwendung  des  in  Art.  3  des  zweiten  Abschmttes  bewiesenen  Modulsatzes  die  Ungleichung 


ab  uncl  beachte,  daB  man  fur  den  auf  der  rechten  Seite  dieser  Ungleichung  stehenclen 
Ausdruck  die  gunstigste  obere  Schranke  gewinnt,  wenn  man  darin,  unter  G,  &  die  groBten 
den  Funktionen  mod  /'(£),  modf(t)  beziehungsweise  zukommenden  Werte  verstehend, 
an  Stelle  von  mod  f(y),  mod  f(cp)  die  Q-roBen  G-,  G-  beziehungsweise  treten  lafit  Fuhrt 
man  dann  noch  die  Integrationen  aus,  so  erhalt  man  sehlieBlich  die  gewunschte,  auch 
noch  fur  t  =  E  und  ;  =  E  geltende,  Formel: 


i  —          i  — 


In     .  b,     . 

E  E 
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Fimfter  Abschnitt. 

Integration  der  partiellen  Differentialgleiclmng  A?/~0  fur  eine  Riemann'sclie 
Flache  T  bei  vorgegebenen  Unstetigkeitsbedingungen, 


1. 

Die  in  Art  3  des  dritten  Abschmttes  emgefuhite,  uber  der  Z-Ebene  ausgebreitete, 
fa-blattrige,  geschlossene  Kieniann'sche  Flache  T  besitzt  der  Voraussetzung  gemaB  erne 
endliche  Anzahl  von  Wmdungspunkten,  die  teilweise  oder  aucli  insgesanit  von  hoherer 
als  der  ersten  Ordnung  sem  konnen.  Sieht  man  nun  emen  (?/  — l)-fachen  Windungs- 
punkt,  insofern  als  derselbe  stets  duich  Zusammenrucken  von  (V  — 1)  passend  gew&hlten 
einfachen  Windungspunkten  erzeugt  werden  kann,  als  aquivalent  an  mit  (V  — 1)  em- 
fachen  Windungspunkten  und  bezeichnet  die  Anzahl  der  einfachen  Windungspunkte, 
welche  der  Flache  T  bei  dieser  Art  der  Zahlnng  zukommen,  mit  ID,  die  Zahl,  welche 
den  Zusammenhang  der  Flache  angibt,  mit  2^  +  1,  so  besteht  zwischen  den  ganzen 
Zahlen  n,  w,  p  stets  die  Beziehung  w=*%(p  +  n—l).*)  Der  spezielle  Fall  w  =  2n  —  2, 
p  =  0  ist  bei  den  folgenden  Betrachtungen  ausgeschlossen 

Die  (2p  +  l)-fach  zusammenhangende  Flache  T  kann  auf  die  verschiedensten 
Weisen  durch  2p  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhtogende  Flache  Tf  verwandelt 
werden.^*)  Das  fur  die  weiteren  Untersuchungen  zweckmafiigste  Querschmttsystem 
ergibt  sich  auf  folgende  Weise  (s  Fig.  4).  Man  fixiere  in  der  Flache  T  irgend  emen  nicht 
mit  einem  Wmdungspunkte  zusammenfallenden  Punkt  c/^  und  ziehe  von  ihm  aus  emen 
ersten  die  Flache  nicht  zerstuckelnden  Querschmtt,  der  zu  einem  von  c7*0  verschiedenen 
seiner  Punkte  zuruckkehrt.  Dieser  Querschmtt  setzt  sich  dann  zusammen  aus  einem 
geschlossenen  Schmtte  aA  und  einem  Schmtte  cl9  welcher  von  <^0  ausgeht  und  in  den 
Schnitt  a±  mundet.  Bei  dem  Schmtte  cx  soil  die  eine  Seite  als  die  positive,  die  andere 
als  die  negative  bezeichnet  werden,  und  zwar  sei  die  Bezeichnung  so  gewahlt,  daB  bei 

*)  RIBMANN,  B  ,  Theone  der  Abel'schen  Functionen  I,  Art  7  (G-esammelte  Werko,  2  Aufl  ,  S  88—144, 
S  113,  114) 

**)  RIEMASN,  B  ,  Theone  der  Abel'schen  Functionen    I,  Art  3,  II,  Art   19    (Gesammelto  Werke,  2  Aufl, 

S  88—144:,  S   104,  S  129,  130) 
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einem  positiven.  d.h.  dem  positiren  Drehungssinn  des  Polarkoordmatensy stems  entsprechen- 
den,  Unilauf  um  den  Punkt  e^  der  Schnitt  ci  von  der  positiven  zur  negativen  Seite  Inn 
uberschritten  vrird,  bei  dem  Schmtte  a±  dagegen  soil  diejeuige  Seite.  auf  vrelcher  dei 
Schnitt  q  mundet,  als  positive,  die  andere  als  negative  angesehen  werden  Einen  zweiten, 
mit  61  zu  bezeichnenden,  Querschnitt  ziehe  man  jetzt  von  dem  dei  negativen  Seite  des 
Schmttes  ^  und  der  positiven  Seite  des  Schnittes  a±  gememsam  angehorigen  Punkte  aus 
durch  die  Flache  bis  zu  demjenigen  Punkte  auf  der  negativen  Seite  cles  Schnittes  ^ ,  Tvelcher 


Yt 


Fig    4 

dem  Ausgangspunkte  gegenuber  liegt,  und  nenne  bei  diesem  Schnitte  \  diejemge  Seite, 
auf  welcher  der  Schnitt  ci  mundet,  die  positive,  die  andere  die  negative  Die  auf 
diese  Weise  aus  der  Flache  T  entstandene,  von  den  beiden  Seiten  der  Schmtte  a±9  &t,  ct 
begrenzte  Flache  ist  eine  (2p  —  l)-fach  zusammenhangende  Diese  Flache  verwandle 
man  nun,  mdem  man,  wiederum  vom  Punkte  <£?  ausgehend,  in  derselben  Weise,  wie 
es  vorher  bei  der  Flache  T  geschehen  ist,  zwei  aus  drei  Teilen  <?3,  a2,  \  bestehende 
Querschnitte  zieht,  in  eine  (2p  —  3)-fach  zusammenhangende  Flache  und  fahre  so  fort,  bis 
man  zu  einer  einfach  zusammenhangenden  Flache  kommt,  ziehe  dabei  aber  die  Schnitte 
c3,  •  •  ,  cp  so,  daB  die  Schnitte  c  bei  einem  negativen  Umlauf  um  ihren  gememsamen 
Ausgangspunkt  e^  in  der  Reihenfolge  c1?  c?2,  c3,  ,  cp  uberschritten  werden. 

Die  in  angegebener  Weise  aus  der  Flache  T  entstandene  einfach  zusammenhangende 
Flache,  deren  Begrenzung  von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  av,  &„  cv,  »=i,*,  ,*,  gebildet 
wird,  soil  mit  T'  bezeichnet  werden.  Ist  hier  oder  im  weiteren  Verlaufe  der  Arbeit 
kurzweg  von  Schnitten  oder  Kurven  die  Rede,  so  sind  darunter  ausschlieBlich  solche 
zu  verstehen,  welche  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stucken  algebraischer  Kurven 


94  Fimftei   Abschmtt 

zusaniniengesetzt  smd,  also  auch  aus  Strecken  oder  Kreisbogen  bestehen  konnen,  und 
rleinnach  un  allgememen,  also  etwa  abgesehen  von  emzelnen  Punkten,  erne  bestiminte, 
beim  Fortschreiten  auf  der  Kurve  ihre  Richtung  stetig  anderncle  Tangente  besitzen 
Speziell  in  bezng  auf  die  Schmtte  a,  I,  c  aber  soil  vorausgesetzt  werden,  dafi  dieselben 
sich  ans  emer  endhchen  Anzahl  von  Stucken  gerader  Linien  zusainmensetzeii  Diese 
Bedingung  koinint  nur  fur  die  in  Art  10  durchzufuhrenden  Untersuchungen  in  Betracht 
und  kann  spater,  nachdem  das  Encliesultat  erhalten  ist,  leicht  abgestreift  werden.  An 
Stelle  des  Punktes  c/*Q  der  Flache  T,  von  clem  die  p  Schnitte  cl9  cs,  ,  cp  ausgehen, 
sincl  bei  der  Flache  T  ]}  Begrenzungspunkte  getreten,  die  in  dei  Weise  clurch  f1?  fa,  ,tp 
bezeichnet  werden  sollen,  dafi  f,  den  der  negativen  Seite  von  cr  und  der  positiven 
Seite  von  cj-lp  gemeinsam  angehongen  Punkt  bedeutet  Dagegen  sollen  die  funf  zur 
Begrenzung  von  TF  gehorigen  Punkte,  welche  an  Stelle  des  den  drei  Schnitten 
a,,  &,,  cv  0=1,2,  |P)  gememsamen  Punktes  dei  Flache  T  getreten  smd,  m  der  aus  dei 
Figur  zu  ersehenden  Weise  durch  pr,  q,,  r,,  8,,  t,  bezeichnet  werden  Bndlich  sollen 
zwei  Punkte  der  Begrenzung  von  Tf,  die  sich  nur  dadurch  unterscheiden,  claB  der  eine 
auf  der  positiven,  der  and  ere  auf  der  negativen  Seite  ernes  Schnittes  a,,,  &„  oder  c,  hegt, 
und  denen  daher  derselbe  Wert  von  z  zukommt,  entsprechende  Begrenzungspunkte 
genannt  und  allgemem  durch  ^ ',  gP~  bezeichnet  werden 

Bei  der  Begrenzung  der  Flache  T'  soil  als  positive  Eichtung  des  Durchlaufens 
diejenige  bezeichnet  werden,  welche  zu  der  ins  Innere  von  Tr  genchteten  Normalen 
der  Begrenzungslmie  ebenso  liegt  wie  die  positive  Richtung  der  X-Achso  zur  positiven 
Eichtung  der  Fz-Achse  Diese  positive  Richtung  des  Durchlaufens  ist  in  der  Figur 
druch  Pfeile  angedeutet.  Infolge  der  uber  die  Schnitte  gemachten  Voraussetzungen 
besitzt  die  Begrenzung  der  Flache  T'  eine  bestimmte,  nut  A  zu  bezeichnende,  Lange, 
und  man  kann  daher  die  Lage  eines  Punktes  $*  der  Begrenzung  dadurch  emdeutig 
bestimmen,  dafi  man  die  Lange  A  desjenigen  Stuckes  der  Begrenzung  angibt,  welches 
man,  vom  Punkte  ^  in  der  Richtung  des  Pfeiles  ausgehend,  durchlaufen  muB,  urn 
zum  Punkte<^  zu  gelangen  Die  Zahl  X,  o<u<./?  soil  die  Koordmate  des  Begrenzungs- 
punktes  &  genannt  werden. 

2. 

Es  moge  unter  f*-f(fy*=f(ty  +  f'(X)i  eine  durch  die  Koordinate  A,  VZKJ,  als 
unabhangige  Veriinderliche,  auf  die  Begrenzung  der  Flache  T  bezogene  Funktion  ver- 
standen  werden,  die  fur  jeden  Punkt  $*  der  Begrenzung  einen  bestimmten,  nut  f#>  zu 
bezeichnenden,  Wert  besitzt,  beim  IJbergang  des  Punktes  &  zu  emem  benachbarten  &* 
eine  zugleich  nut  der  Lange  des  Bogens  $*$*'  gegen  Null  konvergierende  Anderung 
erfehrt,  und  deren,  allgemem  mit  /"+,  f~  zu  bezeichnende,  Werte  in  je  zwei  durch 
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einen  und  denselben  der  Schnitte  «,&,<?  getrennten  Begrenzungspunkten  cP~,  &*~  durch 
eine  und  dieselbe  Gleichung  in  der  Weise  verknupft  sind,  dafi 

langs  tf,  [/*•*•  =  At  /'"  +  S(, , 


1st,  wobei  A,,  B,,  S(J?  S3J?  1=1,2,  ,*,  Konstanten  bedeuten.  Die  Konstanten  Aiy  J?,,  >  =  i,->,  ,*, 
sollen  den  Bedingungen  ^  +  0,  B^O  unterworfen  sem,  da  weder  im  Palle  ^L,«0 
noch  im  Falle  B,  =  0  von  einer  Verknupfung  der  Werte  f+,  f~  langs  des  betreffenden 
Schmttes,  a,  oder  &,,  die  Eede  sein  konnte  Zwischen  den  Konstanten  A,,  Bv,  §(,,  S, 
und  den  Werten,  welche  die  Funktion  f  in  den  Punkten  ^,  q,,  r,,  §»,  t,  besitzt  (s  Fig  4), 
bestehen  dann  auf  Grund  der  Beziehungen  (S)  die  Gleichungen: 


3.j     ^-B,  /;,+  »„  4;    ^-5,^+8,, 

5)  /;,-£,, 

und  man  erkennt,  indem  man  die  aus  den  ersten  vier  Gleichungen  durch  Elimination 
der  GroBen  f^9  f^  sich  ergebenden  Gleichungen' 

/;,-  At  BV  fir+  A,  »,+«,,        4=  A5V  /;v+  B,  a,  +  », 

mit  der  Gleichung  ftv=  fiv  kombiniert,  da6  die  bei  einer  solchen  Funktion  auffcretenden 
4p  Konstanten  J.r,  Br,  3tJ?  S5r?  ''=1,2,    ,^?  durch  die  p  Relationen 

(S'.)  (i-£r)St^(l-^)SBl(? 

verknupffc  sind. 

Sind  umgekehrt  irgend  4j9  den  p  Gleichungen  (S'.)  und  den  Bedingungen  -4V4=0, 
J5V4=05  *=i,2,  ,p,  genugende  Konstanten^,  J5V,  5(v,  S5r,  1=1,2,  ,^?  gegeben,  so  lassen  sich 
dazu  immer  unbegrenzt  viele  Funktionen  bilden,  welche  dieselben  Eigenschaften  besitzen 
wie  die  eben  betrachtete  Funktion  f.  Zur  Herstellung  einer  solchen  Funktion  f  nehme 
man  zunachst  die  p  Werte  f^,  1=1,2,  ,P,  sowie  den  Wert  f^=*f^=*  =»/J  willk-Qrlich 
an  und  bestimme  hierauf  mit  Hilfe  der  Gleichungen  1),  2.),  3.),  4)  die  4p  Werte 
f^  /t|(»  /»„»  /t,,»  r=1'2>  jp-  I^folg^  der  Bedingungen  (S')  ist  dann  die  Gleichung  f  *„*=&,  fur 
jedes  v  yon  selbst  erfullt  Wahlt  man  jetzt  die  Werte  der  herzustellenden  Funktion  f  fur 
die  negative  Seite  eines  jeden  der  Schnitte  a,  &,  c  unter  Festhaltung  der  schon  bestimmten 
Werte  /J,,  fq,  fr,  ft,  /J  so,  dafi  /"  fur  die  ganze  negative  Seite  eines  jeden  der  Schnitte 
a,  b,  c  eine  einwertige  und  stetige  Funktion  der  Koordmate  A  ist,  und  bestimmt  alsdann 
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die  Werte  der  Funktion  f  fur  die  positive  Seite  eines  jeden  der  Schmtte  a,b,  c  den 
Gleichungen  (B)  gemafl,  so  ist  damit  erne  Funktion  f  der  verlangten  Art  hergestellt 
Zugleich  erkennt  man,  daB  sich  auf  diese  Weise  zu  den  gegebenen  Konstanten  A,  B, 
8f,  S3  unbegrenzt  viele  derartige  Funktionen  bilden  lassen. 

Da  nach  dem  eben  Bewiesenen  die  Gresanitheit  der  GroBensysteme  AI9  B19  §tx,  S^; 
,  Ap,  Bp,  Sly,  33^,  welche  far  die  Bildung  von  Funktionen  f  der  in  Rede  stehenden 
Art  in  Betracht  kommen  konnen,  durch  die  Gleichungen  (S')  und  die  Ungleichungen 
j4,+  0,  -BTH=0,  >  =  i,2,  ,p9  vollstandig  charakterisiert  ist,  so  erhalt  man  stets  em  der- 
artiges  System  von  4j>  GroBen,  wenn  man  an  Stelle  ernes  jeden  der  p  Teilsysteme 
[A,,  Bv,  &,,  S3J,  '=1.2,  ,*,  ans  denen  sich  das  allgememe  System  A^B^^^\ 
Ap,  £p,  ^  ^  zusammensetzt,  em  in  semen  vier  Elementen  der  Gleichung 


sowie  denBedingungen^l  +  0,  J5  +  0  genUgendes  Zahlensystem  [^,JB,SC,  S3]  treten  laBt 
DaB  man  auf  diese  Weise  aber  auch  ein  jedes  deiartige  System  von  4jp  GroBen  er- 
zeugen  kann,  leuchtet  unmittelbar  em  Beachtet  man  nun,  daB  die  mit  einer  willkur- 
lichen  Konstanten  fl  gebildeten  GroBen  8t-(l-^)ft,  95  =  (1~^)^  stets  eme  Losung 
der  eben  aufgestellten  Gleichung  bilden,  und  diese  Losung  -zugleich  die  allgememste  ist, 
wenn  die  GroBen  A,  B  nicht  beide  den  Wert  1  haben,  daB  dagegen  in  dem  Falle  A  =  1? 
B  =  l  die  Gleichung  von  selbst  erfullt  ist,  welche  Werte  man  auch  den  GroBen  9[,  SB 
beilegen  mag,  so  erkennt  man,  daB  die  Gesamtheit  der  fur  die  Bildung  von  Systemen 
A^  Bi?  2(1?  SBX;  -;  Ap,  Bp,  Wf,  %f  der  verlangten  Art  in  Betracht  kommenden  Teilsysteme 
[^,^,^,33,1  (»=i,s,  ,jo  aus  den  beiden  Systemen: 

[A,  B,  (l-^)ft,  (l-J?)ft],    [1,  1,  ?t,  95] 

hervorgeht,  wenn  man  beim  ersten  die  GroBen  A,  B,  &  unter  Festhaltung  der  Bedmgangen 
A=^0,  5  +  0  und  unter  AusschluB  des  Wertepaares  1,  1  fur  das  GroBenpaai  A,  1>,  beim 
zweiten  die  GroBen  21,  S3  sich  iin  Gebiete  der  komplexen  Zahlen  fi%ei  bewegen  lafit 

Es  moge  zum  Schlasse  noch  bemerkt  werden,  daB  auch  jede  Konstante  k  ak 
eine  Funktion  f  der  betrachteten  Art  aufgefaBt  werden  kann  Setzt  man  namlich 
f=k,  sodaB  also  langs  des  ganzen  Schmttsystems  f~=l,  f+^Jc  ist,  und  beachtet, 
daB  alsdann 

Ungs  ar{r=Arf-+(l-At)Jc, 

langs  &,,{/1+=^,/-+(l-5,)7f?  »-»,s,    .A 
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ist,  welche  GroBen  man  auch  unter  A19  _Z?,,  1=1,2,  5jP,  verstehen  mag,  so  erkennt  man, 
daB  eine  Konstante  I  iminei  nnd  zwar  auf  unbegienzt  viele  Weisen  als  erne  Funktion  /' 
der  betiachteten  Ait  aufgetafit  werden  kann. 


3. 

Die  dein  Punkte  -x  der  Z-Ebene  entsprechenden  Punkte  oc^,  cc2,  -%ootf  der 
T'  sollen  rait  c/i,  c?2,  ,  o^,  die  zugehorigen  Ordnungszahlen  mit  ^—1,^—1, 
,  vi  —  \  bezeichnet  warden.  Im  Anschlusse  daran  sollen  die  im  Endlichen  gelegenen 
Wmdungspunkte  £=0^,  s^a**  •,?  =  &,  der  Flache  Tr  nut  ePfffl,  <^+s,  »  c^+r»  die 
zugehorigen  Oidnungszahlen  unt  ^?+1—  1,  ytf+s—  1,  ,  ^g+r~  1  bezeichnet  werden. 
Zwischen  den  Zahlen  v  und  den  schon  fiuher  eingefiihiten  Zdhlen  >?,  w,  mit  denen  die 
Zahljj  dnrch  die  Relation  n  =*%(j)  +  u—  1)  verknupffc  ist,  bestehen  dann  die  Beziehungen, 


x=l 


Die  Zahlen  r1?  r2?  ?  ^  konnen  teilweise  oder  auch  alle  mit  der  Zahl  1  zusanmien- 
fallen,  in  deni  letzteren,  durch  q=*n  charakterisierten,  Falle  liegen  die  Wmdungspunkte 
der  Flache  T'  samtlich  im  Endlichen  Die  Zahlen  yff+1,  yff+s,  ,  ^+r  dagegen  sind 
samtlich  groBer  als  1.  Zu  den  aufgezahlten  q  +  >  Punkten  nehme  man  nun  noch  irgend  t 
mcht  auf  der  Begrenzung  gelegene  Punkte  g^s^&^e^  -,z  =  st  der  Flache  T'  hinzu 
und  bezeichne  dieselben  mit  ^tf+,+1,  e^+;+2,  ,  ^+>+<,  setze  auch  zur  Abkui'zung 
q  +  }  +i  =  s  In  den  Fallen,  wo  die  Punkte  a,  s  unterschiedslos  betrachtet  werden, 
soil  der  kurzereu  Darstellung  wegen  eine  einheithche,  durch  die  Gleichungen  cq=  tftf+l, 
«2=^+2?  .^r^^+rj  ^i^  «*+,  +i  »  £2=  ^+,  +2  1  »«*=a^+>+*  bestimmte  Bezeichnung  fur 
sie  verwendet  werden,  zugleich  soil  dann,  im  Anschlusse  an  schon  fruher  Bemerktes, 
der  Punkt  <^+r+T  (^=1,2,  ,  />,  dein  der  Wert  ^  =  £r=-r^+;+r  entspncht,  als  em  0-facher 
Windungspunkt  angesehen  und  demgemaB  ihm  die  Ordnungszahl  vq+r+t—  1,  wobei 
^+,+r=l  ist,  zugelegt  werden 

Man  betrachte  jetzt  fur  cr  =  l,2,  •  •,  ^  den  Punkt  $*a  als  Punkt  einer  zum 
Eadius  lla  gehorigen,  rff-blattngen  Kreiserganzungsflache  K'a  und  denke  sich  die  Lage 
ernes  Punktes  0  in  dieser  Flache,  den  in  Art  3  des  dntten  Abschmttes  gemachten  Fest- 
setzungen  getnaB,  durch  Polarkoordmaten  rff,  ta,  razRff,*?ta>-*,<art,  die  mit  $  durch  die 
Gleichung  0  =  £  +  yi  =  raetal  yerknupft  sind,  bestimmt  Entsprechend  betrachte  man  fur 
a^q  +  1,  q  +  2,  ,s  den  Punkt  <^,  dem  der  Wert  s  =  aff=<vf  fl£e  entspncht,  als 
Mittelpunkt  einer  zum  Eadius  Ha  gehoiigen,  ?vblattrigen  Kreisflache  Ka  und  denke 
sich  die  Lage  ernes  Punktes  &  in  dieser  Flache,  ebenfalls  den  in  Art.  3  des  dritten  Ab- 

3>-B,  r  13  ' 
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schmttes  geinachten  Festsetzungen  gemafi,  durch  Polarkoordmaten  rff,  ta,  o<rff^ 
die  mit  g  durch  die  Gleichung  2=  /  +  iji  =  aa+  r(Jetot  verknupft  sind,  bestimmt  Dabei 
sollen  jedoch  die  Eadien  jf?1?  J83,  ,  JR.  so  gewahlt  sem,  dafi  die  zugehongen  Flachen 
A",  A7,  ,  A;',  A;+I,  A;+ >,  ,  A;  getrennt  liegen,  und  auch  kerne  derselben  emen 
Begrenzungspunkt  der  Flache  Tr  enthalt, 

Der  Flache  K'0  ^=1,2,    ,»>  oidne  man  nun  die  durch  die  Gleichung' 


.») 


bestiminte   emwertige   Funktion   des  Punktes   ra,ta,  »tt>^  o?*0>-3ifl*,  zu,    der  Flache 
(rr=s+i,?+2,    ,6)  dagegen  die  duich  die  Gleichung: 


bestimmte  einwertige  Funktion  des  Punktes  va,  ta,  o<>ff<Rff,  o<?tf<2vff^  Dabei  bezeichnen 
die  w  positive  ganze  Zahlen,  die  £  irgend  welche  komplexe  Konstanten,  die  teilweise 
oder  auch  samthch  den  Wert  Null  haben  konnen,  die  auftretenden  Loganthmen  smd 
der  Bedingung  reell  zu  sein?  die  auftretenden  Potenzen  der  Bedingung  positiy  zu  sem 
unterworfen.  Die  wesentlichen  Eigenschaften  der  aufgestellten  Funktionen  cp  sind  aus 
den  zu  Anfang  des  Art.  7  und  des  Art  5  des  dritten  Abschmttes  geinachten  Ausfuhrungen 
zu  entnehmen 

Es  moge  jetzt  unter  F=F(x,y)  erne  komplexe  Funktion  des  Punktes  v,  y 
der  Flache  T'  verstanden  werden,  die  fur  jeden  von  den  Punkten  cP^,  c^2?  ,  ^  ver- 
schiedenen  Punkt  der  Flache  emwertig  und  stetig  ist,  fur  den  Punkt  $*0  (o-*i,*,  ,  o  in 
derselben  Weise  unstetig  wird  wie  die  Funktion  <p(J7  in  dem  Smne,  daB  fur  cr  =  l?2?  ,  q  die 
Differenz  .FfV^cos  ta,  ra&mt^)  —  <pa(ra,t^tmi  unbegrenzt  wachsendem  r0,  fur  o=(j[+l,  (j+2,  ,s 
die  Differenz  F  (a^+r^cos  tin  a"0-\-ra  sin  Q  —  ^(^v,^)  nut  unbegrenzt  abnehmendem  ra 
gleichmaJBig  fur  alle  Werte  von  t0  gegen  eine  von  t0  unabhangige  GroBe  konvergiert, 
und  deren,  allgemein  mit  F+,  F~  zu  bezeichnende,  Werte  in  je  zwei  durch  emen  und 
denselben  der  Schmtte  a,  &,  c  getrennten  Begrenzungspunkten  $*,  $~"  durch  eine  und 
dieselbe  Gleichung  in  der  Weise  verknupft  sind,  dafi 


(S  )  langs 
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ist,  wobei  A,,  B^  St,,  23,,  1=1,2,    fl>,  vorgegebene  Konstanten  bedeuten,  die  nach  der  im 
vorhergehenden  Artikel  durchgefuhrten  Untersuchung  den  p  G-leichungen. 


(S'.) 


*  =  1,2,        ,  p, 


zu  genugen  haben,   und  die  im  ubngen  nur  den  Bedingungen  A,^  0, 1>,  +  0,  »  =  i,2,    ,Py 
unterworfen  sein  sollen. 

Die  Funktion  F  kann,  da  sie  der  Voraussetzung  gemaB,  als  Funktion  des 
Punktes  x,  y  von  T'  betrachtet,  mcht  nur  fur  jeden  von  den  Punkten  $[,  &l,  ,  $*, 
verschiedenen  mneren  Punkt  der  Flache  T',  sondern  auch  far  jeden  Begrenzungspunkt 
der  Bedmgung  der  Stetigkeit  genugt,  auf  unbegrenzt  viele  Weisen  uber  jedes  Stuck  der 
Begrenzung  hinuber,  das  selbst  nur  einen  Teil  der  negativen  oder  der  positiven  Seite 
eines  Schnittes  a,,  6,  oder  c,  bildet,  stetig  fortgesetzt  werden  Unter  alien  diesen  Fort- 
setzungen  ist  eine  dadurch  ausgezeichnet,  daB  sie  in  direktem  Zusammenhang  mit  der 
zu  dem  betreffenden  Schnitte  gehorigen  Gleichung  des  Systems  (S)  steht  Diese  Art 
der  Fortsetzung  soil  jetzt  naher  charakterisiert  werden. 

Zu  dem  Ende  nehme  man  irgend  em  den  Mundungspunkt  von  6,  mcht  ent- 
haltendes  Stuck  des  Schnittes  av,  bezeichne  den  dadurch  bestimmten  Teil  der  negativen 
Seite  von  av  init  p±  p%,  der  positiven  Seite  von  av  mit  jpipf,  ziehe  alsdann  sowohl 
vom  Punkte  pi  zum  Punkte  p%,  als  auch  vom  Pankte  _pf  zum  Punkte  jpj  eine  ganz 
im  Innern  der  Flache  T'  verlaufende  Kurve  und 
bezeichne  das  von  dem  Begrenzungsteile  p±pz 
und  der  Kurve  Pip2  begrenzte  Stuck  der  Flache 
T'  mit  S|S,  das  von  dem  Begrenzungsteile  p^p% 
und  der  Kurve  p+pt  begrenzte  Stuck  der  Flache 
T'  mit  D  (s.  Fig.  5).  Die  Kurven  p^pf,  p+p$ 
sollen  im  ubngen  so  gezogen  sein,  daB  sie  kemen 
Punkt  gememsam  haben,  und  daB  die  Punkte 
c?i>  <^a>  >  &*  auBerhalb  der  Flachenstucke  5)3,  & 
liegen  Ordnet  man  jetzt  einem  jeden  Punkte  #,  y 
des  Flachenstuckes  ^  an  Stelle  des  ihm  zukom- 
menden  Wertes  der  Funktion  F(x,y)  den  Wert, 
den  die  Funktion  Av  F(%,  y}  +  S[v  fur  diesen 
Punkt  besitzt,  zu,  so  bildet  die  so  ftir  das  Flachenstuck  3$  definierte  neue  Funktion 
eine  stetige  Fortsetzung  der  fur  das  Flachensttick  D  gegebenen  Funktion  F(%,  y) 
ilber  das  Begrenzungsstuck  p$p%  hinuber,  in  dem  Sinne,  daB  die  fur  jeden  Punkt 
des  Flachenstuckes  O  durch  die  Gleichung  F±(xy  y)  =  F(x,  y),  fur  jeden  Punkt  des 
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Flachenstuckes  ^  clurch  die  Gleichung  f\(j ,  y)  =  AtF(i9  y]  +  3(,  defimeite,  langs  des 
die  Flachenstucke  *|3,  CL  tiennenden  Teiles  von  av  der  Gleichung  F^=  F~  genugende 
Funktion  Fl  in  der  Flache  ^  +  O,  welche  durch  Aufhebung  des  die  Flachenstucke  5)3,  Q, 
trennenden  Teiles  des  Schnittes  «r  entsteht,  allenthalben  einwertig  und  stetig  ist  Oidnet 
man  umgekehrt  einem  jeden  Pnnkte  j  ?  #  des  Flachenstuckes  £1  an  Stelle  des  ihm  zu- 
kommenden  Wertes  der  Funktion  F(r,y]  den  Wert,  den  die  Funktion  A~*\J?(') ,//)  —  21, J 
fur  diesen  Punkt  besitzt,  zu,  so  bildet  die  so  fur  das  Flachenstuck  D  defimerte  neue 
Funktion  eme  stetige  Foitsetzung  der  fur  das  Flachenstuck  ^  gegebenen  Funktion 
F(x,y}  uber  das  Begrenzungsstuck  ^rjT  hinuber,  in  clem  eben  angegebenen  Sinne,  so- 
daB  also  die  fur  jeden  Punkt  des  Flachenstuckes  ^  duich  die  Q-leichung  FB(jL9jj)  ==  F(j,<y), 
fur  jeden  Punkt  des  Flachenstuckes  d  durch  die  Gleichung  F3(jL,i/)=A~*[F()L'9ij)  —  $iv] 
definierte,  langs  des  die  Flachenstucke  *|3,  O  trennenden  Teiles  von  a,  der  Gleichung 
F2+=  -^a"  genugende  Funktion  F2  in  der  Flache  ^5  +  D  allenthalben  emwertig  und  stetig 
ist  Die  vorstehenden  auf  den  Schnitt  av  sich  beziehenden  Betrachtungen  konnen  wort- 
lich  auf  irgend  em  den  Mundungspunkt  von  a,  mcht  enthalterides  Stuck  des  Schnittes  lv 
ubertragen  werden,  indem  man  die  Buchstaben  Av,  2(,  durch  die  Buchstaben  Jiv9  33 ,,  be- 
ziehungsweise  ersetzt.  Was  endlich  den  Schnitt  c,  betnfft,  so  erkennt  man  unmittelbar, 
daB  fur  jedes  Stuck  von  cv,  welches  kemen  Mundungspunkt  ernes  anderen  Schnittes 
enthalt,  die  Funktion  F(x,y)  selbst  die  stetige  Fortsetzung  der  Funktion  F(v,y},  im 

angegebenen  Smne,  uber  jedes  der  beiden  zu- 
gehongen  Begrenzungsstucke  hinuber  bildet  Die 
so  chaiaktensierten  stetigen  Fortsetzungen  sollen 
die  den  Grleichungen  (S)  entsprechenden 
stetigen  Fortsetzungen  der  Funktion  F 
genannt  werden. 

Die  Funktion  F(x,  y]  kann  aber  auch  von 
jedein  der  funf  Flachenstucke  ^)3,  O?  X,  @,  9t  aus? 
welche  um  den  gememsamen  Mundungspunkt  der 
Schmtte  av,  &,,  cv  herura  durch  Kurven  pp',  qq, 
ttr,  ssr,  rr  (s  Fig  6)  in  der  Weise  abgegrenzt  sein 
sollen,  daB  die  Punkte  c/i,  o/^,  ,  <^  aufierhalb 
dieser  Flachenstucke  liegen,  ubei  das  m  Betracht 
kommende  Stuck  der  Begrenzung  hinuber  den 
G-leichungen  (S)  entsprechend  stetig  fortgesctzt 

werden  Um  dies  einzusehen,  definiere  man,  indem  man  zur  Abkurzung  F  statt  F(x,  y) 
schreibt,  funf  Funktionen  F±(x,  y),  F^9y)9  F,(x,  y),  Ffo,  y),  F,($,y)  in  der  Weise, 
daB  ftir  jeden  Punkt  x,  y  von: 


Fig    6 
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=  ^  4:1  (*  -  sc,  ) 

=         .iJVSC,  JP 

=,  J5,  U,  F+  St,  )  -i-  S3,  J3,  *>  SB, 


1st.  Unter  Beachtung  der  Gleichungen  (S)9  (Sr.)  erkennt  man  claim  leicht,  daB  die 
Punktionen  F^  F2,  F3,  F4,  F^  die  in  den  Flachenstucken  ?|5,  C,  2,  @,  3t  beziehungsweise 
mit  der  Funktion  F(JL,IJ)  nbereinstimmen,  in  dem  Flachenstucke  ^}  +  £l  +  2'  +  S-r3?, 
welches  aus  den  genannten  funf  Flachenstucken  durch  Aufhebung  der  sie  trennenden 
Teile  der  Schnitte  av,  6Jt,  cr  entsteht,  allenthalben  einwertig  und  stetig  sind,  und  daB 
daher  mit  diesen  Funktionen  auch  die  den  Gleichungen  (S)  entsprechenden  stetigen 
Fortsetzungen  der  Funktion  F(jc,y)  uber  die  Begrenzungsstucke  ^^j/,  q^q.  tt,tr,  sS,s'9  >%/' 
beziehungsweise  hmuber  gewonnen  sind  DaB  endlich  die  Funktion  F(j,y)  selbst  die 
den  Gleichungen  (S)  entsprechende  stetige  Fortsetzung  der  Funktion  F(j,,y)  yon  jedem 
der  p  Flachenstucke  aus,  welche  man  um  den  gemeinsamen  Ausgangspunkt  der  Schnitte 
Ci,  c2,  ,  cp  herum  durch  Kurven  abgrenzen  kann,  liber  das  in  Betracht  kommende 
Stuck  der  Begrenzung  hmuber  hildet,  ist  unmittelbar  klar. 

4. 

Die  fundamental,  durch  die  Uberschriffc  dieses  Abschmttes  angedeutete  Aufgabe 
laflt  sich  jetzt  in  folgender  Weise  formulieren 

Allfgabe.  »Es  ^st  m  mgen,  da/3  zu  der  FlacJie  Tr  eine  Function  U=  U'+  U"i 
des  Punktes  x,  y  exishert,  ivelclie  den  folgenden  Bedingungen  genugt 

I.  Die  Funktion  U  soil  fur  jeden  mclit  mit  emeni  de*  PunUe  ePl9  o/i,  ,  c?s  zu- 
sammenfallenden  Pmikt  $3  y  der  Flaclie  T',  emerlei  also,  ol)  clerselbe  mi  Innern  oder  auf 
der  Begrenzuncj  von  Tf  hegt,  emw&tig  und  stetig  sem.  Fur  den  Pwikt  ffff  («=!,«,  ,*)  da- 
gegen  soil  sie  in  derselben  Weise  unstetig  werden  wie  die  wi  vongen  Attikel  definierte 
Funktion  cpG,  soda/3  also  fu>  (7  =  1,2,  ,  q  die  Different: 


mit  unbegrenzt  waclisendem  r0,  fur  a  =  q  +  l,  $  +  2,      ,  s  die  Diffetenz* 
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nnt  unlegtenzt  alnelimenfom  )a  gleiclimafliff  fio  (die  Write  von  ta  gegen  erne  von  ta  unal- 
liangige  G-rofie  lonietywt.  Zufam  soften  ?Jue,  allgemem  nut  U+,  U~  zu  lezeiclmenden,  Weite 
in  je  zicei  entsp  eclienden  Begrenzungspunlten  &*,  eP~  in  det  Wetse  rerJcmtpft  sew,  da/3 


(S) 


ist,  icobei  Av,  J5r,  1=1,2,  ,*,  voxjegebene  Konstanten  ledenten,  die  samthdi  den  Modul  1  le- 
sitzen,  ivahtend  $lv,  SBj;  1=1,2,  ,$,  lorgegebene  Konstanten  lezeiclinen,  d^e  den  p  Gleiclningen 

(S')  (l-5,.)Stt=(l-A)SB(,  ,-IA    ,» 

genugen,  im  iibngen  ciber  \einen  Bedwigungen  untenvotfen  smd 

/•)  TT     s*  77     /}  2  TT      /)2  7T 

II.  Die  Denvieiten  -^9  j^y  S—9  £—9  als  Grenzen  der  entspi  eclienden  Diffeienzen- 

c[uotienten  clefimeit,  sollen  mclit  nur  fw  jeden  von  den  Pwikten  $^  &%,  ,  c^s  verscluedenen 
mneren  Pimkt  x,  y  der  Flaclie  T  existieten  uncl  stehg  se^n)  sondern  aiicli  nodi  fur  jeden 
Begrenzungspunkt,  sobalcl  man  die  Function  U  itbet  e^n  diesen  Begrenzungspunkt  im  Innein 
enflialtendes  Stuck  der  Begrenzung  von  Tf  fanuber  den  Gleiclnmgen  (S  )  entsprccliend  stctuj 
fortsetet,  und  es  werden  alsdann,  aussclihefiltcli  auf  Giund  ^I^rer  Defin^t^on,  (he  allgemem  mit 

du+  du+  a3  u+  a3  u+  3  u-  a  u-  a2  u-  aj  u-       7       7      7     rrr  ,    7          -07^77 
"FT"'  TF'  ~a7>  "a^'  Ty5"  w  ^emclinenden  Wette  der  m  Eede  steJiemlen 


Derivierten  ^n  je  swei  entspvechenden  Begy  enwingspurikten  fl*^,  &~  in  der  Weise  verknupft 
se^n,  da/3 


}»™«7>  K  du~ 

langs  ^-^^-— 


_        ,_ 


Og  rr         03  TT 

III.  Die  Denvierten  j^-,  ~  sollen  fur  jeden  PmU  x,  y  der  Flache  T,  fur  den 
Exzstenz  gefordert  ivurde,  also  fur  jeden  mcht  mit  einem  der  PuMe  cPiy  ^,       ,  <^  $u~ 
sammenfattenden  Pmkt  die   Gleichung  A  Z7=  —^  +  y^  «  0  erfuUen  " 

Die  gestellte  Aufgabe  verlangt  demnach,  um  es  kurz  auszudrucken,  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichung  A?7-=0  fur  die  Flache  T'  unter  den  dutch  die 
Funktionen  cp  charaktensierten  Unstetigkeitsbedingungen  und  den  durch  die  GUeichungon(S.) 
festgelegten  Grenzbedmgungen.  Man  kann  diese  Aufgabe  aber  auch  so  auffassen,  daB 
sie  fiir  die  Flkche  T  eine  der  Dilfferentialgleichung  ACT-0  genugende  Funktion  ver- 
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langt,  seiche  in  den  Punkten  e/1,  e/^>,  ,  ^  in  der  durch  die  Funktionen  cf  charakterisierten 
Weise,  langs  der  Linien  «,  I  m  der  durch  die  Gleichungen  (S)  charakterisierten  Weise 
unstetig  wird.  Fur  gewisse  von  Kreislinien  begrenzte  Teile  der  Flache  T  smd  ahnliche 
Aufgaben  schon  im  dritten  und  vierten  Abschnitte  gelost  worden  Die  dort  erhaltenen, 
in  den  Satzen  I,  II,  III,  IV,  V  medergelegten  Losungen  bilden  die  Grundlage  fur  die  Be- 
handlung  der  hier  gestellten  Aufgabe  Man  kann  nanihch  von  diesen  schon  vorhandenen 
Losungen  aus  zur  Losung  der  gestellten  Aufgabe  allinahlich  aufsteigen  durch  wieder- 
holte  Anwendung  der  Methode  der  successiven  Influenzen  unter  Zuhilfenahme  eines 
Beweisverfahrens,  das  als  eine  Verallgememerung  des  von  Herrn  H.  A.  SCHWARZ  er- 
sonnenen  und  in  semen  schon  (S.  79)  erwahnten  Arbeiten  mitgeteilten  Beweisverfahrens 
insofern  anzusehen  ist,  als  es  auch  auf  solche  komplexe  Funktionen  M  — w'+z/'i  an- 
gewendet  werden  kann,  bei  welchen  die  auferlegten  Bedingungen  nicht  in  Bediugungen, 
von  denen  die  einen  nur  u',  die  anderen  nur  u"  enthalten,  zerlegt  werden  konnen. 
Die  Grundlage  dieses  im  folgenden  zui  Verwendung  komnaenden  Beweisverfahrens., 
durch  das  der  Methode  der  successiven  Influenzen  neue  Gebiete  erschlossen  werden, 
bilden  zwei  Hilfssatze,  die  zunachst  abgeleitet  werden  sollen 


5. 

Man  fuhre  in  die  Flache  T  nur  die  $  in  Art.  1  definierten  Schmttpaare  aly  i±; 
a*>1>A9  5  at>  ^  em?  J^doch  ohne  die  beiden  Seiten  dieser  Schmtte  jils  Begrenzungslmien 
anzusehen,  bezeichne  die  dadurch  aus  T  hervorgehende  Flache  mit  T  und  grenze  alsdann 
in  T  durch  eine  in  sich  zurucklaufende,  aus  einer  endhchen  Anzahl  von  Stucken 
algebraischer  Kurven  bestehende  Linie  Sft,  die  ganz  im  Endbchen  verlauft  und  keinen 
Windungspunkt,  aber  auch  keinen  zu  einem  Schmtte  a  oder  &  gehorigen  Punkt  enthalt, 
em  Flachenstuck  F  ab  Diesen  Festsetzungen  entsprechend  kann  also  das  Flachenstuck  F 
emige  oder  auch  alle  Wmdungspunkte,  ebenso  einige  oder  auch  alle  Punkte  <^,  endlich 
eimge  oder  auch  alle  Schmttpaare  a,  I  in  seinem  Innern  enthalten 

Es  werde  nun  die  Annahme  gemacht,  dafi  zu  der  Flache  F  eine  einwertige 
Funktion  u  =  ur  +  it1*  des  Punktes  #,  y  existiere,  welche  den  folgenden  Bedingungen  genugt: 

I.  Die  Funktion  u  soil  fur  jeden  nicht  zu  einem  Schnitte  a  oder  einem  Schnitte  I 
gehorigen  Punkt  %,  y  von  F  stetig  sem,  aber  auch  noch  fur  jeden  zu  einem  etwa  in  F 
gelegenen  Schnitte  av  oder  &„  gehorigen  Punkt  <^+  oder  $*~"9  sobald  man  sich  auf  die 
Werte  von  u  fur  die  in  der  Uingebung  des  Punktes  3*+  oder  <^~  mit  dem  Punkte  zur 
selben  Seite  des  betreffenden  Schnittes  liegenden  Punkte  «,  y  beschrankt,  dagegen  sollen 
ihre  Werte  u+,  u"  in  je  zwei  zu  einem  solchen  Schnitte  av  oder  &„  gehorigen  ent- 
sprechend en  Punkten  &* ',  &*~  in  der  Weise  verknupft  sein,  daB 
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langs  0,{zr=  Atu~, 
(  lf)  langs  &r{tfT~J5,«r 

ist,  wobei  Av,  B,  Konstanten  mit  dem  Modul  1  bezeichnen. 

II  Die  Denvierten  £  ,  37  >  f^r  ,  f^  sollen  bei  Hinzunahnie  der  den  Gleicliungen  (S,  ) 
entsprechenden  stetigen  Fortsetzungen  der  Funktion  u  uber  die  Schmtte  ar,  I,  hmuber 
fur  jeden  nicht  auf  der  Begrenzung  9ft  gelegenen,  aber  auch  nicht  mit  emem  Windungs- 
punkte  oder  eineni  Punkte  c/^  zusaminenfallenden  Punkt  von  F  existieren  und  stetig 
sein,  und  es  werden  alsdann,  ausschlieJBlich  auf  Grrund  ihrer  Definition,  die  Werte  der 
genannten  Derivierten  in  je  zwei  zu  emem  Schmtte  a,  oder  &,  gehorigen  entsprechenden 
Punkten  e?+,  c?~  in  der  Weise  verknupft  sein  ,  daC 


!  y 

langs  av[7^^A},-Wy  _«r 

in^   „  7    fd"+      r>  f>ir    du+      r>  du~    Vu 

langs  ^1—  =  ^—,  _—£,_,  _ 
ist. 

III.  Die  Derivierten  |^5  |^  sollen  fur  jeden  Punkt  von  .F,  fur  den  ihre  Bxistenz 

gefordert  wurde,  die  Gleichung  Aw  =  ^  +  ^  =  0  erfullen 

Fu>  jede  solclie  Funktion  u  =  11  +  it'i  yilt  dei  Sate,  da/3  det  Wo  t  eon  mod  a  fiu 
lemen  Puitlt  det  Flaclie  F  yrofler  tst  als  das  Maximum  G  de\  Write,  wclche  mod«  fiu 
die  Pitn'kte  de>  Begienzimg  9t  von  F  lesitst 

Da  die  Eichtigkeit  dieses  Satzes  unmittelbar  emleuchtefc,  wenn  mod'w  fur  alle 
Punkte  von  F  denselben  Wert  besitzt,  so  kann  man  bei  dem  jetzt  folgenden  Beweise 
des  Satzes  diesen  Fall,  als  schon  erledigt,  ausschheBen. 

Man  setze  also  voraus,  dafi  mod  u  nicht  fur  alle  Punkte  von  F  denselben  Wert 
besitzt,  bezeichne  das,  jedenfalls  uber  Null  und  nicht  unter  6r  hegende,  Maximum  der 
Weite,  welche  mod^  fur  die  Punkte  von  F  besitzt,  mit  (r  und  stelle  sich  die  Frage, 
ob  ff  fur  emen  im  Innern,  also  nicht  auf  der  Begrenzung  9ft  von  F  gelegenen  Punkt  aT 
als  Wert  von  mod  u  auftreten  kann.  Fur  die  Beantwortung  dieser  Frage  sind  dana  in 
bezug  auf  die  Lage  des  Punktes  cP  vier  Falle  zu  unterscheiden. 

Als  ersten  Fall  sehe  man  denjemgen  an,  wo  der  Punkt  tf  ein  im  Kndhchen  ge- 
legener,  aber  weder  zu  emem  Schmtte  a  noch  zu  emem  Schmtte  b  gehonger  Punkt 
#  =  a  ist.  In  diesem  Falle  grenze  man  zu  dem  Punkte  <P  als  Mittelpunkt,  wenn  J/*  em 
(r—  l)-facher  Wmdangspunkt  ist,  eine  nicht  aus  F  heraustretende  und  auch  kernel  i 
Punkt  ernes  Schmttes  a  oder  I  enthaltende,  etwa  zum  Radius  11  gehonge  y-blattrige 
Kreisflache  K  ab  —  also  eine  emblattrige,  wenn  $*  em  0-fachei  Windungspunkt  ist  — 
und  denke  sich  die  Lage  eines  Punktes  z  in  dieser  Kreisflache,  den  m  Art.  3  des  dritten 
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Abschmttes  gemachten  Festsetzungen  gemaB,  durch  Polarkoordmaten  r,  f,  o<r<*  o<*<2v^,  die 
mit  z  durch  die  Gleichung  z  =  /  +  ^  =  «  +  ,</'  verknupft  sind,  bestimmt.  Bezeichnet  man 
alsdann  den  Wert  von  ?*  in  irgend  einein  Punkte  ;,  t  der  Kreisflache  K  mit  w,f,, 
den  Wert  von  K  im  Mittelpunkte  <S/*  dei  Kreisflache  mit  z/0,  beachtet,  daB  nach  Satz  I 
zwischen  w0  und  den  Werten,  welche  u^t  auf  der  Peripherie  von  A" besitzt,  die  Beziehung 

Rjt(U  besteht,    und  wenclet  auf  diese  den  in  Art  3  des   zweiten  Abschmttes 


0 

bewiesenen  Modulsatz  an,  so  erhalt  man,  da  der  Yoraussetzung  geinaB  mod  u  =  Gr  ist, 
die  Beziehung. 


mod  UR  tdt . 

Bei  dieser  Beziehung  ist  jedoch,  da  mod  u^t  auf  Grand  der  Definition  von  G'  fur  kemen 
Punkt  R,  t  der  Peripherie  von  K  groBer  als  Cr  ist,  nur  das  G-leichheitszeichen  zulassig. 
Daraus  folgt  dann,  daB  uR^t  fur  jedes  t  nicht  nur  den  Modul  G1,  sondern  auch 
dieselbe  Eichtungszahl  K  besitzen  niuB,  soclaB  also  far  jeden  Punkt  R,  t  der  Peripherie 
von  K  und  daniit  auch,  nach  Satz  I,  fur  jeden  Punkt  r,  t  von  K  uberhaupt  die  Beziehung 
u,,t=  G'&"  besteht  Grenzt  man  jetzt  zu  irgend  einem  Penpheriepunkte  S[  von  K  als 
Mittelpunkt  eine  Kreisflache  A^,  alsdann  zu  einem  Penpheriepunkte  ^  vori  K±  als 
Mittelpunkt  eine  Kreisflache  K^  ab  und  fahrt  in  dieser  Weise  fort,  bildet  also,  ohne 
jedoch  emen  der  Schmtte  a,  I  zu  uberschreiten  und  ohne  aus  F  herauszutreten,  erne 
Kette  von  Kreisflachen,  bei  der  jede  neue  Kreisflache  ihren  Mittelpunkt  auf  der  Peripherie 
der  unmittelbar  vorangehenden  hat,  und  ubertragt  die  fur  A"  gemachten  Schlusse  auf 
die  Kreisflachen  A"1?  A^2,  -  ,  so  erkennt  man,  daB  u  fur  jeden  Punkt  dieses  Flachen- 
systems  den  Wert  G'eyt  besitzt.  Da  aber  durch  passende  Wahl  der  Mittelpunkte  und 
Eadien  der  Kreisflachen  AT1?  K^  ein  jeder  im  Innern  von  F  gelegene  Punkt,  der 
weder  em  Wmdungspunkt,  noch  em  Punkt  ^  noch  auch  em  Pankt  eines  Schmttes 
a  oder  I  ist,  zu  einern  Punkte  des  zu  konstruierenden  Flachensy stems  gemacht  werden 
kann,  so  ergibt  sich  schlieBlich,  daB  die  Funktion  u  fur  jeden  solchen  Punkt  und  daher 
auch,  den  ihr  auferlegten  Stetigkeitsbedingungen  zufolge,  fur  jeden  Punkt  von  F  uber- 
haupt den  Wert  G  eyt  besitzt.  Dieses  Resultat  steht  aber  im  Widerspruch  mit  der  bei 
Beginn  der  Untersuchung  gemachten  Voraussetzung,  daB  modw  mcht  fur  alle  Punkte 
von  F  denselben  Wert  besitzt,  und  es  kann  daher  dieser  erste  Fall  nicht  eintreten. 

Als  zweiten  Fall  sehe  man  denjemgen  an,  wo  der  Punkt  £T  em  Punkt  $*„ 
ist  Man  betrachte  dann  diesen  Punkt  &*„,  wenn  er  em  (V--l)-facher  Windungspunkt 
ist,  als  Punkt  emer  nicht  aus  F  heraustretenden  und  auch  keinen  Punkt  eines  Schnittes  a 
oder  I  enthaltenden,  etwa  zum  Eadius  R  gehongen  ^-blattngen  Kreiserganzungs- 

P-B,  I  U 
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fiache  K'  —  also  einer  emblattrigen,  wenn  $>„  em  0-fachei  Windungspunkt  ist  —  und 
denke  sich  die  Lage  eines  Punktes  &  in  dieser  Kreiserganzungsflache,  den  in  Ait  3 
des  dntten  Abschnittes  gemachten  Festsetzungen  gemafi,  durch  Polarkoordmaten  r,  t, 
r£j?,  o>*>-2»;*,  die  mit  g  durch  die  Grleichung  z^x  +  yi^te*1  veiknupft  smd,  bestimmt 
Bezeichnet  man  alsdann  den  Wert  von  u  in  irgend  einem  Punkte  r,  t  der  Fiache 
K'  mit  uttt,  den  Wert  von  u  im  Punkte  ^  rait  ««,  beachtet,  daB  nach  Satz  III 
zwischen  u^  und  den  Werten,  welche  u^t  auf  dem  Eande  von  K'  besitzt,  die  Beziehung 

0 

u  =—  I  u**dt  besteht.  und  wendet  auf  diese  den  in  Art  3  des  zweiten  Abschnittes 

00          %WJtJ        R^  ' 

-  2  v  it 

bewiesenen  Modulsatz  an,  so  erhalt  man,  da  der  Voraussetzung  gemaB  mod  u^  =  G'  ist, 
die  Beziehung: 


Bei  dieser  Beziehung  ist  jedoch,  da  mod  u^t  auf  Grand  der  Definition  von  0-'  fur  kemen 
Punkt  R,  t  des  Randes  von  K'  grofier  als  G-'  ist,  nur  das  Gtleichheitszeichen  zulassig 
Daraus  folgt  dann,  daB  mod  %$,  fur  jeden  Punkt  H,  t  des  Eandes  von  Kr  den  Wert  6r' 
besitzen  mufi,  und  es  ist  dainit  der  zweite  Fall  auf  den  schon  als  unmoglich  erkannten 
ersten  Fall  zuruckgefuhrt 

Em  dritter  denkbarer  Fall  ist  der,  wo  der  Punkt  S*  zu  emem,  aber  nur  zu 
emem  der  Schnitte  a,  I  gehort.  Man  betrachte  zunachst  den  Unterfall,  wo  der 
Punkt  $*  zum  Schnitte  av  gehort.  In  diesem  Unterfalle  bezeichne  man  den  Punkt,  je 
nachdera  er  auf  a+  oder  auf  a~  liegt,  mit  c^+  oder  mit  cP~  und  grenze  zu  ihm  als 
Mittelpunkt  eine  Kreisfiache  K  ab,  deren  Eadms  E  so  klem  gewahlt  sei,  dafi  sie 
weder  emen  Punkt  von  5ft  noch  emen  Punkt  von  lv  noch  auch  einen  Punkt  der  ubngen 
Schnitte  a,  &  enthalt,  und  daB  ihre  Peripherie  mit  dem  Schnitte  a,  nur  zwei  Punkte 
gememsam  hat,  bezeichne  den  an  a~  anstofienden  Teil  von  K  mit  $)$,  den  an  oft  an- 

stoBenden  mit  D  (s.  Fig  7)  und  definiere  alsdann  zur  Fiache  K 
eine  Funktion  u  dadurch,  daB  man  fur  jeden  Punkt  von  5(5  w***M9 
fur  jeden  Punkt  von  O,  u  «  A~lu  setzt.  Hebt  man  jei/t  den  die 
Flachenstucke  *>$,  D,  trennenden  Teil  des  Schnittes  av  auf  und  be- 
trachtet  die  definierte  Funktion  u  als  Funktion  des  Punktes  #,  y 
in  der  zusammenhtogenden  Fiache  K,  so  erkennt  man,  daB  w  eine 
Funktion  von  der  im  Satze  I  charakterisierten  Art  ist.  Es  besteht  daher,  bei  Anwendung 

2^ 

derselben  Bezeichnung  wie  im    ersten  Falle,   die  Beziehung   mod  \  ^^  |mod  u^dt 
und  folglich  auch,  da  wegen  mod  A,  —  1   fur  jeden  Punkt  von  J£  mod  uf^  —  mod  uf^ 
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und  speziell  mod  tf0  =  mod  zr0  =  G'  ist,  emerlei  ob  der  Punkt  c/'auf  a*  oder  auf  a~  liegt, 
die  Beziehung: 

^ 


Aus  dieser  Beziehung  folgt  aber,  clurch  die  schon  wiederholt  angewandte  SchluBweise, 
daB  die  mit  t  sich  stetig  andemde  GroBe  mod  u^t  fur  jeden  Punkt  R,  t  der  Penpherie 
von  K  den  Wert  G'  besitzt,  und  clamit  ist  auch  der  betrachtete  Unterfall  auf  den 
schon  als  unmoglich  eikannten  ersten  Fall  zuruckgefuhrt  Auf  dieselbe  Weise  lafit 
sich  auch  der  andere  Unterfall ,  wo  der  Punkt  $*  zum  Schmtte  ~bv  gehort,  auf  den 
ersten  Fall  zuruckfuhren,  man  braucht  dazu  nur  m  der  vorstehenden  Betrachtung 
allenthalben  a,,  T)v  durch  &T,  a,  und  A^  duich  Br  zu  ersetzen. 

Der  vierte  noch  denkbare  Fall  endlich  ist  der,  wo  der  Punkt  $*  sowohl  zum 
Schmtte  a,  wie  zum  Schnitte  &v  gehoit,  sich  also  mit  einem  der  vier  zum  gememsauien 
Mundungspunkt  der  Schnitte  at,  I,  gehongen  Punkte  p,,  qt,  t,,  Sv  deckt  In  diesein 
Falle  grenze  man  zu  dem  Punkte  &  als  Mittelpunkt  eine  Kreisflache  K  ab,  deren 
Radius  E  so  klein  gewahlt  sei,  daB  sie  weder  emen 
Punkt  der  Begrenzung  9ft  von  F  noch  einen  Punkt  der 
ubrigen  Schnitte  a,  I  enthalt,  und  daB  ihre  Penpherie 
sowohl  mit  dem  Schnitte  av  wie  mit  dem  Schmtte  6,, 
nur  zwei  Punkte  gememsam  hat,  bezeichne  die  vier 
Teile,  in  welche  K  durch  die  Schnitte  al9  &„  zerfallt, 
der  Bezeichnungp, ,  qr,  rr,  §t,  entsprechend,  mit  *|J,  D,  9t?  @ 
(s.  Fig  8)  und  defimere  alsdann  zur  Flache  K  eine 
Funktion  u  dadurch,  daB  man  fur  jeden  Punkt  von  $JJ  **  ° 

u=*u,  fur  jeden  Punkt  von  Q,  ji  =  A~lu,  fur  jeden  Punkt  von  *ft  u  =  B^u,  fur  jeden 
Punkt  von  (S  u  =  A~*-B~1u  setzt.  Hebt  man  jetzt  die  die  Flachenstucke  ^3?  Q,  Sft,  @ 
trennenden  Teile  der  Schmtte  av,  l)v  auf  und  betrachtet  die  defimerte  Funktion  H  als 
Funktion  des  Punktes  rr,  y  in  der  zusammenhangenden  Flache  K,  so  erkennt  man,  daB  u  eine 
Funktion  von  der  im  Satze  I  charakterisierten  Art  ist  Es  besteht  daher,  bei  Anwendung 

27* 

derselben  Bezeichnung  wie  im  ersten  Falle,  die  Beziehung  mod  ^0^5^  /  modS^rfi  und 

folghch  auch,  da  wegen  modJtr  =  l,  modJ?v  — 1  fur  jeden  Punkt  von  JBT  modSrj<  =  mod^r)i 
und  speziell  mod^0  =  modw0=  Or  ist,  emerlei  mit  welchem  der  Punkte  p,,  qv,  rv,  §v  der 
Punkt  oP  sich  deckt,  die  Beziehung: 

;-^  /  mod-  ^m 

14* 
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Aus  dieser  Beziehung  folgt  aber,  durch  die  schon  wiederholt  angewandte  SchluBweise, 
clafi  die  mit  t  sich  stetig  andernde  GroBe  mod  2^  fur  jeden  Punkt  R,  t  der  Penpheiie 
von  K  den  Wert  Gr  besitzt,  und  damit  ist  auch  dieser  vierte  und  letzte  Fall  auf  den 
schon  als  unmoglich  erkannten  eisten  Fall  zuruckgefuhrt 

Nachdem  so  die  zu  Anfang  gestellte  Frage,  ob  das  Maximum  Gr  cler  Werte, 
welche  mod?e  fur  die  Punkte  von  F  besitzt,  fur  emen  im  Innern  von  F  gelegenen 
Punkt  $*  als  Wert  von  mod  u  auftreten  kann,  wenn  mod  u  nicht  fur  alle  Punkte  von  F 
denselben  Wert  besitzt,  in  vernemendem  Sinne  beantwortet  und  damit  fur  cliesen  Fall 
festgestellt  ist,  dafi  dei  Wert  von  mod  u  in  einem  inneren  Punkt  von  F  stets  kleiner 
ist  als  das  Maximum  Gr  der  Werte,  welche  mod  u  fur  die  auf  der  Begrenzung  fft 
von  F  gelegenen  Punkte  besitzt,  lafit  sich  das  Eesultat  cler  in  diesem  Artikel  durch- 
gefuhrten  TJntersuchung  dahin  ausspiechen,  daB  der  Wert  von  mod  u,  wie  in  dem  zu 
Anfang  aufgestellten  Satze  behauptet  wurde,  einerlei,  ob  mod  u  m  alien  oder  nicht  in 
alien  Punkten  von  F  denselben  Wert  hat,  far  keinen  Punkt  der  Flache  F  grofier 
ist  als  das  Maximum  G-  cler  Werte,  welche  mod  u  fur  die  Punkte  der  Begrenzung  3t 
von  F  besitzt 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  aufgestellten  und  jetzt  bewiesenen  Satzes 
gelangt  man  nun  unmittelbar  zu  deni  folgenden 

HilfSSatz  I.  ,,Es  seien  in  tier  aus  der  Flaclie  T  clurcli  Einfuliywig  der  j)  ScJwitt- 
paare  a^l)^  fl^&aJ  -  ;  ap9  lp  lie)  voy  gelienden  Flaclie  T  I  (jetrennt  licyende  FlaclieYtstuckc 
F±,  jP2J  i  Fk,  d&en  Gesamflieit  mit  F  lezeiclwet  wwtlen  inoye,  m  dw  Weisv  algegtenzt, 
da/3  allgemem  (he  Begi  enzimy  wn  Fy(y=iA  ,*)  von  eww  in  sicli  vmucldaufcwden,  aus  ewer 
endliclien  Anzdil  von  Stucken  algebraisclier  Kiuven  fiesteJienden  Lime  $1,  gebildet  wird,  die 
gam  wn  Endlictien  verlauft  und  Jceinen  Wwdwngspwikt,  abei  aucli  Jcemwi  M  eiwm  Schmtte 
a  oder  &  geliongen  Pmlt  entlialt?  ivalirend  das  Flacltensystem  F  eini(]e  odw  aucli  alle  Windungs- 
punkte,  ebenso  einige  oder  aucli  alle  Punkte  c/l,?  endltcli  cimye  odw  aiicli  alle  ScJwittpawe  a,  b 
in  seinem  Innei  n  entlialten  darf.  Dabei  soil  do  Fall,  wo  k  =- 1  ist,  also  statt  des  Flachen- 
sijstems  F  nur  em  einziges  Flaclienstuck  F^  wtlieyt,  niclit  ausgesclilossen  sein. 

ZM  dem  Flacliensysteme  F  e&istiere  nun  eine  einwertiye  FuMion  u  =  uf  +  ufti  des 
Punktes  x,  y,  welche  den  folgenden  Sedingungen  genugt 

I.  Die  Funktion  u  soil  fm  yeden  nicht  0u  einem  Sclinitte  a  oder  einewi  Schmtte  6 
geJiongen  Punkt  x,  y  von  Fy  ("=1,2,  ,*)  stetig  sein,  aber  auch  noch  fur  jeden  m  einem  etwa 
in  Fy  gelegenen  Sclinitte  av  oder  ~bv  gehongen  Punkt  c?+  oder  c?~?  so'bald  man  sich  auf  die 
Werte  wn  u  fur  die  in  der  Umgebmg  des  Pmktes  $*  oder  cP~  mit  dem  Punkte  %ur 
selben  Seite  des  letreffenden  Schnittes  liegenden  Punkte  x,  y  beschrcmU,  dagegen  sollen 
ihre  Werte  u+,  u"  in  je  zwei  m  einem  solchen  Schmtte  av  oder  \  gelfiorigen  entsprechenden 
Pwikten  $*,  oP~  in  der  Weise  verJwiipft  sein,  daft 


Integration  dei   Gleichung  A^==0  fur  eme  Ri^mann'sche  Flache  T  109 

langs  a.  («*  =  -i»tf~, 
(8..)  l 

langs  &,  {u+=B,ir 

ist,  icdbei  A,*  B,  Konstanten  mit  clem  3Iodid  1  lezetclinen. 

IL    Die  Denvieiten  —  ,  —  ,  £-^,  ^  sollen  lei  Hwzumihme  (let  den  (.rleiclnnuien  fS,.) 

esc     cy     o  tUt      cy  v 


entspteclienden  stetiyen  Fortsetzitngen  (Jet  Function  it  itler  die  Sdutitte  a}  &,  limiibw  fio  jeden 
mclit  auf  der  Begiemung  9ix  yeleyentn,  abet  ancli  nklit  mtt  ewrw  WindungspnnTite  ode* 
einem  Piuihte  c/^  zusainmenfallenden  Piuilt  lou  F,  ejustteten  mtd  stetiy  sent,  und  es  net  den 
alsdann,  ausscliliefllitli  auf  Gmncl  iluer  Definition,  die  Wette  dei  {levannten  Dennerten 
in  je  zuei  2U  einem  Sclinitte  a,  oder  lv  geJiongen  entsp)  ecltenden  Punlien  &*+,  <$?'  in 
der  Weise  verknupft  sem,  da/3 


,t     \  ^  ll+  —    J      °U~        ^l<+  _    A 

afj—  --^i,,—-,  -£_-_^ 


___ 


langB  t.  (-*,.        -*. 
ist. 

III.    Die  Dennerten  *-^,  |-^  sollen  fur  jeden  Punlt  von  F/}  fur  den  tine  Existenz 

C  JL>        0]j" 

r^o  r>  a 

gefordert  icurde,  die  Gleicliuny  A^  =  ^~+|p  =  0  etfullen 

Es  ist  dann  der  Weit  von  mod'^  fiu  lemeu  Pmilt  des  Flacliensystems  F  gtofiet 
ds  das  Maximum  G  der  Werte,  welclie  mod  u  fur  die  Punlte  der  diucli  die  Lmien 
9li5  9^2?  •  5  iftjL  geMdeten  Begrenzung  91  von  F 


6. 

In  der  Flache  T  sei  eme  Kreisflache  K  abgegrenzt,  ihr  Mittelpunkt  moge  nut  M, 
ihr  Radius  mit  R  bezeichnet  werden  (s  Fig  9).  Zu  dieser  Flache  wahle  man  em 
Polarkoordmatensystem  mit  positivem  Drehungssinne,  welches  den  Punkt  M  zum  Pol 
und  irgend  einen  von  M  ausgehenden  Strahl  zur  Polarachse  hat,  und  bezeichne  die  dem 
Punkte  eP  der  Flache  dann  zukommenden  Polarkoordinaten  mit  t,  t,  v<r*R,mt<2it.  Die 
Peripherie  yon  K  denke  man  sich  jetzt,  unter  n  eme  positive  ganze  Zahl  verstehend, 
durch  2n  Punkte  R,  %;  R,  a2,  -  ,  R,  a2n  (^=o,  ^<^<  <«ftft)  m  2n  Teile  zerlegt  und  be- 
zeichne diese  Teile,  vom  Punkte  R,  at  in  der  Richtung  der  wachsenden  t  ausgehend, 
der  Reihe  nach  mit  r±,  s^,  r2,  s2;  •;  rn,  sn.  SchheBlich  konstruiere  man  zu  den  n 
Peripheneteilen  rl9  rz,  ,  rn  n  sich  aus  Stucken  algebraischer  Kurven  zusammensetzende 
Kurven  q^  &,  •  ,  qn  in  der  Weise,  dafi  fur  ^/  =  1,  2,  -  ,  n  die  Kurve  q,  vom  Anfangs- 
punkte  jR,  a2l/-1  des  Bogens  rv  aus  durch  das  Innere  der  Flache  JT,  ohne  sich  selbst 
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oder  erne  der  n—l  ubiigen  Kurven  q  zu  schneiden  orler  zu  beruhien,  bis  zum  End- 
punkte  R,  #2l  des  Bogens  >,  sich  erstieckt  und  in  keinem  dei  beiden  Punkte  R,a^,_^  E,  a2,  , 

welche  sie  in  it  der  Periphene  von  K  ge- 
meinsam  hat,  die  Peripherie  beiuhrt  Die 
m  BogenmaB  gemessene  GroBe  des  hohlen 
Wmkels,  welchen  der  vom  Punkte  JB,  aav_1 
nach  irgend  emem  Punkte  t,  t  der  Flache  K 
gezogene  Strahl  mit  detn  Penpherieteile  sv-1 
bildet,  soil  mit  r^v_^  die  GroBe  des  hohlen 
Winkels,  welchen  der  vom  Punkte  R,  a$v 
nach  demselben  Punkte  /,  t  gezogene  Strahl 
mit  dem  Penpherieteile  sv  bildet,  soil  mit  r2v 
bezeichnet  werden  Entsprechend  moge  von 
den  hohlen  Wmkeln,  welche  die  Kurve  qv 
im  Punkte  R,  <**v-i  mi*  ^em  Penpheiie- 
teile  8v_i  und  im  Punkte  R,  cc2r  mit  dem 
Peripherieteile  sv  bildet,  der  erstere,  in 


Pig   D 


der  letzteie   die   Zahl 


als 


eine   einwertige,   stetige   uod  mit   dei 


BogenmaB   gemessen,    die  Zahl 
MaB  haben 

Es  werde   nun  unter 

Periode  2n  periodische  komplexe  Funktion  der  reellen  Veranderlichen  t  verstanden,  die, 
als  Funktion  des  Penpheriepunktes  JR,  t,  o<t<zx,  betrachtet,  fur  jeden  auf  den  Bogen 
*L»  s*>  9  sn  gelegenen  Punkt  R,  t  den  Wert  Null  besitzt.  Auf  Grund  des  in  Art  4 
des  dntten  Abschmttes  aufgestellten  Satzes  I  kann  man  dann  zu  der  Flache  K  eine 
Funktion  «=-ft'  +  «A  des  Punktes  x,  y  von  K  bestimmen,  welche  die  in  dem  Satze 
erwahnten  allgeinemen  Eigenschaften  besitzt  und  zudem  fur  jeden  Penphenepunkt  R,  t 
mit  der  Funktion  f(t)  dem  Werte  nach  tibeiemstimmt.  Diese  Funktion  u  wird  fur  alle 
Punkte  der  Flache  K  als  Funktion  der  Polarkoordmaten  r,  t  dargestellt  durch  die 
Gleichungen: 


/u= 

Unter  der  Voraussetzung,  daB  die  Funktion  f(t)  mcht  durchweg  den  Wert  Null  besitzt, 
oder,  was  dasselbe,  daB  das  Maximum  0  der  Werte,  welche  moAf(f)  auf  den  Bogen  r 
annimmt,  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  1st,  soil  jetzt  fur  die  Werte,  welche  rnodw 
in  den  auf  den  Kurven  #  gelegenen  Punkten  besitzt,  eine  moglichst  giinstige  obere 
Schranke  bestimmt  werden. 
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Zu  dem  Ende  gehe  man  von  der,  auf  emfache  Weise  aus  der  die  Funktion  ur^t 
darstellenden  Gleichung  sich  ergebenden,  Relation: 


/u=1 

aus,  wende  auf  das  allgemeine  Ghed  der  auf  ihrer  rechten  Seite  stehenden  Summe  den 
im  zweiten  Abschmtte  zu  Anfang  des  Art.  3  abgeleiteten  Modulsatz  an  und  beachte, 
daB  modf((f)  in  dem  Intervalle  von  (f^^^-i  bis  cp  =  av  die  Zahl  G  nicht  uber- 
schreiten,  aber  auch,  als  stetige  Funktion  von  cp  wegen  /'(a^-O^O,  f(<x2v)  =  Q>  nicht 
fur  jedes  clem  Intervalle  angehorige  cp  den  Wert  G  haben  kann,  ferner,  daB  der 
zwischen  f(cp)  und  dcp  stehende  Ausdruck  fiir  jedes  in  Betracht  kommende  Wertepaar  >*,  t 
\vesentlich  positiv  ist,  endlich  noch,  daB  die  Gleichung: 

<*2Afc 

^~  i  r 


«2^  +  l 


B'-r* 


-<p)+* 


besteht,  bei  der  unter  a2n+1  die  Grofle  a±  +  2yr  zu  verstehen  ist.     Man  erkennt  dann, 
daB  fur  jeden  mneren  Punkt  r,  t  der  Flache  K  die  Beziehung- 


/<=! 


^2  /t  —  1 


besteht     Setzt  man  nun  zur  Abkurzung: 


3 — 2j?r  cos  (£  — q 


und  bezeichnet  die  obere  Grenze  der  Werte,  welche  die  immer  positive  Funktion  rr>< 
des  Punktes  r,  t,  o^r<^  o&t<27ty  fur  die  im  Innern  der  Flache  K  gelegenen  Punkte  r,  £  der 
Kurven  q  besitzt,  mit  (?,  so  bildet  die  so  definierte  Grofie  G,  da  fur  jeden  im  Innern 
der  Flache  K  gelegenen,  also  von  den  Punkten  R,  cc^  R,  a2;  ;  R,  a%n  verschiedenen 
Punkt  r,  t  der  Kurven  q  die  Beziehung  mod  ^  <  Frjt  besteht,  und  fur  jeden  Punkt 
R,  av,  "=1,2,  ,a»,  mod%}av  =  0  ist,  eine  obere,  aber  nie  erreichbare  Schranke  fur  die 
Werte,  welche  mod^  in  den  auf  den  Kurven  q  uberhaupt  gelegenen  Punkten  besitzt, 
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und  zugleich,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbai  erhellt,  die  gunstigste  obere 
Schranke,  wenn  die  zu  n  gehonge  Raudfunktion  f(f)  nnr  den  genannten  allgememen 
Bedingungen  unterworfen  ist. 

Die  GroBe  0-  ist  kleiner  als  G  Der  Beweis  fur  diese  Behauptung  wird  erbracht 
sem,  sobald  gezeigt  ist,  dafi  der  Werfc  von  rrft,  der  fur  jeden  im  Innem  der  Flache  K 
gelegenen  Punkt  >,  t  der  Kurve  q,  0=1,3,  ,«>  kleiner  als  G  ist,  mcM  uber  jede  unter  G 
liegende  Zahl  hmubergeht,  wenn  der  Punkt  r,  t  sich  auf  der  Kurve  q,  dem  Punkte 
•B?  a2»-i  unbegrenzt  naheit,  und  auch  nicht,  wenn  der  Punkt  r,  t  sich.  auf  der  Kurve  qv 
dem  Punkte  JB,  a^  unbegrenzt  nahert  Um  dies  zu  zeigen,  gebe  man  dei  die  GroBe  F^t 
definierenden  Gleichung  die  Form 


— 2JBi  cos  #— 


r 

2^      JBJ- 


a2u 
f*i       /* 
(JT        1 

^xj  R2— 


^ 


und  fahre  das  auf  der  reehten  Seite  dieser  Gleichung  an  erster  Stelle  stehende  Integral 
zunachst,  mit  Hilfe  der  Formel, 


'  —  2.R;  cosqp-f? 


in  den  Ausdruck: 


und  weiter  dann  durch  Emfuhrung  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  definierten,  mit  den 
GroBen  r,  t  durch  die  Beziehungen: 


Bin  ( 


It,  —  1  COS  (a2 ,  _  j  —  I) 

verknupften   GroBen  r^.j ,  r2v   in   den   Ausdruck    2rar-1  +  ! 
Es  wird  dann: 


—  2 


uber 


/f-V-l 


>— ,9  = 


a 


^—272?  coa(*— 


OfS/t-l 
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Lafit  man  jetzt  den  Punkt  r,  t  sich  auf  der  Kurve  q,  entweder  dem  Punkte  R,  a^_t 
oder  dem  Punkte  R,  a2v  unbegienzt  nahern,  so  konvergieit  im  ersten  Falle  r^v_^  gegen 
-4-a,  *2>  gegen  n  -  a^~^-\  im  ZW6iten  Falle  r3l_1  gegen  n  -  U^"^'l9  r^  gegen  ?<>,, 
wahrend  in  beiden  Fallen  em  jedes  der  n  —  1  auf  der  rechten  Seite  der  letzten 
G-leichung  vorkomnienden  Integrale  gegen  Null  konvergieit,  und  es  konvergiert  daher 
rrjt  im  ersten  Falle  gegen  ^i  £,  im  zweiten  Falle  gegen  ^  G-,  also  in  jedem  der 
beiden  Falle,  da  nach  den  in  bezug  auf  die  Kurve  qv  gemachten  Festsetzungen  die 
Zahlen  r2,_^,  r'2l  zwischen  0  und  n  liegen,  gegen  eine  unter  G  liegende  Zahl.  Damit 
ist  aber  der  Beweis  fur  die  Behauptung,  daB  G<  G  ist,  erbracht 

Setzt  man  nun  noch  G  =  %G  und  beachtet,  dafi  die  so  emgefuhrte,  zwischen  0  und  1 
gelegene  Zahl  x,  der  Definition  von  G  geniaB,  die  obere  Grenze  der  Werte  ist,  welche 
die  iinmer  positive  Funktion. 


cos  *— 


des  Punktes  r,  t  fur  die  irn  Innern  der  Flache  K  gelegenen  Punkte  r,  t  der  Kurven  q 
besitzt,  nennt  auch  diese  Zahl  x,  insofern  als  sie  nur  von  der  Lage  der  Mundungs- 
punkte  R,  a  der  Kurven  q  und  der  Gestalt  clieser  Kurven  abhangt,  die  dem  Kurven- 
systeme  q1?  q2,  •  -,  qn  entsprechende  Zahl,  so  lafit  sich  das  Eesultat  der  m  diesem 
Artikel  durchgefuhrten  Untersuchung  nach  Hinzunahme  des  bisher  ausgeschlossenen 
Falles  G  =  Q  zusammenfassen  in  den  folgenden 

HUfssatz  II.  ,,Es  sei  ~bei  einer  ^n  der  Flaclie  T  algegrenzten  tteisfladie  K  die 
PetvpJiene  ^n  2n  (»2:i),  der  Reilie  nacli  mit  rlf  sx;  r2;  s2;  ;  IH,  sn  zu  bezeiclmende  ,  Teile 
zerlegt,  und  es  seien  zugleicli  fw  v  =  ~L,2,  ,n  (he  Endpunkte  des  Bogensv^  durcli  erne 
sicli  aus  Stucken  algeliaischet  Kurven  zusammensetzende  und,  von  iluen  Endpunkten  abgesehen, 
vollstandig  mi  Innetn  der  Flaclie  K  verlaufende  Rmve  qv  ve)bunden,  die  weder  sicli  selbst, 
nodi  eine  der  n  —  \  ub)  igen  Kurven  q  sclineidet  ode}  let  ulw  t,  aucli  in  iliren  Endpunkten 
die  Pe)ipheiie  von  K  niclit  betuhit.  Zu  dieser  Kiwsflaclie  K  se^  nun  ^rgend  erne  Funktion 
^l*=u'+u"^  des  PimJctes  x,  y  von  der  ^n  dem  Satzel  defimerten  Art  gegeben,  welclie  fur 
jeden  auf  den  Bogen  siy  s2,  ;  sn  gelegenen  PunJct  den  Wert  Null  besitzt.  Ist  dann  0-  das 
Max^mwn  der  Werte,  welclie  der  in  der  ganzen  Flache  K  stetigen  Funktion  mod  u  fur 
dte  Punkte  der  Bogen  r  zukommen,  so  ^st  das  Maximum  der  Wevte,  welche  mod  u  fur  die 
Punkte  der  Kwrven  q  lesitzt,  niemals  grower  als  xG,  wolei  K  die  dem  Kurvensysteme 
<i\>  (h>  y  9.n  entsprecliende,  weder  von  der  Zalil  Gr  noch  von  der  Funktion  u  abMngige, 
immer  zwischen  0  und  1  gelegene  ZaJil  lezeichnet." 
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7. 

Fur  die  Behandlung  der  in  Art  4  gestellten  Aufgabe  einpfiehlt  sich  die  Em- 
fuhrung  des  Begriflfs  emer  zu  emem  Systeme  F  von  Stucken  der  —  schon  zu  Anfang 
des  Art.  5  erwahnten,  aus  der  Flache  T  durch  Einfuhrung  der  Schnitte  alf  119  a2,  62,  ,  ap,  lp 
hervoigehenden  —  Flache  T  gelioiigen  Fundamentalfunktion.  Dieser  Begriff  soil  jetzt 
defimert  werden  _ 

Man  niarkiere  in  der  Flache  T  die  schou  zu  Anfang  des  Art  3  defimerten  Punkte 
&*!,  &*>  i  $*,>  -miter  denen  sich  alle  Wmdungspunkte  und  alle  Punkte  $*„  befinden,  und 
ordne  allgemem  dein  Schnittpaare  «,,&„  (t=i,a,  ,*)  die  vier  bei  der  Problem stellung  in 
Art.  4  gewahlten,  nur  den  Bedingungen. 

mod  Av=  1,  mod  Bv=  1,  (1--B,)8C,-  (1-4,)  S3, 

unterworfenen  Konstanten  Aiy  B,,  91,,  33,,  clem  Punkte  <fff  ^=1,2,  ,*)  die  ebendort  ge- 
wahlte,  durch  die  Konstanten  fiff,  £„,_£,*,  ,  fiffm<r  vollstandig  bestimmte  Funktion  yff 
zu  Alsdann  grenze  man  in  der  Flache  T  £getrennt  liegende  Flachenstucke  F±,  J<\,  ,FL, 
deren  Gresamtheit  im  folgenden  mit  F  bezeichnet  werden  soil,  in  der  Weise  ab?  daJ3 
allgemem  die  Begrenzung  von  Fy  (*= i,s,  ,*)  von  emer  in  sich  zurucklaufenden,  aus  emei 
endlichen  Anzahl  von  Stucken  algebraischer  Kurven  bestehenden  Lmie  9ftx  gebildet 
wird,  und  daB  zudem  diese  Begrenzungslime  keinen  zu  emem  Schnitte  a  oder  &  ge- 
hongen  Punkt  und  auch  keinen  der  Punkte  ^,  ^2?  ,  ^  enthalt,  also  msbesondere 
ganz  im  Endlichen  verlauft  und  durch  keinen  Wmdungspunkt  hindurchgeht  In  seinem 
Innern  dagegen  darf  das  Flachensystem  F  einige  oder  auch  alle  Schnittpaare  a,  I, 
ebenso  einige  der  Punkte  e^,  e/^,  ,  ^  oder  auch  alle  diese  Punkte  enthalten  Dabei 
soil  der  Fall,  wo  £  =  1  ist,  also  statt  des  Flachensy stems  F  nur  em  einziges  Flachen- 
stuck  FI  vorliegt,  nicht  ausgeschlossen  sem. 

Es  werde  nun  angenommen,  da6  zu  dem  Flachensysterne  F  erne  emwertige 
Funktion  u  =  u'+u"i  des  Punktes  x,  y  existiere,  welche  den  folgenden  Bedingungen 
genugt: 

I  Die  Funktion  u  soil  fur  jeden  nicht  mit  emem  Punkte  $*a  (ff«i,a,  ,«)  zu- 
sammenfallenden  und  auch  nicht  zu  emem  Schnitte  a  oder  emem  Schnitte  b  ge- 
horigen  Punkt  #,  y  von  Fy  ("=1,2,  ,*)  stetig  sem,  aber  auch  noch  fur  jeden  zu 
emem  etwa  in  Fy  gelegenen  Schnitte  av  oder  lv  gehongen  Punkt  $*  oder  c/5", 
sobald  man  sich  auf  die  Werte  von  u  fiir  die  in  der  Umgebung  des  Punktes 
oP+  oder  §*-  mit  dem  Punkte  zur  selben  Seite  des  betreffenden  Schmttes  hegenden 
Punkte  x,  y  beschrankt;  dagegen  sollen  ihre  Werte  u+,  u~  in  je  zwei  zu  emem  solchen 
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Schnitte  a,  oder  &,   gehorigen  entsprechenden  Punkten  c?*,  o^"  in  der  Weise  verknupft 
sein,  da8 

langs  a>{w"=JU-+  &„ 


ist;  fur  jeden  etwa  in  .F,  gelegenen  Punkt  cPa  aber  soil  sie  in  der  durch  die  Funktion  <pCT 
charakterisierten  Weise  unstetig  werden. 

II    Die  Denvierten  ^  ,  -^  ,  ^p-  ,  -^p-  sollen  bei  Hmzunahme  der  den  Gfleichungen  (S,  .) 

entsprechenden  stetigen  Fortsetzungen  der  Funktion  n  uber  die  Scbmtte  a,,  &,  hmuber 
far  jeden  nicbt  auf  der  Begrenzung  9tx  gelegenen,  aber  auch  nicbt  mit  einem  der  Punkte 
c^l,  c^2j  9  $*,  zusamraenfallenden  Punkt  von  F,  esistieren  und  stetig  sein,  und  es 
werclen  alsdann,  ausschheBlich  auf  Grund  ihrei  Definition,  die  Werte  der  genannten 
Denvierterf  in  je  zwei  zu  einem  Schnitte  av  oder  &v  gehorigen  entsprecbenclen  Punkten 
c?+,  c/5"  in  der  Weise  verknupft  sein,  daB 


lo ^^  7 ,  iu        T?     u~       u        -p     u~ 

langs  6,^-JS,^,  -—5^  , 

ist 

III  Die  Derivierten  |^J,  g^  sollen  fur  jeden  Punkt  von  jPx,  fur  den  ibre  Existeuz 
gefordert  wurde,  die  G-leicbung  A^  =  -^-+gp-=-0  erfullen. 

Eme  jede  diesen  Bedtngungen  genugende  Funktion  soil  eme  m  dem  FJachensysteme  F 
(jelionge  Fimdamentalfunkhon  genannt  werd&n.  Bei  Verwendung  dieses  Begjiffes  ist  aber 
hu  Auge  m  lehalten,  da/3  die  Konstanten  A,  B,  $t,  35  und  die  m  den  Funltionen  <p 
vorJcommenden  Konstanten  £  lei  der  Problemstellung  in  Art  4  em  fur  allemal  festgelegt 
worden  smd. 

In  bezug  auf  die  so  definierten  Fundamentalfunktionen  gilt  nun  dei  folgende 

Satz.  J9Eine  zu  dem  Flacliensysteme  F  gelionge  Fundanientalfwiktim  'ist  rollstandig 
bestimmt,  sobald  fur  sie  die  Werte,  welche  sie  langs  de>  durcJi  die  Lmien  91^  9fl2;  ,  ^ 
gelildeten  Begrenzung  $i  von  F  lesitzt,  beJcannt  smd." 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  durch  die  folgende  Uberlegung  erbracht.  Existierte 
neben  einer  zu  dem  Flachensysteme  F  gehorigen  Fundamentalfunktion  u  eme  zweite 
Fundarnentalfunktion  u9  welche  mit  ihr  in  den  Werten  langs  der  Begrenzung  91  von  F 
ubereinstimmte,  so  wfirde  die  mit  ihnen  gebildete  Differenz  u  -  u,  nachdem  man  ihr 
noch  fur  die  etwa  in  F  gelegenen  Punkte  des  Punktsystems  <^[,  ^J,  ,  c^?  in  welchen 
sie  ja  Werte  zunachst  nicht  besitzt,  die  ihr  fur  diese  Punkte  zukommenden  Grenzwerte 

15* 
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als  Weite  zugelegt  hat,  erne  zu  F  gehonge  Funktion  des  Punktes  x9  y  von  der  im 
Hilfssatze  I  charakterisierten  Art  sem,  die  zudem  fur  jeden  Punkt  der  Begrenzung  3?: 
von  F  den  Wert  Null  besaBe,  und  deien  Modul  daher,  auf  Grand  des  genannten  Hilfs- 
satzes,  fur  jeden  Punkt  von  F  der  Null  gleich  waie,  im  Widerspruch  mit  der  Annahme, 
daB  u  von  u  verschieden  1st.  Damit  1st  aber  der  aufgestellte  Satz  bewiesen  Bei  dieser 
Betrachtung  ist  fiir  diejenigen  etwa  in  F  gelegenen  Punkte  des  Punktsy stems  c/1,  c^,  ,  <^, 
welche  weder  mit  einem  Windungspunkte  noch  mit  emem  Punkte  $*„  zusammenfallen, 
der  m  Art.  2  des  dritten  Absclinittes  bewiesene  Satz  zu  berucksichtigen 


8. 

Es  soil  jetzt  in  die  Behandlung  der  in  Art.  4  gestellten  Aufgabe  in  der  Weise 
emgetreten  werden,  daB  zunachst  in  diesem  und  dem  folgenden  Artikel  zwei  die  Losung 
dieser  Aufgabe  vorbereitende  Untersuchungen  durchgefuhrt  werden 

In  der  aus  der  Flache  T  durch  Emfuhrung  der  Schmttpaare  #17  \\  a2:bZ7  ;  ap9  bp 
hervorgehenden  Flache  T  sei,  nachdem  man  m  ihr  die  Punkte  c?1?  <^2?  ,  $\  markiert 
hat,  em  Flachensystem  F  von  dei  m  Art  7  beschnebenen  Art  und  eine  einblattnge, 
keinen  der  Punkte  c^?  ^,  •  ,  <^?  aber  auch  fcemen  zu  emem  Schnitte  a  oder  b  gehongen 
Punkt  enthaltende  Ereisflache  K  abgegrenzfc,  die  in  der  folgenden  Beziehung  zu  emander 
stehen.  Die  Kreisflache  K  soil  allgemem  mit  dem  Flachenstucke  Fy  (/=i,2,  ,Q  nur 
Abschmtte,  zum  mindesten  einen  Abschmtt  —  also  einen  einfach  zusammenhangenden 
Flachenteil,  dessen  Begrenzung  sich  aus  emem  einzigen  Stucke  der  Penphene  von  K 
und  emem  einzigen  Stucke  der  Begrenzung  ffi,  von  F,  zusammensetzt  —  gememsam 
haben,  weiter  soil  ihre  Peripherie  so  zu  31,  liegen,  daB  em  auf  9tx  in  einer  und 
derselben  Richtung  sich  bewegender  Punkt  von  emer  Stelle  an,  wo  er  m  das  Innere 
der  Kreisflache  K  eintritt,  bis  zu  der  zunachst  folgenden  Stelle,  wo  er  austntt,  sich 
ganz  im  Innern  von  K  bewegt,  und  daB  weder  an  der  Eintritts-  noch  an  der  Aus- 
tnttsstelle  eine  Beruhrung  zwischen  der  Peripherie  von  K  und  den  in  die  Flache  K 
fallenden  Teilen  der  Begrenzung  3fix  von  Fy  stattfindet;  endhch  soil  die  durch  Ver- 
eimgung  der  Kreisflache  K  mit  den  Flachenstucken  F^,  F9<  -  ,  Fk  entstehende,  zu- 
sammenhangende  Flache  F  von  einer  einzigen,  in  sich  zurucklaufenden  Lmie  begrenzt 
sem.  Dabei  ist  der  Fall,  wo  Jc  —  1  ist,  also  statt  des  Flachensystems  F  nur  ein 
einziges  Flachenstuck  F±  yorliegt,  nicht  ausgeschlossen;  man  wird  sich  sogar  das  Ver- 
standnis  der  in  diesem  Artikel  durchgefuhrten  Untersuchung  wesentlich  erleichtern, 
wenn  man  sie  zunachst  nur  auf  die  folgende,  dem  Falle  Jc  - 1  entsprechende,  Figur  10 
bezieht. 

Die  auBerhalb  der  Kreisflache  K  gelegenen  Teile  der  Begrenzungslinien  9^,  3d2,  -  -,  ^k 
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Fig-    10 


des  FlachenbYstems  F  sollen  unteischiedhlos  mit  p,  die  mneihall)  gelegenen  niit  j,  die 

auBerhalb  des  Flachensystenis  F  gelegenen  Teile  dei  Peiiphene  von  K  mit  s,  die  mner- 

halb  gelegenen  mit  r  bezeichnet  werden     Die  Schmttpmikte  cler  Begrenzungslimen  von  F 

mit  der  Periphene  von  7C  ^on  denen  jeder 

als  em  den  vier  in  ihm  zutiaminenstoBenden 

Lmien  p,  q,  >,  s   gemeinsam   angehoriger 

Punkt  anzusehen  ist,  sollen  dagegen  untei- 

schiedslos   mit   (p,  s)   bezeichnet   werden. 

Ein  jeder  der  Buchstaben  p,  q,  2,  s  soil 

aber    auch.,    sobald    er   iin   folgenden   an 

dem    Zeichen    fur    irgend   eine    zu    dem 

Flachensysteme   F    oder    zu    der    Kreis- 

flache  K  gehorige  Funktion   des  Punktes 

*,  y  als  unterer  Index  auftritt,  emen  auf 

den   dem   Buchstaben    entsprechenden  Lmien  frei   beweglichen   Punkt   bezeichnen   und 

zugleich    soil  dann  das   mit  diesem  Buchstaben  versehene  Funktionszeichen  den  Wert 

dei  Funktion  in  dem  beweglichen  Punkte  reprasentieren 

Man  nehme  nun  an,  daB  zu  dem  Flachensysteme  F,  wie  man  auch  fur  die  durch 
9?i ,  3t>?  >  9ti  gebildete  Begrenzung  desselben  eine  langs  jeder  einzelnen  Bandkurve  3t 
einwertige  und  stetige  Funktion  des  Begrenzungspunktes  wahlen  mag,  stets  eine  Funda- 
mentalfunktion  gebildet  werden  konne,  welche  langs  der  Begrenzung  von  F  mit  der 
gewahlten  Funktion  des  Begrenzungspunktes  dem  Werte  nach  uberemstmimt  Es  soil 
dann  bewiesen  werden,  daB  auf  Grund  dieser  Annahme  auch  zur  Flache  F  eine  Funda- 
mentalfunktion  sich  bilden  laBt,  welche  langs  der,  nut  p  +  s  zu  bezeichnenden,  Be- 
grenzung von  F  mit  emer  beliebig  vorgegebenen  einwertigen  und  stetigen  Funktion 
f=f+f"i  des  Begrenzungspunktes  dem  Werte  nach  uberemstimmt. 

Zu  dem  Ende  wahle  man  fur  die  von  den  Lmien  p  und  q  gebildete,  nut  p  +  q 
zu  bezeichnende,  Begrenzung  von  F  eine  einwertige  Funktion  g  =  g+  <f'i  des  Begrenzungs- 
punktes, welche  langs  jeder  Begrenzungslime  $1,  stetig  ist  und  zudem  fur  jeden  Punkt 
einer  Lime  p  mit  der  vorgegebenen  Funktion  f  dem  Werte  nach  uberemstimmt,  sodafi 
also  die  Grleichung  gp=fp  besteht,  und  bestimme  alsdann  einerseits  zu  dem  Flachen- 
systeme F  in  Gbereinstimmung  mit  der  gemachten  Annahme  Fundamentalfunktionen 
u(l\  u(*\  u(5\  ,  andererseits  zu  der  Kreisflache  K  auf  Grund  des  Satzes  I  Fundamental- 
funktionen w(2),  u(4c\  u(*\  ,  in  der  Eeihenfolge  ^(1),  u(*\  u(*\  dadurch,  daB  man  die 
Werte,  welche  die  Funktionen  ww,  u(*\  u(*\  langs  der  Begrenzung  p  +  q  von  F,  und 
die  Werte,  welche  die  Funktionen  u(*\  u(4*\  u(*\  •  langs  der,  mit  r  +  s  zu  bezeichnenden, 
Peripherie  von  K  besitzen  sollen,  in  der  Weise  wahlt,  daB 
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(  u(2]  =  K(l) 

"/       ? 


= 

p  /ON       "jO      -   /  J9       3  n 

fur  wf3){  *       v,  fur 

1  1/3)=  ;/2) 

\  il,j      -    "?      J 


ist  Die  Funktionen  e^(2M+1),  «i(2n+2)  konvergieren  claim  mit  unbegrenzt  wachsendem  ^z- 
gegen  bestimmte  Grrenzfunktionen  u,  u,  von  denen  die  erste  fur  jeden  mcht  mit  emem 
der  Punkte  ${,  cP2,  ,  ^  zusammenfallenden  Punkt  von  F,  die  zweite  fur  jeden  Punkt 
von  K  existiert  Der  Beweis  fur  diese  Behauptung  soil  jetzt  erbracht  werden 

Man  betrachte  die  Funktionen  ^(2n+1)—  u^n~l\  %(2w+2)-  w(2w)?  ^=1,2,3,     ,  und  beruck- 
sichtige,  daJB  die  Gleichungen: 

1.)  <w+1)-  <w-1)=  0,  3)  ^2*+2)-  M?")-  ^2w+1)-  u(^\ 

2.)  u^-  ufn~v=  itfn^  42"-2>,  4)  ^2w+2)-  M?")=  0 

fur  w==  1,2,3,  bestehen,  wenn  man  noch  die  dabei  im  Falle  w  =  l  auftretende 
Grofie  uf}  durcL.  die  Grleichung  uf  =  gq  defimert  Die  zu  dem  Flachensysteme  F  ge- 
honge  Funktion  w(2w+1)-  u(*n~l}  ist,  nachdem  man  ihr  noch  fur  die  etwa  in  F  gelegenen 
Punkte  des  Punktsy stems  cP19  tf^,  ,  o^,  in  welchen  sie  ja  "Weite  zunachst  mcht  besitzt, 
die  ihr  fur  diese  Punkte  zukommenden  Grenzwerte  als  Werte  zugelegt  hat,  eine  Funktion 
von  der  rm  Hilfssatze  I  charaktensierten  Art,  die  zudem  langs  der  Linien  p  durchweg 
den  Wert  Null,  langs  der  Limen  q  die  Werte  ufn}  —  ufn~®  besitzt.  Infolgedessen  ist 
mod[^(2n+1)— w(2w"1)]  fur  kemen  Punkt  von  F,  also  auch  fur  kemen  Punkt  der  Limen  r 
grofier  als  das  mit  Mod  [^2n)~  ^2w"2)]  zu  bezeichnende  Maximum  der  Werte,  welche 
langs  der  Limen  q  besitzt  Die  zur  Kreisflacho  K  gehonge  Funktion 
st  eme  F^nttion  von  der  im  Hilfssatze  I,  bei  der  Annahme  &==!, 
charaktensierten  Art,  welche  langs  der  Linien  s  durchweg  den  Wert  Null,  langs  der 
Linien  r  die  Werte  t#*+1)- w?"-15  besitzt,  und  sie  ist  daher  zugleich  auch  eine  Funktion 
von  der  im  Hilfssatze  H  charaktensierten  Art  Infolgedessen  ist  mod  [^w+2)- w(3w)] 
fur  kemen  Punkt  von  K  groBer  als  Mod  [^2n'fl)-  42*~1)]  und  msbesondere  fur  kemen 
Punkt  der  Limen  q  grofler  als  xMod[42w+1)~42n-1)]?  wobei  %,  o<y<i,  die  dem  Limen- 
system  g,  entsprechende  Zahl  in  dem  vor  dem  Hilfssatze  H  angegebenen  Smne  bezeichnet, 
und  unter  Mod  [w?"+1)«t*?— 1>]  d^s  Maximum  der  Werte,  welche  mod  [w?*+1>- w?*-«] 
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langs  der  Lmien  r  besitzt,  zu  verstehen  1st.     Es  gelten  daher  far  w=-l,2,  3,        die 
Eelationen 


5;  Mod  [wi2*-1'-  H?-1']  ^  Hod  [H^-  <«-'>],  6  j  Mod  [<»^-  M'-"']^*  Mod 

bei  denen  die  Grleichheitszeichen  dann  aber  auch  uur  dann  zu  nehmen  sind,  wenn 
zwischen  der  vorgegebenen  Funktion  f  und  der  gewahlten  Funktion  g  eine  solche 
Beziehung  besteht,  daB  langs  der  Linien  q  durchweg  ^]=^gfj  ist  und  infolgedessen  jede 
der  Funktionen  #(3),  w(5),  •  mit  der  Funktion  wfl),  jede  der  Funktionen  u(i\  K(GJ,  mit 
der  Funktion  it(~>  identisch  ist  Ersetzt  man  nun  das  eine  Mai  in  den  beiden  Eelationen 
5),  6.)  n  durch  ^  —  1  und  elunmiert  alsdann  die  GroBe  Mod  [u^n~1}—  ^2rt"3)],  das 
andere  Mai  nur  in  der  Relation  6  )  n  durch  n  —  1  und  eliminiert  alsdann  die  GroBe 
2n)  —  f42*"s)]»  so  ergeben  sich  die  fur  ^  =  2,3,  geltenden  Relationen. 

[u(^-i%n-^xm 

und  weiter  dann,  mdem  man  mit  Hilfe  dieser  Eelationen  Mod  [ufn}—  w(92n~2)]  zu 
Mod[^2)-40)],  Mod[wJ3ll+1)-^2"-1)]  zu  Mod^-M^]  in  direkte  Beziehung  setzt  und 
beachtet  ,  daB  nach  5.)  Mod  [^(3)  —  u(?~]  ^  Mod  \u(^  —  ^0)]  ist  ,  auch  zur  Abkurzung 
Mod  [«4J)—  24°}]  ^  ^  setzt,  die  fur  n  =  1,  2,  3,  geltenden  Relationen: 

9)  Mod  [z42^-  *42"-->]  ^  x-1^,  10.J  Mod  [w?*+1>-  w?-1*]  ^  x^1^ 

Aus  diesen  Eelationen  folgen  jetzt  schlieBlich,  da  nach  fruher  Benierktem  fur  jeden 
Punkt  von  F  die  Beziehung  mod|>(2OT+1)-  w^—^^Mod  [u(*n}-  <n"2)],  fur  jeden  Punkt 
von  A"  die  Beziehung  mod  [«P"+2)-z*(9">]^Mod  [z42n+1)-42w-1}]  besteht,  die  fur  w  =  l,2,3,-  - 
geltenden  Eelationen 

11)  mod^2^1^^271-1^^-1^,  12)  modftt^+^-^^x-1^, 

von  denen  die  erste  fur  jeden  Punkt  von  F,  die  zweite  fur  jeden  Punkt  von  A"  be- 
steht. Diese  letzten  Eelationen  lassen  nun  erkennen,  daB  die  zu  der  unendhchen  Eeihe 
[%(3)  —  %(1)]  +  [w(5)  —  &(3)]  +  •  gehonge  Modulnreihe  fur  alle  Punkte  von  F,  die  zu  der 
unendlichen  Eeihe  [w(1)  —  u(2}]  +  [-w(G)  —  u(4t}~\  +  gehonge  Modulnreihe  fur  alle  Punkte 
von  K  konvergiert,  und  zwar  in  gleichem  Grade.  Daraus  folgt  dann  zunachst,  daB  die 
Funktionen  u(*nJrl\  w(27i+2),  wie  behauptet  wurde,  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  gegen 
bestimmte  Grenzfunktionen: 


konvergieren,  von  denen  die  erste  fur  jeden  nicht  mit  einem  der  Punkte  ${,  cP%,     , 
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zusammenfallenden  Punkt  von  F,  die  zweite  fur  jeden  Punkt  von  K  existiert;  welter 
aber  auch,  dafi  die  Funktion  Tt  jedenfalls  langs  der  die  emzelnen  Teile  von  F  begrenzen- 
clen  Randkuiven  3^,  9t2,  ,  91A,  die  Pnnktion  Tt  jedenfalls  langs  der  Peripherie  von  K 
sich  stetig  andert  Endlich  ergibt  sich  noch,  indem  man  die  Grleichnngen  z#w+1)=/),, 
u(j*+*>=u(j*\  $*+*>  =$*+*>,  w?*+s)-/;  beachtet,  daB  das  Verhalten  der  Funktion  M 
langs  der  Begrenzung  p  +  q  von  F  und  das  Verhalten  der  Funktion  Ti  langs  der 
Peripherie  '>  +  s  von  K  chaiakterisiert  ist  durch  die  Gfleichungen: 


Um  einen  genaueren  Einblick  in  die  Natur  der  gewonnenen  Funktionen  u,  u  zu 
erhalten,  bilde  man  jetzt  zu  dem  Flachensysteme  F,  in  Uberemstimmung  nut  clei  ge- 
machten  Annahme,  eine  Fundainentalfunktion  U,  welche  langs  der  Begienzung  p  +  q 
von  F  mit  der  Funktion  H  dem  Werte  nach  ubereinstnnmt,  sodaB  also  Up  =  up,  U^u^ 
ist,  bilde  _entsprechend  zu  der  Kreisflache  K,  auf  Grund  des  Satzes  I?  erne  Fundamental- 
funktion  U,  welche  langs  der  Peripherie  r  +  s  von  K  mit  der  Funktion  H  dem  Werte 
nach  ubereinstnnmt,  sodaB  also  lfi^ul,  11.  =  u,  ist,  und  betrachte  alsdann  die  beiden 

Funktionen  .  _  = 

U-tf*+l\  U-u^^\ 

Die  erste  derselben  ist,  nachdem  man  ihr  noch  fur  die  etwa  in  F  gelegenen  Punkte 
des  Punktsy  stems  c^,  c?3,  -,  c?v,  m  welchen  sie  ja  Werte  zunachst  mcht  besitzt,  die 
ihr  fur  diese  Punkte  zukommenden  Grenzwerte  als  Werte  zugelegt  hat,  eine  zu  F  ge- 
horige  Funktion  von  der  im  Hilfssatze  I  charakterisierten  Art,  deren  Verhalten  langs  der 
Begrenzung  p  +  q  von  F  durch  die  Gleichungen: 


bestimmt  ist,  und  deren  Modul  infolgedessen  fur  kemen  Punkt  von  F  groBer  als 
ModJ£  [ufv+V-u(*v~v\,  also  a-uch,  der  Eelation  11.)  zufolge,  fur  keinen  Punkt  von  F 

v  =  oo  n 

groBei  als  ^tf^Cr  oder,  was  dasselbe,  groBer  als  j^  Cr  ist.  Die  zweite  dagegen  ist 
eine  zu  K  gehorige  Funktion  von  der  im  Hilfssatze  I,  bei  der  Annahme  k  -  1,  charakte- 
nsierten  Art,  deren  Verhalten  langs  der  Peripherie  r  +  s  von  K  durch  die  Gleichungen. 


r  =s  n  + 1 
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bestimrat   ist,    und   deien   Modul   infolgedessen   fur  keinen   Punkt    von   K  groBei   als 

T=a- 

Mod  J5f  [X.2f-~J}  —  ^-''],   also   auch,  der  Kelation   12;  zulolge,  fur  kemeu  Punkt  von   K 

i=/z-rl 

7  =  =C  ^n 

grofier  als  JSV"1^  odor,  was  dasselbe,  grofier  al«  ^^H^  i&t    Es  konvergieit  daher  init 

1=«-S-1  _ 

unbegrenzt  wachsendem  H  mod  [£7  —  M18*4-1']  fin  alle  Punkte  von  P,  niodftT—  K|2n+Jj]  fui 
alle  Punkte  von  K  gegen  Xull,  und  zwai  in  gleichein  Grade,  oder,  was  dasselbe,  es  ist, 
von  den  etwa  in  F  gelegenen  Punkten  des  Punktsy  stems  ^iy  c/^  ,  c/J  abgesehen, 


Damit  ist  aber  bewiesen,  da6  die  Funktion  w  erne  zu  dem  Flachensystenie  J1,  die 
Funktion  u  erne  zu  der  Kreisfiache  K  gehorige  Fundanientalfunktion  ist. 

Ohne  Muhe  erkennt  man  jetzt  auch  noch,  daB  die  gewonnenen  Funktionen  u,  u 
fur  jeden  Punkt  JL  ,  ij  irgend  eines  dem  Flachensysteme  F  und  der  Kieisflache  K  ge- 
memsanien,  von  einer  emzigen  Lime  q  und  emer  emzigen  Lmie  -;  begrenzten  Ab- 
schnittes  denselben  Wert  besitzen;  man  hat  dazu  nur  zu  beachten,  daB  die  Funktionen  u,  Ti, 
als  Funktionen  des  in  seiner  Bewegung  auf  emen  solchen  Abschnitt  beschrankten 
Punktes  JL,  y  betrachtet,  sich  auf  Grrund  des  eben  Bewiesenen  wie  zwei  zu  dem  Ab- 
schmtte  gelionge  Fundamentalfunktionen  verhalten,  zugleich  aber  auch,  auf  Grund  der 
G-leichungen  u9  =  ?iq,  ur=*Tif9  fur  jeden  Punkt  der  Begi-enzung  des  Abschnittes  denselben 
Wert  besitzen,  und  daB  nach  dem  am  Ende  von  Art  7  Bewiesenen  zwei  zu  einem 
Gebiete  gehorige  Fundamentalfunktionen,  welche  langs  der  Begienzung  des  Gtebietes  dem 
Werte  nach  uberemstimmen  ,  identisch  sincl 

Man  definiere  nun  schheBlich  fur  die  von  den  Linien  p  und  s  begrenzte  zu- 
sammenh^ngende  Flache  F,  welche  die  samthchen  Punkte  des  Flachensysteins  F  und 
der  Kreisfl&che  K  enthalt,  eine  Funktion  u  in  der  Weise,  daB  man  fur  jeden  Punkt 
von  F  u  =  7i,  fur  jeden  Punkt  von  K  it,=  u  setzt,  und  beachte,  daB  dadurch  u  auch  fur 
jeden  Punkt  der  dem  Flachensysteme  F  und  der  Kreisflache  K  gememsamen  Gebiete 
eindeutig  erklart  ist,  da  nach  dem  eben  Bewiesenen  fur  jeden  Punkt  eines  solchen 
Gebietes  die  Beziehung  Ti  =  u  besteht.  Die  so  zur  Flache  F  bestiminte  Funktion  i/  ist 
dann  eine  zu  F  gehorige  Fundamentalfunktion,  die  zudem,  auf  Grund  der  Gleichungen 
M^u^fp,  ^  =  ^==/l,  langs  der  Begrenzung  p  +  s  von  F  mit  der  vorgegebenen  Funk- 
tion f  des  Begrenzungspunktes  dem  Werte  nach  ubereinstimmt,  und  sie  ist  zugleich 
nach  dem  m  Art.  7  Bewiesenen  die  einzige  derartige  Fundamentalfunktion.  Damit  ist 
aber  der  Beweis  fur  die  zu  Anfang  der  Untersuchung  aufgestellte  Behauptung  erbracht, 
und  man  kann  jetzt  das  Eesultat  der  in  diesem  Artikel  durchgefuhrten  Untersuchung 
zusammenfassen  in  den  folgenden 

P-B,  I  1G 
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Satz.  ,,In  (let  aus  de>  Flaclie  Tdurcli  Einfuluung  det  Sclnnttpaare  al9  6X;  a3,  &2,  ,  o^,  ^ 
lienorgelienden  Flaclie  T  sei,  naclidem  man  in  iln  die  Punkte&i,  ff^  ,  o?  wen  he*  t  hat,  em  cms  k 
getiennt  liegeuden  Flaclienstuden  F19  F^  ,  Fk  lesteliendes  Flacliensystem  F,  bei  dem  allgemein 
F,  (/=i,2,  ^)  von  einet  emzigen  gestlilossenen  Lime  ^  "begrensst  sein  soil,  und  erne  Kteisflaclie  K 
abgegrenzt,  iceklie  in  dey  m  Anfang  dieses  Ajtikels  angegelenen  Bemehmg  zu  emandet  stelien 
Lafit  sicli  dann  m  dem  Flacliensysteme  F,  me  man  aucli  fit)  die  dwell  9t1?  912?  ,  9tA  gelildete 
Begtenzung  desselben  erne  langs  yedo  emzelnen  Randkutve  31,  emwevhge  und  stetige  Function 
des  Beg*  enmngspunktes  wahlen  mag,  stets  erne  Fundamentalfmiktion  bilden,  tcelche  langs  der 
Begtenzung  ion  F  nnt  det  geualilten  FunUion  des  Begrenzungspunltes  dem  Wette  nacli  iiberem- 
stwimt,  so  lafit  sicJi  aucli  zu  der  die  samtlicfien  PmiUe  des  Flacliensystems  F  und  der  Kreis- 
ftaclie  K  entlialtenden  zusammenliangenden  Flaclie  F  erne  Fundamentalfmikhon  lilden,  welclie 
langs  dey  Begrenzung  von  F  mit  einer  lelielig  wrgegebenen  einwertigen  und  stetigen  Fwnltion 
des  BegtenmngspunUes  dem  Weite  nacli  ubereinstimmt.  Dei  Fall,  wo  statt  des  Flaclien- 
systems F  nw  em  einziges  Flaclienstucl  F1  voiltegt,  ^st  dalei  mcht  ausgesclilossen  " 


9. 

In  der  Flache  T  grenze  man,  nachdem  man  die  Schnittpaare  al9  V?  a^l^       ;  ap,  bp 
emgefuhrt  und  die  Punkte  $\,  e/1,,      ,  ^  maikiert  hat,  durch  eine  das  Schnittpaar  a,,  lv 


Fag  11 
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umschlieBende,  in  sich  zuiiicklaufende  Kurve,  der  schematischen  Figur  11  entsprechend 
(bei  der  a{l\  «f2),  a^\  a"'  Wmdungspunkte,  a'11— a(2\  a(>} — a'lj  Ubergangslimen  z\uschen  den- 
selben  beiden  Blattern  bezeichnen  sollen,  und  die  in  dem  unteren  dieser  beiden  Blatter 
liegenden  Teile  der  Begrenzungslime  zimi  Unterschied  von  den  in  clem  oberen  liegenden 
gestrichelt  sindj,  em  das  Schmttpaar  a,,&77  aber  keinen  der  Punkte  &[9  ^  •>  &**  en^- 
haltendes  Flachenstuck  ab  und  entferne  alsclann  das  Schmttpaar  a,,  6t  Em  Flachen- 
stiick  von  dieser  Art  moge  ein  Doppelring  genannt  werden.  Mit  Eucksicht  auf  das 
Folgende  soil  die  Begrenzung  des  hier  vorliegenden,  mit  D,  za  bezeichnenden,  Doppel- 
rings  vier  getrennte  Bogen  emer  um  den  gememsamen  Mundungspnnkt  der  Linien  a,,  6, 
als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreislime  enthalten  Die  Flache  Dv  kann  dann  auch 
aufgefafit  werden  als  eine  Flache,  welche  durch  die  Veremigung  zweier  getrennt  liegen- 
dei%  einfach  zusammenhangender  Flachenstucke  F^  F2  mit  der  von  der  eben  genannten 
Kreislmie  begrenzten  Kieisflache  K  in  der  durch  die  Figur  12  charaktensierten  Weise 


12 


entstanden  ist,  und  es  soil  dabei  zugleich  vorausgesetzt  werden,  daB  das  mit  F  zu  be- 
zeichnende  System  der  beiden  Flachenstucke  F19  F%  und  die  Kreisflache  K  in  derselben 
Beziehung  zu  einander  stehen,  auch  in  betreflf  ihrer  Begrenzungen,  wie  das  zu  Anfang 
des  Art.  8  eingefuhrte  Flachensystem  F  und  die  ebendort  eingefuhrte  Kreisflache  K. 
Infolgedesseu  kann  die  dort  fur  die  Teile  der  Begrenzung  des  Flachensystems  F  und 

16* 
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der  Penpliene  von  K  eingefuhite  Bezeichnung  veimittels  dei  Buchstaben  p,  %,  ;,  s  un- 
mittelbar  auf  die  hiei  vorhegende  Figui  ubertiagen  weiden. 

Nach  diesen  Festsefczungen  A\ahle  man  jetzt  auf  jedem  der  beiden  getrennt 
liegenden  Teile  p  dei  Begrenzung  von  f\  einen  nicht  init  emeni  Punkte  (p,  s)  zusammen- 
fallenden  Punkt,  fuhre  von  dem  einen  diesei  beiden  Punkte  zum  andern  einen  mit  a 
zu  bezeichnenden,  vom  Anfangs-  und  Endpunkte  abgesehen  ganz  iin  Innern  von  t\  ver- 
laufenden  und  weder  sich  selbst  noch  einen  der  Bogen  /  schneidenden  odei  beruhrenden 
Schmtt  in  der  Weise,  daB  er,  wenn  man  ihn  in  die  Figur  11  ubertragen  wurde,  mit  der 
Schmttlinie  lv  nur  einen  Punkt  gememsam  hatte,  und  bezeichne  bei  diesem  Schnitte  die 
erne  Seite  als  die  positive,  die  andere  als  die  negative,  dabei  sei  die  Bezeichnung  so  gewahlt, 
dafi  man,  wenn  man  1+  in  positivem  Sinne  durchlauffc,  den  Schnitt  a  von  der  negativen  zur 
positiven  Seite  hm  uberschreitet  Ebenso  wahle  man  auf  jedem  dei  beiden  getiennt  liegenden 
Teile  p  der  Begrenzung  von  £\  einen  nicht  mit  emem  Punkte  (p,  s)  zusammenfallenden 
Punkt  und  fuhre  von  dem  einen  dieser  beiden  Punkte  zum  andern  einen  mit  //  zu 
bezeichnenden,  vom  Anfangs-  und  Endpunkte  abgesehen  ganz  im  Innern  von  I<\  ver- 
laufenden  und  wecler  sich  selbst  noch  einen  der  Bogen  ;  schneidenden  oder  beruhrenden 
Schnitt  in  der  Weise,  daB  ei,  wenn  man  ihn  in  die  Figur  11  ubertragen  wiude,  mit 
der  Schmttlinie  uv  nur  einen  Punkt  gememsam  hatte,  und  bezeichne  bei  diesem  Schnitte 
die  erne  Seite  als  die  positive,  die  andeie  als  die  negative;  dabei  sei  die  Bezeichnung 
so  gewahlt,  daB  man,  wenn  man  a+  in  positivem  Smne  clurchlauft,  den  Schnitt  &'  von  der 
positiven  zur  negativen  Seite  hin  uberschreitet.  Durch  den  Schnitt  a  wird  das  Fluchen- 
stuck  I\  in  zwei  Teile  zeilegt,  von  clenen  der  erne,  die  positive  Seite  d+  des  Schnittes 
als  Begrenzungsstuck  enthaltende  Teil  mit  F^,  der  andere,  die  negative  Seite  a"  des 
Schnittes  als  Begrenzungsstuck  enthaltende  Teil  mit  F~  bezeichnet  werden  soil;  ebenso 
wird  durch  den  Schnitt  V  das  Flachenstuck  F2  in  zwei  Teile  zerlegt,  von  dencn  der 
erne,  die  positive  Seite  V+  des  Schnittes  als  Begrenzung sstftck  enthaltende  Teil  mit  F2+, 
der  andere,  die  negative  Seite  V~  des  Schnittes  als  Begienzungsstuck  enthaltende  Teil 
mit  F2~  bezeichnet  werden  soil 

Man  nehme  nun  an,  daB  zu  dem  nicht  zerschmttenen  Flachenstucke  Fy  ^*-i,a), 
wie  man  auch  fur  die  Begrenzung  desselben  einc  emwertige  und  stetige  Funktion  des 
Begrenzungspunktes  wahlen  mag,  stets  eine  emwertige  Funktion  ry=*v'y  +  v'^  des 
Punktes  #,  y  gebildet  werden  konne?  welche  fur  jeden  Punkt  von  Fy  stetig  ist,  fur 

r\  Q  r\2  og 

jeden  nn  Innern  von  Fy  gelegenen  Punkt  stetige  Denvierte  -^,  -^-,  ^~f,  ^i  besitzt 
und  der  Differentialgleichung  A^/x==0  genugt,  endlich  langs  der  Begrenzung  von  b\  mit 
der  gewahlten  Funktion  des  Begrenzungspunktes  dem  Werte  nach  tibereinstimmt,  und 
beachte,  daB  eine  solche  Funktion  vx  durch  die  Werte,  welche  ihr  fiir  die  Begrenzung 
von  jPx  vorgeschrieben  sind,  vollst&ndig  bestinamt  ist,  da  sie  sich  in  JFX  geradeso  ver- 
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halt  wie  eine  Fundarnentalfunktion,  welche  zu  irgend  einem  keinen  der  Schnitte  a^  \\ 
<*2*  1>2  •  ;  V  l>t  enthaltenden  Stucke  der  Flache  T  gehoit,  in  cliesem  Stucke,  and  eine 
solche  nach  dem  in  Art.  7  Bewiesenen  duirh  ihre  Randwerte  vollstandig  beshmmt  ist. 
Definiert  man  alsdann  mit  Hilfe  der  Funktionen  v^  v*  zu  deni  Systeme  Ftn'*b']  der  beiden 
durch  die  Schnitte  aJJ  zerlegten  FlAchenstucke  F19  F9  eine  Punktion  p  =  fi  +•  iu"i 
m  der  Weise,  dafi  man,  unter  J.^  B,,  Sf,,  SB,  die  bei  der  Problemstellung  in  Art  4  ge- 
wahlten,  nur  den  Bedingungen: 

mod^-1,  modJS,-!,  (l-JBjSt,-  ri-JjS, 

unterworfenen  Konstanten  veistehend,  fur  jeden  Punkt  jc,  ij  yon  Ff  p^v^  fur  jeden 
Punkt  ^3  y  von  JP+  ^  =  A,v^+  St,,  fur  jeden  Punkt  j>,  y  von  JPr  ^  =  y_,,  fur  jeden  Punkt 
a*y  von  .F2+^  =  J5,y2+  SB,  setzt,  so  besitzt  die  so  zu  dem  Flachensysteme  FiaW  be- 
stimmte  Funktion  ^  die  folgenden  Eigenschaften,  Zunachst  ist  u,  als  Punktion  des 
Punktes  JL,  y  in  emem  der  vier  Teile  F^,  F^,  F,+,  F~  des  Systems  JP^'/J  betrachtet, 
erne  in  dem  Teile  allenthalben  emwertige  und  stetige  Funktion  des  Punktes  #,  y;  zu- 
dem  sind  ihre,  allgemein  mit  ft+y  pr  zu  bezeichnenden,  Werte  in  je  zwei  zum  Schnitte 
a'  oder  zum  Schnitte  6'  gehorigen,  demselben  Wertepaar  JL,  y  entsprechenden  Punkten 
-  in  der  Weise  verknupfl,  daB 


ist  Ferner  besitzt  die  Funktion  /a  nicht  nur  fur  jeden  im  Innern  eines  der  vier  ge- 
nannten  Teile  des  Systems  F(*w  liegenden  Punkt  a,  y  stetige  Dermerte  ||,  |^,  g,  ^5 

sondem  auch  noch  fur  jeden  auf  einer  der  vier  Begrenzungslimen  a'+,  d~,  U*,  &'~,  aber 
nicht  zugleich  auf  einer  Linie  p  liegenden  Punkt  oP*9  beziehungsweise  cP~,  sobald  man 
die  Funktion  /a  uber  em  diesen  Punkt  im  Innern  enthaltendes  Stuck  der  Begrenzungs- 
linie  hmuber  den  Gieichungen  (@.)  entsprechend  stetig  fortsetzt  (vgl.  Art.  3),  und  es 
werden  alsdann,  ausschlieBlich  auf  Grand  ihrer  Definition,  die  allj?emein  nut  4^-5  —  , 

9  &  dx  '    cy  ' 

3V+    8p~    dp'    3V"    3V"         i        .  i         j       TTT    ±      i  -n     •   •     j. 

"Fp"  ?  "a^"  '  dy  '  Jo?  >  'dy7  zu  bezeichnenden  Werte  dieser  Derivierten  in  je  zwei  zum 


Schnitte  a   oder  zum  Schnitte  V  gehorigen  ,  aber  nicht  auf  einer  Begrenzungslinie  p  von 
jw)  liegenden,  entsprechenden  Punkten  c^+?  tf~  in  der  Weise  verknupft  sem,  dafi 
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ist  Endlich  erfullen  die  Denvierten  ^,  ^A  fur  jeden  Punkt  jt.  y  von  F(<h\  fur  den 
ihre  Existenz  soeben  festgestellt  wuide,  also  fur  jeden  mcht  auf  emei  Begienzungs- 
linie  p  oder  q  gelegenen  Punkt  von  F(a'^  die  Gleichung  A^  =  ^  +  ^  =  0. 

Die  Werte  /ip9  ptl,  welche  die  Funktion  p  langs  der,  init  p  +  q  zu  bezeichnenden, 
Begienzung  von  JF(a'^  besitzt,  sind  durch  die  Werte  bestimmt,  welche  der  Funktion  i\ 
fur  die  Begrenzung  von  F^  und  der  Funktion  v^  fur  die  Begrenzung  von  F^  vor- 
geschneben  wurden.  Durch  passende  Wahl  diesei  Weite  im  Eahmen  der  Bedingung 
der  Stetigkeit  kann  an  Stelle  von  /up  jecle  Funktion  des  Punktes  x9  y  von  p  gebracht 
weiden,  welche  den  Bedingungen  genugt,  sich  stetig  zu  andern,  solange  der  Punkt  x9  y 
auf  _p  seme  Lage  stetig  andert,  aber  mcht  den  Schmtt  a  oder  den  Schnitt  V  uberschi  eitet, 
und  beim  Uberschreiten  des  Schnittes  a  oder  des  Schmttes  V  sich  der  Gleichung 
/^  =  ^//^  +  2t,?  beziehungsweise  der  Gleichung  ,u£==  1?,^~+ 33,  entsprechend  zu  andern, 
zugleich  kann  aber  auch  an  Stelle  von  fjuq  jede  Funktion  des  Punktes  x9  y  von  q  gebiacht 
werden,  welche  den  Bedingungen  genugt,  sich  stetig  zu  andern,  wenn  der  Punkt  x9  y  auf  q 
seine  Lage  stetig  andert,  und  in  jedem  Punkte  (p,  s)  denselben  Wert  zu  besitzen  wie  die 
Funktion  pp  Es  konnen  also  auf  Grund  der  zu  Anfang  in  bezug  auf  die  Funktionen 
v^  v2  gemachten  Annahmen  fur  erne  zu  bildende  Funktion  /m  der  beschriebenen  Ait  die 
Werte  ^,  pq9  welche  sie  langs  der  Begrenzung  $  +  $  von  F(a'>b>]  besitzen  soil,  im  Rahmen 
der  eben  genannten  Bedingungen  beliebig  vorgegeben  werden 

Erne  Funktion  des  Punktes  x,  y  von  F(a'>b'\  welche  mit  der  Funktion  /a  in  den 
aufgefuhrten  Eigenschaffcen  uberemstiinmt,  soil  eine  Funktion  vom  Typus  fi  genannt 
werden.  Ist  ^  eine  solche  Funktion,  und  definiert  man  alsdann  emerseits  zu  dem  durch 
den  Schmtt  a  zerlegten  Flachenstuck  F^  erne  Funktion  ^  in  der  Weise,  daB  man  fur 
jeden  Punkt  #,  y  von  F{"  ^  =  ^,  fur  jeden  Punkt  x,  y  von  F?  rl=A^(/n-^  setzt, 
andererseits  zu  dem  durch  den  Schnitt  V  zerlegten  Flachenstuck  F£b'}  eine  Funktion  r2 
in  der  Weise,  dafi  man  fur  jeden  Punkt  x,  y  von  F%  v^  ji,  fur  jeden  Punkt  a ,  y  von  Ff 
Vz=  S^(jH— 33r)  setzt,  entfernt  hierauf  die  Schmtte  d,  V,  indern  man  beachtet,  daB  die 
Funktion  v^  in  je  zwei  zum  Schnitte  d  gehongen  entsprechenden  Punkten  <^+,  $*~9  die 
Funktion  y2  in  je  zwei  zum  Schnitte  V  gehorigen  entsprechenden  Punkten  ^+?  tf"  deaselben 
Wert  besitzt,  so  ist  vy  c««i,so  eine  zu  Fy  gehonge  Funktion  von  derselben  Art,  wie  die 
zu  Anfang  defimerte  Funktion  vK9  und  es  hangt  zugleich  ^  von  v^  v2  m  derse]ben  Weise 
ab  wie  die  fruher  gebildete  Funktion  p  von  den  Funktionen  v^  v^  Die  Gesa-mtheit 
der  Funktionen  vom  Typus  /a  deckt  sich  also  mit  der  Gesamtheit  derjemgen  Funktionen, 
welche  durch  das  zur  Bildung  von  ^  benutzte  Verfahren  erzeugt  werden  konnen.  Be- 
achtet  man  nun  noch,  da8  die  beiden  Funktionen  rl9  v^  vollstandig  bestimmt  smd,  so- 
bald  man  die  Werte  von  ^  langs  der  Begrenzung  von  _Ft  und  die  Werte  von  v2  langs 
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der  Begrenzung  von  F2  kennt,  und  dafi  diese  Werte  zugleich  mit  den  \Veiten  ^p,~pqj 
welche  die  Funktion  fi,  langs  der  Begrenzung  #  ->-  q  von  F(a'^  besitzt,  bekannt  sind,  so 
erkennt  man  schlieBhch,  daB  eine  Fnnktion  p  vom  Typus  /j.  durch  die  Werte,  welche 
ihr  fui  die  Begrenzung  p  4-  q  von  F^9^  im  Rahnien  der  fruher  genannten  Bedmgungen 
vorgeschrieben  werden,  vollstandig  bestirnmt  ist 

Mit  Kucksicht  auf  die  folgende  Untersuchung  soil  die  Differenz  (JL*=  fju  —  ~[JL  irgend 
zweier  Funktionen  ^,  JLL  vom  Typus  p  noeh  emer  besonderen  Betrachtung  unterzogen 
werden.  Eine  jede  in  der  angegebenen  Weise  entstehende  Funktion  des  Punktes  JL  ,  y 
von  F(a'^  soil  eine  Funktion  p?  genannt  werden  Ohne  Muhe  erkennt  man,  daB  man 
die  samthchen  Funktionen  p*  auch  erhalt,  wenn  man  fur  jeden  Punkt  x,  y  von  jFf 
P*=*VI,  fc  jeden  Punkt  x,  y  von  Ff  fju*  =  Avv^ ,  fur  jeden  Punkt  x,  y  von  F7  /u,*=  y2, 
fur  jeden  Punkt  #,  y  von  Ff  i&*=Bvv$  setzt  und  alsdann  an  Stelle  von  y^v2  J^des 
uberliaupt  existierende  Funktionenpaar  von  der  zu  Anfang  charaktensierten  Art  treten 
lafit.  Die  den  Konstanten  AV9  Bv  auferlegten,  durch  die  Grleichungen  modJ.,  =  l, 
mod  J5,  =  1  ausgedruckten  Bedmgungen  wirken  nun  bei  einer  Funktion  /a*  in  eigentum- 
licher  Weise  auf  das  Yeihalten  von  mod/^1  ein  Urn  dies  emzusehen,  beachte  man  zu- 
nachst,  dafi  nach  dem  in  Art  5  Bewiesenen  mod  v^  fur  kemen  Punkt  von  Fv  mody2 
fur  kemen  Punkt  von  F^  groBer  ist  als  der  mit  <?  zu  bezeichnende  Maximumwert  in 
der  Gesamtheit  der  Werte,  welche  sich  aus  den  Werten  von  niod^  langs  der  Be- 
gienzung  von  F^  und  den  Werten  von  mod  v%  langs  der  Begrenzung  von  F2  zusammen- 
setzen;  beachte  welter,  dafi  auf  Grand  der  zwischen  je  zwei  Funktionen  v^  v^  und  der 
aus  ihnen  erzeugten  Funktion  fjf  bestehenden,  soeben  aufgestellten  Gleichungen  fur 
jeden  Punkt  x,  y  von  F^  mod  p*  =-  mod  y1,  fur  jeden  Punkt  #,  y  von  F2(b'}  mod  fjf  =  mod  v^ 
ist,  und  berucksichtige  endlich  noch,  daB  infolge  dieser  letzten  Beziehungen  die  GroBe  Gr 
zugleich  auch  das  Maximum  derjemgen  Werie  ist,  welche  mod^u,*  fur  die  Punkte  der 
Begrenzung  p  +  q  von  F(aW  besitzt.  Man  gelangt  dann  schheBlich  zu  dem  wichtigen, 
dem  Hilfssatze  I  analogen  Satze,  daB  mod  ^*  fur  keinen  Punkt  des  Systems  F(a'*b'}  groBer 
ist  als  das  Maximum  G  der  Werte,  welche  inod/t*  fur  die  Punkte  der  Begrenzung  p  +  q 
von  F(a'^  besitzt 

Auf  Grund  der  in  bezug  auf  die  Funktionen  v^  v^  gemachten  Annahmen  kann 
man  jetzt  zu  dem  die  samtlichen  Punkte  von  F(aW  and  K  enthaltenden,  von  den 
Limen  p  und  s  begrenzten  Doppelring  D(^v}  erne  emwertige  Funktion  u  =  u'  +  u"i  des 
Punktes  x,  y  bestimmen,  die,  als  Funktion  des  Punktes  %,  y  von  F(a'>b>}  betrachtet,  sich 
wie  eine  Funktion  vom  Typus  /^,  als  Funktion  des  Punktes  x,  y  von  K  betrachtet, 
sich  wie  eine  Funktion  von  der  im  Satze  I  definierten  Art  verhalt,  und  die  zudem 
langs  der,  mit  p  +  s  zu  bezeichnenden,  Begrenzung  von  Z>^6/)  mit  einer  vorgegebenen 
einwertigen  Funktion  /'—/"+  /"'*  des  Begrenzungspunktes  dem  Werte  nach  ubereinstimmt 


128  Funfter  Abschnitt 

Die  Funktion  f  hat  nui  den  Bedmgungen  zu  genugen,  sich  stetig  zu  andern,  solange 
dei  Begrenzungspunkt  seine  Lage  stetig  andert,  aber  nicht  den  Schnitt  a  oder  den 
Schnitt  V  uberschreitet,  und  beini  Uberschieiten  des  Schnittes  a  oder  des  Schnittes  V  sich 
der  Gleichung  /v  =  A,f~  +  $iv,  beziehungsweise  der  Gleichung  /*+  =  B,f~  -f  23,  entsprechend 
zu  andern.  Erne  solche  Funktion  it  soil  jetzt  bestimmt  werden 

Zu  dem  Ende  wahle  man  fur  die  Begrenzung  p  +  q  von  F(a'*V)  erne  einwertige 
Funktion  g^fl'  +  g'i  des  Begrenzungspunktes,  welche  sich  stetig  andert,  solange  der 
Begienzungspunkt  seme  Lage  stetig  andert,  aber  nicht  den  Schnitt  a  oder  den  Schnitt  V 
uberschreitet,  welche  beini  Uberschreiten  des  Schnittes  a  oder  des  Schnittes  V  sich  der 
Gleichung  g+  =  A}y~+$l,,  beziehungsweise  der  Gleichung  #+ =  ^?r<£T  +  23,  entsprechend 
Andert,  und  welche  zudem  fur  jeden  Punkt  einer  Linie  p  init  der  vorgegebenen  Funktion  f 
dem  Werte  nach  ubereinstiinint,  sodaB  also  die  Gleichung  gp  =  fp  besteht,  und  bestimme 
alsdann  emerseits  zu  dem  Systeme  F(a>*b'}  in  Uberemstimmung  mit  den  gemachten  An- 
nahmen  Funktionen  u(l\  «(3),  u(^\  vom  Typus  fju,  andererseits  zu  der  Kreisflache  K 
auf  Grund  des  Satzes  I  Funktionen  u(2\  u(4=\  w(G),  von  der  in  dem  Satze  defimerten 
Art,  in  der  Eeihenfolge  u(l\  n(2\  u(A\  dadurch,  claB  man  die  Werte,  welche  die  Funktionen 
u(l\  u(*\  M(5),  •  langs  der  Begrenzung  p  +  q  von  F(a'^'\  und  die  Werte ,  welche  die 
Funktionen  u(2\  n(4t\  u(*\  langs  dei,  init  r  +  s  zu  bezeichnenden,  Peripherie  von  K  be- 
sitzen  sollen,  in  der  Weise  wahlt,  daB 

J?  fl^l-P  lw     '  rt  /9\  I      /  r    i 

fur  ^1}     (l)^  fur  u(~>\   _ 

fur  M(J)|   fix      p'  fur  u 


ist  Genau  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Artikel  lafit  sich  dann,  unter  Beachtung, 
dafi  die  zu  dem  Systeme  F(a'^  gehorige  Funktion  ^2"+1>—  u(*n~l]  erne  Funktion  ^*  ist 
und  daher  fur  sie  der  vorher  abgeleitete,  dem  Hilfssatze  I  analoge  Satz  gilt,  zunachst 
zeigen,  dafi  die  Funktionen  i$*n+l\  u(*n+^  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  gegen  bestimmte 
Gren  zfunktionen  • 


u  -  hm 


5  -  lim  ^(2w+2)  -  ^2)  +  W4>  -  t^l  +       +  WJ*+^  -  w(Jw^   1  +  •     • 

n        oo  L  J  I  J 

konvergieren,    weiter   dann,   daB   die  fflr  jeden  Punkt  des  Systems  F(*w  existierende 
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Funktion  u  eine  Funktaon  vom  Typus  /x,  die  fur  jeden  Punkt  der  Kreisflache  K 
existierende  Funktion  u  eine  zu  K  gehorige  Funktion  von  der  in  dem  Satze  I  defimerten 
Art  ist,  und  dafi  das  Verhalten  der  Funktion  u  langs  der  Begrenzung  #  +  q  von  F(a'>b'>, 
sowie  das  Verhalten  der  Funktion  7<  langs  der  Begrenzung  r  +  s  von  K  charaktensiert 
ist  durch  die  Grleichungen  • 


endlich  noch,  dafi  die  Funktionen  #  ,  T<  fur  jeden  Punkt  ;r,  y  irgend  ernes  der  vier  dem 
Systeme  F(a'^  und  der  Kreisflache  K  gemeinsamen,  von  je  einer  einzigen  Lime  q  und 
emer  einzigen  Lmie  >  begrenzten  Abschnitte  denselben  Wert  besitzen 

Definiert  man  nun  fur  die  von  den  Linien  p  und  s  begrenzte  zusammenhangende 
Flache  D(a'^  eine  Funktion  u  m  der  Weise,  daB  man  far  jeden  Punkt  des  Systems  F(a'^ 
u  =  uj  fur  jeden  Punkt  der  Kreisflache  K  u  =  u  setzt,  so  ist  die  so  bestimmte  Funktion  u 
eine  einwertige  Funktion  des  Punktes  x,  y  von  Ef?>*>  mit  den  verlangten  Eigenschaften, 
da  sie,  als  Funktion  des  Punktes  rr,  y  von  F(a'^  betrachtet,  sich  wie  eine  Funktion 
voin  Typus  ^,  als  Funktion  des  Punktes  ;r,  y  von  K  betrachtet,  sich  wie  erne  Funktion 
von  der  im  Satze  I  defimerten  Art  verhalt,  und  sie  zudern,  auf  Grand  der  Grleichungen 
^=^=/p,  ^=w,  =  /i?  langs  der  Begrenzung  p  +  s  von  D(*>b'}  mit  der  vorgegebenen 
Funktion  f  des  Begrenzungspunktes  dem  Werte  nach  ubereinstiinmt. 

Man  lege  jetzt  in  die  Flache  D(^^  die  urspiunglichen  Schnitte  a^  bv  hinein, 
bezei  chne  die  vier  Gebiete,  in  welche  dadurch  D(?*b>}  zerfallt,  mit  Cr19  G-2,  G-^  (?4  in  der 
Weise,  daB  <?x  das  an  a',  l~,  a'+,  V+  anstoBende,  G2  das  an  a+,  6~,  a'~,  V+  anstofiende, 
6^3  das  an  a~,  l+,  ar+,  V~  anstofiende,  endlich  G±  das  an  a+,  6+,  a'~~,  I'"  anstoBende  Gebiet 
ist  (s  Fig  13),  und  definiere  alsdann  zu  der  aus  D(^  durch  Emfuhrung  der  Schnitte 
a>,  lv  entstandenen,  mit  D'v  zu  bezeichnenden,  Flache  mit  Hilfe  der  soeben  gewonnenen 
Funktion  u  eine  Funktion  U  dadurch,  daB  man  fur  jeden  Punkt  #,  y 

von  Gri{U=u, 

von  #3{J7=^U  +  §1,,, 

von  0,{Z7=JB,w  +  », 

von  G,  {  U=  Av(Bv 

setzt.  Die  so  zu  der  Flache  D'v  bestimmte  Funktion  II  besitzt  die  folgenden  Eigen- 
schaften. Zunachst  ist  Z7,  als  Funktion  des  Punktes  x,  y  in  emem  der  vier  die 
Flache  D'v  bildenden  Gebiete  Q19  (?2,  G$,  G±  betrachtet,  eine  in  dem  Gebiete  allenthalben 
einwertige  und  stetige  Funktion  des  Punktes  #,  y\  zudem  sind  ihre  Werte  U+,  J7~  in 

P-E,  I  17 


130 


Funfter  Abschnitt 


Pig    13 

je  zwei  zum  Schmtte  a  oder  zum  Schmtte  I'  gehorigen  entsprechenden  Punkten  c?+,  $*~ 
in  der  Weise  verknupffc,  daB 

(17.)  langs  a'  {  U+  =  Z7",  langs  &'  {  £7+  =  CT~ 

ist,  dagegen  ihre  Weite  £7"*",  J7"  in  je  zwei  zum  Schmtte  av  oder  zum  Schmtte  l)v 
gehorigen  entsprechenden  Punkten  eP+,  cP~  in  der  Weise,  daB 

langs  av  {  U+  —  Av  Z7~  +  8L 

/q    \  o          v  i  v  \         vy 

ist.  Ferner  besitzt  die  Funktion  Z7  nicht  nur  fur  jeden  im  Innern  ernes  der  vier 
genannten  Gtebiete  liegenden  Punkt  x,  y  stetige  Denvierte  |^,  |^,  |^?,  |^,  sondern 

W  'i/O  £J/£      ^        ^y      7        ^^,4     7        ^^Z     7 

auch  noch  fur  jeden  auf  einer  der  Begrenzungslimen  a'*,  a'",  &'+,  &'%  a+,  a;7  J+,  67:  der 
G-ebiete,  aber  nicht  zugleich  auf  einer  Lime  p  liegenden  Punkt  c^+?  beziehungsweise  c/*"", 
sobald  man  die  Funktion  U  uber  em  diesen  Punkt  im  Innern  enthaltendes  Stuck 
der  Begrenzung  des  betreffenden  G-ebietes  hmuber  den  Gleichungen  (JS1),  (Sr.)  entsprechend 
stetig  fortsetzt,  und  es  werden  alsdann,  ausschliefilich  auf  Grund  ihrer  JDefimtion,  die 
Werte  dieser  Denvierten  in  je  zwei  entsprechenden,  aber  nicht  auf  einer  Begrenzungs- 
hme  p  von  D'v  hegenden  Punkten  ^+,  $>-  in  der  Weise  verknupft  sein,  dafi 
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rr-     w         pr-    pr-         pr- 


langs  a  und  V  J-^r  =      -^p 


c?/ 


T  f  ^JT"1"         rf    rU~      rt'"1"         /    ?£"""  PL'"1"        4    £~U~  r*U*        4    r'U~ 

langs  a,   — —  =  -dL  —? — ,  — r —  =  -tl,  — = — ,  — = — r-  =  ^i,  ~ — —,     ^  »  =  JL— = — -, 
&        '  I    rr           ^   c^         ty               cy         ri~  rar         ry~  <r#- 

I  tj  TI  nrc     7 1     I  __^__ ^_  =    r?    __ _ _       ^_ — ^—  •=   T  \    _____  -  — —    r\ __^____  —   /  f    __^^__«. 

Idilgb       yp     I         ^  X>T         r  ,  n  —  X>,          -  ,  ,        —   -£>1          Zr2      ?  ^..J        — "   -^*»        ^,,iJ 

I        C   »*•  C*"  (•   y  ^  *J  L   w  6w  'if  '     i/ 

/-  9  T-r  r-  a  TT- 

ist      Endlich  erfullen  die  Denvierten  -^-r,  -C-r  fur  jeden  Punkt  r,  ^/  von  D\,  fur  den 

rx-       cy 


Existenz  soeben  festgestellt  wurde,  also  fur  jeden  mcht  auf  der  Begrenzung  p  +  s 
gelegenen  Punkt  von  D(  die  Grleichung  A  U=  j^-+  y-r  ^0- 

Aus  dem  Verhalten  der  Funktion   U  und  ihrei  Demierten  |^,  j^9  j^,  ~-r 

die  Schmtte  a',  U  folgt  unmittelbar,  daB  die  Funktion  U  selbst  die  den  Gleichungen 
entsprechende  stetige  Fortsetzung  der  Funktion  U  sowohl  uber  den  Schnitt  a  wie  uber 
den  Schnitt  V  hinuber  bildet,  und  man  kann  daher  die  Schmtte  a,  U,  als  fur  die 
Funktion  U  und  ihre  eben  genannten  Denvierten  nicht  mehr  in  Betracht  kommend, 
entfemen  Bezeichnet  man  alsdann  den  nur  noch  die  Schmtte  a,,  l)v  enthaltenden 
Doppelring  wiederum  mit  Df^  seme  bis  jetzt  durch  p  +  s  bezeichnete  Begrenzung  da- 
gegen  mit  ®v  und  beachtet,  daB  die  Funktion  U  langs  £)„  sich  stetig  andert,  so 
erkennt  man,  daB  die  gewonnene  Funktion  U  eme  zu  D'v  gehorige  Fundamentalfunktion 
ist;  als  solche  ist  sie  nach  fruher  Bewiesenem  vollstandig  bestimmt,  sobald  fur  sie  die 
Werte,  welche  sie  langs  ©,,  besitzt,  bekanut  smd  Beachtet  man  dann  weiter  noch,  daB 
die  der  Funktion  U  fur  die  Punkte  von  $)„  zukommenden,  durch  die  Werte  der  vor- 
gegebenen  Funktion  f  bestiimnten  Werte  infolge  des  fur  die  Wahl  von  f  gelassenen 
Spielraums  als  Werte  einer  fur  die  Begrenzung  S)r  behebig  vorgegebenen  einwertigen 
und  stetigen  Funktion  des  Begrenzungspunktes  angesehen  werden  diirfen,  so  kaim  man 
das  Resultat  der  in  diesem  Artikel  durchgefuhrten  Untersuchung  zusainmenfassen  in 
den  folgenden 

SatZ.  ,,In  der  Flacfie  T  set,  nacMem  man  die  Schmtfyaare  alyb1}  a2,bi>  \  af?bp 
emqefulwt  und  die  Punkte  aPi9  ^  -  -,  cPs  markiert  liat,  em  das  SclimttpacM  ar,  fy,  dber  leinen 
de)  Punlie  &^  ft,  ,  ft  entlialtender  Doppelring  D'v  (s  Fig.  11)  cibgegrenzt,  dessen  Be- 
grenzung  S)r  so  bescliaffen  sei,  da/3  der  aus  ilim  durch  Entfernung  des  Sclmittpaares  av,  &„ 
entsteliende  Doppelring  D,  aus  zwei  getrennt  liegenden  einfacli  zusammenliangenden  Flaclien- 
stueken  F19  F2  und  einer  Kreisflache  K  in  der  frulier  beschnebenen,  durdi  die  Figur  12 
cliarcikterisierten  Weise  zusammengesetzt  werden  Jcann  La/3t  sich  dann  m  der  Flaclie  Fy 
(x=i,s),  wie  man  auch  fur  die  Begrengung  derselben  eme  einwertige  und  stetige  Funktwn  des 
BegrenzungspunJctes  wahlen  mag,  stets  eine  einwertige  Funktion  vy=vy-\-  r^i  des  Punktes  x,  y 
lilden,  welche  fur  jeden  Punkt  von  Fy  stetig  ist,  fur  jeden  im  Innern  von  Fy  gelegenen 

17* 
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Punlt  stetige  Detmnte   -jf,  -^,  -^f,  -~f   lesitzt  und  de)  partidlen  Ditferenhalgleiclmng 

A^  =  -^f  +  77T  =  0  genugt,  endlicli  Icings  de)  Beytenzung  ion  F,  mit  der  gewaJilten  Funltwn 

des  Beyrenzungspun'ktes  dem  Werte  nacli  iibei  einstunmt .  so  lafit  sicli  ancli  zu  dem  Doppel- 
ring  D\  eme  Fundamentalfunliion  lilden,  welclie  lanys  der  Begtenzung  2),  desselben  nut 
erne}  lehefag  lotyeyebenen  eimvettigen  und  stetiyen  Function  des  Begi  enzungspuriktes  dem 
Werte  nacli  itbet  emstimmt " 

10. 

Unter  Benutzung  der  in  den  beiden  vorhergehenden  Artikeln  gewonnenen  Kesultate 
soil  jetzt  zur  Losung  der  in  Art.  4  gestellten  Aufgabe  geschntten  werden 

In  der  Flache  T  seien,  nachdem  man  die  2p  schon  in  Art.  1  deflnierten,  aus 
Stucken  gerader  Linien  sich  zusammensetzenden  Linien  al9  &x;  a2?  &2;  !  ^P,  &P  als  Hilfs- 
linien,  aber  nicht  als  Schnittlimen  emgefuhrt  hat,  die  gr  in  Art  3  definierten  ein- 
blattrigen  oder  mehrblattrigen  Kreiserganzungsflachen  K[,  K%,  ,  K£,  welche  die  q  un- 
endlich  fernen  Punkte  ^,  ^2,  -,  ^  beziehungsweise  enthalten,  sowie  die  s  —  q  ebendort 
definierten  mehrblattrigen  beziehungsweise  einblattngen  Kreisflachen  Kq+1,  Kq+%,  ,  Ks, 
welche  die  r  im  Endlichen  gelegenen  Wmdungspunkte<^+1,  <^+2,  ,<^+r  und  die  s  —  q—  r 
willkurhch  gewahlten  Punkte  cfs+r+l3  <^+r+2?  ,  ff.  beziehungsweise  als  Mittelpunkte 
besitzen,  abgegienzt.  Die  Eadien  der  die  s  Flachen  Kr,  K  begrenzenden,  mit  ^,  ^  zu 
bezeichnenden,  einfachen  oder  mehrfachen  Kreislmien  sind  so  gewahlt  worden,  daB  die 
Flachen  K ',  K  getrennt  liegen  und  kemen  Punkt  der  Linien  a,  6  enthalten.  Man 
grenze  nun  weiter  zu  den  p  Mundungspunkten  der  Linien  a,  I  als  Mittelpunkten  Kreis- 
flachen M±,  MI,  ,  Mp  mit  so  kleinen  Eadien  ab,  daB  die  alsdann  in  der  Flache  T 
abgegrenzten  Flachen  £!',  K,  M  getrennt  liegen,  die?  mit  3Jir  zu  bezeichnende,  Peripherie 
von  Mv  (r«i,i,  ,i»)  mit  den  Linien  av,  l)v  je  zwei  mcht  mit  Bckpunkten  zusammenfallende 
Punkte  gemeinsam  hat,  aber  kerne  der  ubrigen  Linien  a,  b  trifft,  und  die  in  die  Kreis- 
flache  M9  fallenden  Teile  der  Linien  av,  bv  vier  Radien  von  Mv  bilden  Das  an  die 
konkaven  Seiten  der  die  Kreiserganzungsflachen  1C  begrenzenden  Kreislmien  $  und  an 
die  konvexen  Seiten  der  die  Kreisflachen  K,  M  begrenzenden  Kreislmien  ®,  3ft  anstoBende, 
von  diesen  Kreislmien  begrenzte,  ganz  im  Endlichen  liegende  und  kemen  Wmdungspunkt 
enthaltende,  (3jp  +  5)-fach  zusammenhangende  Stuck  8  der  Flache  T  soil  nun,  urn  eine 
Grundlage  far  die  Herstellung  ernes  bestimmten  Systems  gleichgroBer  Kreisflachen  zu 
gewinnen,  mit  emer  quadratischen  Teilung  versehen  werden  Dazu  sind  die  folgenden 
Konstruktionen  erforderlich. 

Man  konstruiere,  unter  c^  eine  gleich  naher  zu  bestimmende  positive  Zahl  ver- 
stehend,  zun^chst  zu  jeder  der  s  +p  Kreislmien  $',  ft,  $Ul  die  beiden  ihr  im  Abstande  cJ 
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parallelen  Kreislmien  und  bezeichne  von  den  so  erhaltenen  Hilfskieislimen  die  s-f^im 
Innem  der  Flachen  JT,  K,  11  beziehungsweise  hegenden  mit  ft',  &,  9ft,  die  s+p  noch 
ubrigen  entsprechend  mit  W ,  I,  2ft.  Durch  die  s+p  Paare  ft\  ft';  ft.  ft;  3tt,  1ft  kon- 
zentrischer  Hilfskreislinien  sollen  5  +  p  getrennt  liegende  Eingflachen  von  der  Beschaffen- 
heit  abgegrenzt  sein,  da8  die  ersten  s  keinen  Punkt  der  Linien  a,  1)  enthalten,  die 
durch  2ft,,  2ft,  f»=i,«,  ,p)  begrenzte  Eingflache  keinen  Punkt  der  Linien  a1?  l^  , 

fl,_i,  &>_i;  tf,+1,  &l  +  1;       ;  or,,  &     enthalt,   die   Linie  9ft.   mit   den  Linien  #t,  &t   ie   zwei 

f     f  »  *•  7    j.  ^ 

nicht  mit  Eckpunkten  zusammenfallende  Punkte  gemeinsam  hat,  und  die  innerhalb 
2ft,  gelegenen  Teile  dieser  Linien  vier  Eadien  von  2ft,  bilden.  Jetzt  grenze  man  zu 
dem  Linienpaare  a,,  &,  (»=i,».  ,*)  einen  dasselbe  enthaltenden  Doppelring  6r,  ab  durch 
eine  in  sich  zurucklaufende  gebrochene  Linie  &v  von  der  Art,  dafi  ihre  Stucke 
paarweise  den  Stucken  des  Linienpaares  al9  bv  im  Abstande  S  paiallel  smd  und 
uberdies  bei  einem  negativen  Umlauf  um  den  Doppelnng  G,  jedes  emzelne  Stuck 
von  ©T  in  derselben  Eichtung  durchlaufen  wird  wie  die  ihm  zugewendete  Seite  des 
korrespondierenden  Stuckes  von  av  oder  6,  bei  einem  Durchlaufen  in  der  fruher 
(s  Fig.  4)  durch  die  Pfeile  markierten  Eichtung.  Die  p  Doppelringe  6r1?  6r2,  ,  Grp 
sollen  getrennt  liegen  und  zudern  soil  fur  y  =  1,2,  ,p  der  Doppelring  Grv  mit  der 
durch  2ft, ,  2ft,  begrenzten  Eingflache  vier  von  je  zwei  Parallelen  und  je  zwei  Kreis- 
bogen  begrenzte,  getrennt  liegende  Flachenstucke,  aber  weiter  keinen  Punkt  gemein- 
sam haben,  dagegen  von  den  s-hjj  — 1  ubrigen  Eingflachen  getrennt  liegen.  Man  erkennt 
ohne  Muhe,  daB  bei  gegebenen  ®',  ®,  2ft,  a,  6  sich  stets  eine,  aber  auch  nur  eine 
positive  Zahl  tf  bestimmen  laBt,  sodaB  fur  jede  unter  cT  liegende  positive  Zahl  # 
nicht  nur  die  verlangten  Konstruktionen  ausfuhibar  sind,  sondern  auch  die  gewunschten 
Gebilde  entstehen. 

Um  nun  die  erwahnte  quadratische  Teilung  zu  erhalten,  denke  man  sich,  unter  I 
die  durch  die  Gleichung  A  =  y  defimerte  Zahl  verstehend,  in  der  Z-Ebene,  uber  welcher 
die  Flache  T  ausgebreitet  1st,  die  den  Gleichungen  #  =  wA,  ^=o,_^_^,  ^  entsprechenden 
Parallelen  zur  TVAchse,  sowie  die  den  Gleichungen  y  =  «& A,  ^=o,_J;_|;  ,  entsprechenden 
Parallelen  zur  X-Achse  gezogen  und  ubertrage  die  in  der  Z-Ebene  durch  diese  Linien 
bestimmte  quadratische  Teilung  in  jedes  der  n  Blatter  von  T.  Aus  einem  in  der 
Z-Ebene  durch  die  Teilung  entstandenen,  die  Seitenlange  A  besitzenden,  Quadrate  als 
Grundquadrat  gehen  dann  in  der  Flache  T  immer  n  Quadrate  hervor,  wenn  uber  jedem 
inneren  Punkt  desselben  n  Punkte  von  T  liegen;  befindet  sich  dagegen  uber  einem 
inneren  Punkt  des  Grundquadrates  em  Windungspunkt  von  T,  so  kommt  unter  den 

aus   dem   Grundquadrate   hervorgehenden  Flachenstucken    von    T  zum  mindesten   em 

ft 
mehrblattnges  quadratisches  Flachenstuck  vor.    Infolge  der  Gleichung  A  —  y  liegen  die 
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samtlichen  etwa  m  T  vorkommenden  mehrblattngen  quadiatisthen  Flachenstucke  im 
Innem  der  ;  mehrblattngen  Kreisflachen  A;^,  Kq+ ,,  ,  Kq+,.  Alle  mcht  aus  den  Kreis- 
flachen  K9  M  heraustretenden  Quadrate  und  mehrblattngen  quadratischen  Flachenstucke 
sowie  alle  nicht  aus  den  Kreiserganzuugsflaehen  K'  lieiaustietenden  Quadrate  denke 
man  sich  nun  entfernt,  das  System  der  ubrig  bleibenden,  fur  das  Folgencle  ausschlieBlich 
in  Betracht  kommenden  Quadrate  nioge  init  Q  bezeichnet  und  das  zum  Flachenstucke  8 
gehorige  Quadrats j stem  genannt  werden,  Ein  Quadiat  des  Systems  $,  durch  welches 
eine  der,  in  ihrer  Gesamtheit  die  Begrenzung  des  Flachenstuckes  S  bildenden,  Kreis- 
linien  ®f,  $,  9ft  hincliirchgeht,  nenne  man  em  endstandiges  Quadrat,  oder  auch, 
wenn  hervorgehoben  weiden  soil,  daB  es  von  emer  bestimmten  der  Kreishmen  $',  ®,  2Ji 
durchsetzt  wird,  em  zn  der  Kreislinie  gehonges  endstandiges  Quadrat  Die  zu  emer 
der  Kreishnien  $',  &  9ft  gehorigen  endst&ndigen  Quadrate  hegen  samtlich  im  Innern  der 
zu  der  Kreishnie  konstruierten  Ringflache 

Einem  jeden  Quadrate  des  Systems  Q  moge  nun  eine,  allgernem  mit  Jc  zu 
bezeichnende,  Kreisfiache  zugeordnet  werden  und  zwar  diejemge,  welche  zu  dem  Mittel- 

o  JS1 

punkt  des  Quadrats  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  9  ==  -^  A  -=  -j-  abgegrenzt  werden 
kann.  Eine  jede  dieser  Kreisflachen  k  soil  nach  dem  Quadrate,  dem  sie  zugeordnet 
ist,  kurz  der  Kreis  k  des  Quadrates  genannt  werden  Liegen  zwei  Quadrate 
getrennt,  so  hegen  auch  ihie  Kreise  I  getrennt;  haben  dagegen  zwei  Quadrate  eine 
Seite  oder  auch  nur  eine  Ecke  gemeinsam,  so  haben  ihre  Kreiye  k  ein  Kreisbogen- 
zweieck  gememsam.  Die  Ereise  h  der  zu  emer  der  Kreishmen  ®',  ®,  9JZ  gehorigen 
endstandigen  Quadrate  liegen  samtlich  im  Innern  der  zu  der  Kreislinie  konstruierten 
Ringflache 

Es  soil  jetzt  schlieBlich  noch  zu  dem  Lmienpaare  av,  l)v  (^=1,2,  ,i>)  ein  Doppel- 
nng  Dv  von  der  in  Art  9  charaktensierten  Beschaifenheit  gebildet  weiden  Zu  dem 
Ende  konstrmere  man  zunachst  eine  in  sich  zurucklaufende  gebrochene  Linie  £)r?  deren 

to 

Stucke  paarweise  zu  den  Stucken  des  Lmienpaares  av,  lr  im  Abstande  -^  parallel  sind, 

bezeichne  den  von  $v  begrenzten,  emen  Teil  des  Doppelrings  @v  bildenden  Doppelring  mit  Hv 
und  denke  sich  die  nicht  aus  Gv  heraustretenden,  zu  SlJt,  gehongen  endstandigen  Quadrate 
zugleich  mit  den  im  Innern  von  Hv  gelegenen  nicht  endstandigen  Quadraten  des  Systems  Q 
schraf fieri  Die  Kreise  k  der  schraffierten  Quadrate  ffillen  dann  zwei  getrennt  liegende 
emfach  zusammenhangende  Flachenstucke  F^VJ  %\v  aus,  die  zu  der  Kreisflache  Mv  nicht 
nur  so  liegen,  daB  durch  Vereinigung  der  Flachen  F^v,  F^vr  Mv  ein  Doppelring  T)v  von 
der  gewunschten  Beschaffenheit  entsteht,  sondern  auch  so,  daB  die  m  Mv  hmemfallenden 
Teile  der  Begrenzungen  von  JF^,  J^^  em  Kurvensystem  q  von  der  im  Hilfssatze  II 
charakterisierten  Art  bilden.  Um  die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  einzusehen, 
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hat  man  zunachst  zu  beachten,  claB  etwaige  Schnittpunkte  der  Peripherie  des  zu  irgend 
einem  mcht  endstandigen  schraffierten  Quadrate  gehoi'igen  Kreises  A  iiiit  der  Peripherie  9Jlt 
stets  auf  den  in  die  schraffleiten  endstandigen  Quadrate  fallenden  Bogen  von  9JJ,  liegen, 
da  anderenfalls  em  mnerhalb  H,  gelegenes,  nicht  endstandiges  Quadrat  mit  einem  aus 
6rv  heraustretenden ,  also  ganz  auBerhalb  H,  gelegenen  endstandigen  Quadrate  zuni 
rnindesten  eine  Ecke  gememsani  haben  wurde,  und  daB  daher  die  in  die  Kreisflache  JLT, 
fallenden  Teile  der  Begrenzungen  von  jFlj7,  F^  ausschlieBlich  von  Peripherieteilen  der 
zu  endstandigen  schraffierten  Quadraten  gehongen  Kieise  k  gebildet  werden.  Beachtet 
man  dann  weiter  noch,  daB  em  etwa  auf  9)£>  fallender  Schmttpunkt  der  Peripherien 
zweier  zu  schraffierten  endstandigen  Quadraten  gehongen  Kreise  A  notwendig  in  einem 
dritten  schraffierten  endstandigen  Quadrate  hegt,  also  kein  Punkt  der  Begrenzungen 
von  i\v,  I\v  sein  kann,  so  erkennt  man  schlieBlich,  daB  em  auf  der  Begrenzung  von 
F^v  (x=i,s)  in  einer  und  derselben  Richtung  sich  bewegender  Punkt  von  einer  Stelle  an, 
wo  er  in  das  Innere  der  Kreisflache  Mv  eintritt,  bis  zu  der  zunachst  folgenden  Stelle, 
wo  er  austritt,  sich  ganz  im  Innem  von  Mv  bewegt,  und  daB  weder  an  der  Eintntts- 
noch  an  der  Austnttsstelle  eine  Beruhrung  zwischen  der  Peripherie  3JI,  und  den  m  die 
Flache  M,  fallenden  Teilen  der  Begrenzungen  von  J?Ii%9  F^v  stattfinden  kann  Damit 
ist  aber  die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen. 

Das  von  Kreisen  Jc  ausgefullte,  einfach  zusammenhangende  Flachenstuck  F,^  (x-i,2) 
kann  man  sich  nun  auch  allmahlich  in  der  Weise  entstanden  denken,  daB  man  zunachst 
irgend  einen  der  in  ihm  liegen  den  Kieise  A  fixiert  und  dann  die  noch  ubngen  Kreise  Jc 
einzeln  m  einer  solchen  Reihenfolge  hmzummmt,  daB  die  m  in  irgend  einern  Stadium 
dieses  Prozesses  vorhandenen  Kreise  I  stets  eine  einfach  zusammenhangende  Flache  ifm 
ausfullen  Der  zuletzt  hinzugenornmene  mi&  Kreis  steht  dann  zu  der  von  den  m  —  1 
vorher  schon  vorhandenen  Kreisen  Jc  gebildeten  Flache  ^_i  in  solcher  Beziehung,  daB 
mit  Hilfe  des  in  Art  8  ausemandergesetzten  Verfahrens  zur  Flache  oFm  stets  eine  em- 
wertige  Funktion  u  =  u  +  u"i  des  Punktes  x,  y,  welche  fur  jeden  Punkt  von  §fm  stetig 
ist,  fur  jeden  irn  Innern  von  &m  gelegenen  Punkt  stetige  Denvierte  g«,  ^,  ^p,  ^~ 
besitzt  und  der  Differentialgleichung  An  =  0  genugt,  endlich  langs  der  Begrenzung  von 
&m  mit  einer  behebig  vorgegebenen  einwertigen  und  stetigen  Funktion  des  Begrenzungs- 
punktes  dem  Werte  nach  iibereinstimmt,  gebildet  werden  kann,  sobald  man  eine  derartige 
Funktion  fur  die  Flache  ^.j.  bilden  kann  Da  dieses  aber  fflr  die  Flache  ^,  die  ja 
mit  dem  zuerst  fixierten  Kreise  ~k  identisch  ist,  auf  Grund  des  Satzes  I  moglich  ist,  so 
ist  es  auch  fur  jede  der  Flachen  G^,  oF3,  moglich,  und  es  UBt  sich  daher  auch  zu  der 
Flache  FyjV,  msofern  sie  mit  der  letzten  dieser  Flachen  identisch  ist,  eine  Funktion 

u^u*  von  der    erwahnten  Beschaftenheit  bilden     Jetzt  fiihre  man  schlieBlich  noch 
^>y 

m  die  Flache  T  die  Schmtte  av,  lt,  »=M,    ,p,  em,  jedoch  ohne  die  beiden  Seiten  dieser 
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Schmtte  als  Begrenzungslmien  anzusehen,  bezeichne  die  dadurch  aus  T  hervorgehende 
Flache,  wie  es  schon  m  den  fiuheren  Artikeln  imraer  gesch.eh.en  ist,  nut  T  und 
den  dadmch  aus  dein  oben  gebildeten  Doppelnng  Dv  hervorgehenden,  die  Schmtte  a,,  lv 
m  seinem  Innein  enthaltenden,  Doppelnng ,  der  in  Art  9  angewandten  Bezeichnung 
entsprechend,  mit  D\. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  soil  jetzt  nut  der  Integration  der  Differentialgleichung 
Aw  =  0  im  Suine  der  in  Art.  4  gestellten  Aufgabe  begonnen  werden  Dabei  hat  man 
sich  den  in  Art  7  eingefuhrten  Begnff  der  zu  emem  Stucke  oder  emem  Systeme  von 
Stucken  der  Flache  T  gehongen  Fundamentalfunktion  gegenwartig  zu  halten,  also  vor 
allem  die  bei  der  Emfuhrung  dieses  Begnffes  gemachte  Voraussetzung  zu  beachten,  daB 
die  Flache  T  die  Schnitte  «1?  6±;  a2,  I,,  •  ,  a^9  lp  enthalt,  daB  m  ihr  die  Punkte 
&*i>&2>  *&*  markiert  smd,  und  daB  zudein  die  den  Schmtten  a,  I  zugeordneten  Konstanten 
A,  B,  2l;  SB  und  die  den  Punkten  ft,  &,  ,  ^  zugeordneten  Funktionen  <p  nut  Eucksicht 
auf  das  gestellte  Problem  em  fur  allemal  festgelegt  sind.  Auch  ist  im  Auge  zu  behalten, 
daB  erne  zu  eineni  Flachenstucke  oder  Flachensysteme  F  gehorige  Fundamentalfunktion 
ihrer  Definition  gemaB  fur  jeden  Punkt  der  Begrenzung  von  F  emwertig  und  stetig 
ist,  und  dafi  eine  solche  Fundainentalfanktion  durch  die  Werte,  welche  sie  langs  der 
Begrenzung  von  F  besitzt,  oder,  wie  im  folgenden  zur  Abkurzung  immer  gesagt  werden 
soil,  durch  die  ihr  entsprechende  Eandfunktion  vollstandig  bestimmt  ist 

Zunachst  kaiin  man  auf  Grand  des  Satzes  IV  zu  jeder  der  q  Kreiseiganzungs- 
flachen  /C  E£,  •-,  K.^  auf  Grund  des  Satzes  II  zu  jeder  der  s  —  q  Kreisflachen  A"ff+l, 
A^+a,  ,  K,  und  auf  Grund  des  in  Art  9  ausgesprochenen  Satzes  zu  jedem  der  # 
Doppelnnge  DI,  Da,  ,  D'f  eine  Fundainentalfanktion  mit  beliebig  vorgegebener  em- 
wertiger  und  stetiger  Eandfunktion  bilden  Man  hat  dabei  fur  die  Bildung  von  Funda- 
mentalfunktionen  zuni  Doppelnng  D'v  (^=1,2,  ,&  nur  zu  beachten,  daB  die  vorher  ge- 
bildeten Flachenstucke  JF1?,,  F^v  zu  der  Kreisflache  Mv  in  derselben  Beziehung  stehen 
wie  die  bei  dem  Satze  des  Art  9  genannten  Flachenstucke  J^ ,  F^  zu  der  ebendort  ge- 
nannten  Kreisflache  A",  daB  die  Funktion  %/|V,  deren  Bildung  oben  besprochen  wurde, 
sich  in  bezug  auf  die  Flache  FyjV  c/»i,s)  gerade  so  verhalt  wie  die  in  dem  erwahnten 
Satze  genannte  Funktion  ry  in  bezug  auf  die  Flache  Fy,  und  daB  die  fur  u^v  vor- 
zugebende  Eandfunktion  ebenso  wie  die  fur  vy  vorzugebende  nur  den  Bedingungen  der 
Einwertigkeit  und  Stetigkeit  unterworfen  ist 

Die  s  +  p  getreDnt  hegenden  Flachen  K1,  K,  D'  lassen  sich  zu  gewissen  ebenfalls 
noch  getrennt  hegenden,  ausschheBlich  von  Penpheneteilen  der  Kreise  k  begrenzten 

A  A          A 

Flachen,  zu  deren  Bezeichnung  die  Buchstaben  K',  K,  Dr  beziehungsweise  verwendet 
werden  sollen,  dadurch  erweitern,  daB  man  zur  Flache  K'9  (a-i,a,  ,9)  die  Kreise  k  der 
samthchen  zu  $a  gehorigen  endstandigen  Quadrate,  zur  Flache  Ka  (*=«+!, 0+1,  ••»•)  die 
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Kreise  A-  der  sanitlichen  zu  &„  gehongen  endstandigen  Quadrate,  dagegen  zur  Flache  D\ 
(1=1,2,  ,11)  die  Kreise  A  der  samtlichen  nicht  schraffierten  zu  9JJ,  gehongen  endstandigen 
Quadrate  hinzunimmt  Bei  jeder  der  s+p  Flachen  JT,  K,  I)'  sollen  nun  die  genannten 
Kreise  A*  emzeln  in  emer  solchen  Eeihenfolge  hinzugenonamen  werden,  daB  in  jedein 
Stadium  des  Erweiterungsprozesses  der  zuletzt  hinzugenommene  Kreis  A  zu  der  vor 
seiner  Hmzunahme  vorhandenen  Flache  in  derselben  Beziehung  steht  wie  der  zu 
Anfang  des  Art  8  emgefuhrte  Kreis  K  zu  dem  ebendort  emgefuhrten  Flachensysteme  F. 
Das  Yerlangte  kann,  wie  einfache  Uberlegungen  zeigen,  dadurch  geleistet  werden, 
daB  man  allgemem  zu  der  Flache  K'a,  KG  oder  D'v  von  den  genannten  Kreisen  A- 

zunachst  diejenigen,  welche  ganz  mnerhalb  der  vorher  defimerfcen  Flache  K^  EG,  I)fv 
beziehungsweise  liegen  —  wenn  solche  Kreise  k  uberhaupt  vorhanden  sind  —  in 
beliebiger  Eeihenfolge  hmzumnimt  und  weiter  dann  die  noch  ubngen  Kreise  A%  der 
Emfachheit  wegen?  in  solcher  Reihenfolge,  daB  dieselbe  derjemgen  Eeihenfolge  entspricht, 
in  welcher  die  zugehorigen  Quadrate  bei  einem  Durchlaufen  der  betreffenden  Ea-eislime 
^,  ®ff  oder  9JI,  durchsetzt  werden.  Beachtet  man  dann,  daB  sich,  wie  schon  oben 
ausgefuhrt  wurde,  zu  der  ursprunglichen  Flache,  mag  dieselbe  eine  Flache  Kra,  Ka 
oder  D'v  sein,  eine  Fundamentalfunktion  mit  beliebig  vorgegebener  einwertiger  und 
stetiger  Kandfunktion  bilden  laBt?  und  daB  bei  der  Erweiterung  dieser  Flache  durch 
successives  Hinzunehmen  der  genannten  Kreise  Jc  in  der  angegebenen  Eeihenfolge  jeder 
neu  hmzukommende  Kreis  in  bezug  auf  die  vor  seiner  Hmzunahme  vorhandene  Flache 
die  in  dern  Satze  des  Art.  8  gestellte  Lagenbedingung  erfullt,  so  erkennt  man,  daB  man 
auf  Grund  des  genannten  Satzes  successive  zu  jeder  der  im  Laufe  des  Erweiterungs- 
prozesses entstehenden  Flachen  und  daher  auch  zu  der  schlieBlich  entstehenden  Flache 

A.  f          A  A^ 

Ka,  KV  oder  Dv  eine  Fundamentalfunktion  mit  beliebig  vorgegebener  einwertiger  und 
stetiger  Eandfunktion  bilden  kann. 

Die  bis  jetzt  noch  nicht  verwendeten  Kreise  k  der  Quadrate  des  Systems  Q 
fullen  em,  ganz  im  Endlichen  liegendes  und  kemen  Windungspunkt  enthaltendes,  (s  +$)- 
fach  zusammenhangendes  Stuck  der  Flache  T  aus.  Das  System  der  s+p  getrennt 

A  A  A 

liegenden  Flachen  Kr,  K,  If  soil  nun  dadurch  zu  emer  zusammenhangenden  Flache  er- 
weitert  werden,  daB  man  die  eben  genannten  Kreise  Jc  bis  auf  einen  vorher  beliebig 
zu  wahlenden,  nut  \  zu  bezeichnenden,  Kreis  hinzunimmt,  und  zwar  sollen  diese 
Kreise  k  emzeln  m  emer  solchen  Eeihenfolge  hinzugenommen  werden,  dafi  in  jedem 
Stadium  des  Erweiterungsprozesses  die  uberhaupt  noch  ubngen  Kreise  k  em  zusammen- 
hangendes Stuck  der  Flache  T  ausfullen  Beachtet  man  dann,  daB  sich  nach  dem  vor- 

A  A         A 

her  Bemerkten  zu  jeder  der  s+p  Flachen  K',  K,  D'  eine  Fundamentalfunktion  mit 
beliebig  vorgegebener  einwertiger  und  stetiger  Eandfunktion  bilden  lafit,  und  daB  bei 

J?-B,  I  18 
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der  Erweiterung  dieser  Flachen  durch  successives  Hmzunehmeu  der  genannten  Kreise  k 
in  der  beschnebenen  Reilienfolge  ein  neu  hmzukoinmender  Kreis  die  Anzahl  der  vor 
seiner  Hinzunahine  voihandenen  getrermt  liegenden  Flachen,  wenn  er  in  m  derselben 

eingreifb,  um  m  —  1  veimmdeit  und  zugleich  in 
bezng  auf  das  System  dieser  m  Flachen  ,  welches 
durch  seine  Hmzunahme  zu  emer  von  einer  einzigen 
geschlossenen  Lime  begrenzten  Flache  eiweitert 
wird,  immer  die  in  dem  Satze  des  Art  8  gestellte 
Lagenbedmgung  erfullt,  so  erkennt  man,  dafi  man 
auf  Ghrund  des  genannten  Satzes  successive  zu 
jedem  der  im  Laufe  des  Erweiterungspiozesses 
entstehenden  Systeme  von  s+p  oder  von  wemger 
als  s  +p  Flachen,  und  daher  auch  zu  der  schlieB- 
lich  entstehenden,  von  vier  ganz  mnerhalb  dei 
Kreisflache  £0  liegenden  Kreisbogen  begrenzten,  in 
Fig  14  durch  Schraffierung  angedeuteten  und  mit 
F  zu  bezeichnenden  Flache  eine  Fundamental- 
funktion  mit  behebig  vorgegebener  emweitiger  und  stetiger  Eandfunktion  bilden  kann 


u 


11. 

Nachdern  im  vorhergehenden  Artikel  die  Integration  der  Differentialgleichung  Aw=0 
fur  die  durch  Erweiterung  der  Flachen  JT,  K,  I)'  entstandene,  die  samtlichen  Schmtte 

% ,  &i ,  &2 ,  &2 ;  •  ,  Op ,  &p  und  die  samtlichen  Punkte  $\  ,  c^ ,  •  ;$** 
in  ihrem  Innern  enthaltende  Flache  F  unter  den  vor- 
gegebenen  Unstetigkeitsbedmgungen  geleistet  woiden  ist, 
soil  jetzt  von  der  Flache  F  zu  emer  von  emer  emzigen 
Kreislmie  begrenzten,  die  Flache  F  als  Teil  enthaltenden 
Flache  FQ  ubergegangen  werden  Man  denke  sich  die 
neue  Flache  FQ  dadurch  erzeugt,  daB  man  zur  Flache  F 
diejemge  Rmgflache  L,  welche  durch  die  ganz  mnerhalb 
F  liegende,  den  Eadius  E  =  -|- 1  besitzende,  Peripherie  ? 
der  Kreisflache  7^0  und  erne  mit  ihr  konzentrische,  ganz 
auBerhalb  F  hegende  Kreislmie  s  vom  Radius  /i*=  — A 
begrenzt  wird,  hinzunimmt,  sodaB  also  die  Begrenzung 
von  FQ  durch  die  Kreislime  s  gebildet  wird  (s  Fig.  15) ,  und  beachte,  daB  man  nach  dem 
im  vorhergehenden  Artikel  Bewiesenen  zu  der  von  dem  Kreisbogenviereck  q  begrcnzteu 


15 
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Flache  F  eine  Fundamentalfunktion  mit  beliebig  vorgegebener  emwertiger  und  stetiger 
Randfunktion,  auf  Grand  des  Satzes  Y  dagegen  zu  der,  von  den  Kreislinien  r,  s  be- 
grenzten,  Ringflache  L  erne  Funktion  von  dei  im  Satze  V  defimerten  Ait  bilden 
kann,  welche  sowohl  langs  der  Begrenzungslime  r  wie  langs  dei  Begrenzungslime  s 
mit  emer  beliebig  vorgegebenen  einwertigen  und  stetigen  Funktion  des  Begrenzungs- 
punktes dem  Werte  nach  uberemstimmt  Es  ist  dann  zu  zeigen,  daB  man  auch  zu 
der  die  samtlichen  Punkte  der  Flachen  F,  L  enthaltenden  Flache  FQ  eine  Fundamental- 
funktion bilden  kann,  welche  langs  dei  Begrenzung  s  von  jP0  mit  emer  beliebig  vor- 
gegebenen einwertigen  und  stetigen  Funktion  £  =  f[  +  f9"i  des  Begrenzungspunktes  dem 
Werte  nach  uberemstimmt. 

Zu  dem  Ende  wahle  man  fur  die  Begrenzung  q  von  F  eine  emwertige  und 
stetige  Funktion  ffy^ff^  +  ff^  des  Begrenzungspunktes  und  bestimme  alsdann  emerseits 
zu  der  Flache  F  Fundamentalfunktionen  u(1\  u(*\  iP\  ,  andererseits  zu  der  Ringflache  L 
Funktionen  uu\  u(4e\  u((3\  -  von  der  im  Satze  V  definierten  Art,  in  der  Reihenfolge 
n(L\  a(2\  ith\  dadurch,  daB  man  die  Werte,  welche  die  Funktionen  u(i\  u(*\  u(y},  langs 
der  Begrenzung  q  von  F,  und  die  Werte,  welche  die  Funktionen  u(2\  u(*\  u(*\  •  langs 
der  Randhmen  >  und  s  von  L  besitzen  sollen,  in  der  Weise  wahlt,  daB 

fur  uw{uP  =  ga,  fur  „     , 

W-f. 


fur  t^tt«-f,  fur 

I  ^»     —  h 

i^  =  u 
fur  ^<5>        =     >,  fur  «(«     '         r 


ist  Die  Funktionen  u(2n+1\  ^(2n+2)  konvergieren  dann  mit  unbegrenzt  wachsendem  n 
gegen  bestimmte  Grenzfunktionen  u9  u,  von  denen  die  erste  fur  jeden  nicht  mit  emem  der 
Punkte  $(,  c?2,  •  -,  ^  zusammenfallenden  Punkt  von  F,  die  zweite  fur  jeden  Punkt  von  L 
existiert  Der  Beweis  fur  diese  Behauptung  soil  jetzt  erbracht  werden. 

Man  betrachte  die  Funktionen  ^(2n+1)  -  u(*n~l\  ^2w+2>-^,  ^1,2,3,    ,  und  beruck- 
sichtige,  daB  die  Gleichungen. 


fur  n  =  1,  2,  3,      bestehen,  wenn  man  noch  die  dabei  im  Falle  n  =  1  &uftretende  GroBe 
durch  die  Gleichung  uf  =  gq  definiert.  Die  zur  Flache  F  gehorige  Funktion 

18* 
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ist,  nachdem  man  ihr  noch  fur  die  Punkte  #,  ^  ,  &„  in  welchen  sie  ja  Werte 
zunachst  mcht  besitzt,  die  ihi  fin  diese  Punkte  zukommenden  Grenzwerte  als  Werte 
zugelegt  hat,  erne  Funktion  von  der  mi  HilfssatzeL  bei  der  Annahme  £  =  1,  charaktensieiten 
Art,  die  laugs  dei  Begrenzung  q  von  F  die  Werte  <w)-<3"-2)  besitzt  Infolgedessen 
ist  mod^(37Z+1)-^c-n'1)]  fur  kemen  Punkt  von  F,  also  auch  fur  kemen  Punkt  dei  Lime  r 
grofier  als  das  mit  Mod  [uW-u$*-*}]  zu  bezeichnende  Maximum  der  Werte,  welche 
mod[^2w)-42w'2)]  langs  der  Lime  q  besitzt.  Die  zur  Ringflache  L  gehonge  Funktion 
w(2«+s)  _^c*n)  dagegen  ist  eine  Funktion  von  der  mi  Satze  V  charaktensierten  Art,  welche 
langs  der  Lmie  s  durchweg  den  Wert  Null,  langs  der  Lime  7  die  Werte  w<Jn+1>  -«*?"•*  1} 
besitzt  Infolgedessen  ist  mod[tt(2ll+2)-  w(2l°],  wie  aus  der  am  Schlusse  von  Art  5  des 
vierten  Abschnittes  aufgestellten  Formel  folgt,  fur  kemen  Punkt  von  L  groBer  als  das 
mit  Mod[43w+1)-42*~1)]  zu  bezeichnende  Maximum  der  Werte,  welche  mod[42n  +  1)-^3*-1)J 
langs  der  Linie  r  besitzt,  und  insbesondere  fur  kemen  Punkt  der  Lmie  q  grofier  als 

x  Mod  [H?*+I)-«$U~I)],  wobei  x  die  zwischen  0  und  1  gelegene  Zahl  ln  ^26  bezeichnet 
Man  gelangt  zu  dieser  letzteren  Relation,  mdem  man  in  der  eben  genannten  Formel 
an  Stelle  von  urtt  die  GroBe  ^fn^-u(q2rt}  treten  lafit  und  dementsprechend,  unter  Be- 
achtung,  daB  erne  jede  der  vier  Bcken  des  Kreisbogenvierecks  q  von  dem  Mittelpunkte 

der  Ringflache  den  Abstand  2^24""1  A  hat,   in  dem  auf  ihrer  rechten  Seite  stehenden 

Ausdrucke  G  -  Mod  [^+1)-  42n"1}]?  #  -  <>,  B-±i9S-±i,  ,=13^1  A  setzt 
Nachdem  so  die  fur  n  =  1,  2,  3,  -  geltenden  Relationen. 

Mod  «'+1>-il|-«      Mod  u-u         ,     Modw+2^<w)  ^  ^  Mod  u?-+«-u?-  » 


gewonnen  sind,  erhalt  man,  indem  man  in  derselben  Weise  weiter  schheBt?  wie  es  in 
Art.  8  an  der  entsprechenden  Stelle  geschehen  ist,  und  zur  Abkurzung  Mod  [uf—uf\—G 
setzt,  die  fur  n  =  1,  2,  3,  geltenden  Relationen: 


mod  [ttfr«+1>--tt<a''-1>]  ^  x71-1^,  mod  [w»»+a)  -«»»)]  ^  »»-l(?, 

von  denen  die  erste  fur  jeden  Punkt  von  F,  die  zweite  fur  jeden  Punkt  von  L  besteht. 
Diese  letzten  Relationen  zeigen  nun,  daB  die  Funktionen  ^(2w+1),  ^(2n+2),  wie  bohauptot 
wurde,  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  gegen  bestimmte  Q-renzfunktionen: 

5  -  lim  ^(2w+1)  -  ^(1)  +  (yW1']  +      +  r^-+«^nP«-lJ]  + 

n      eo 

u  -  bm 


konvergieren,  und  ahnliche  Betrachtungen,  wie  die  in  Art.  8  angestellten,  lassen  dann 
erkennen,  daB  die  fur  jeden  mcht  mit  einem  der  Punkte  ^,  ff^9   •  •,  <^  zusammenfallenden 
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Punkt  von  F  existierende  Funktion  u  eme  zu  F  gehorige  Fundamentalfunktion,  die 
fur  jeden  Punkt  der  Bingflache  L  existierende  Funktion  Tt  eine  zu  L  gehonge  Funktion 
von  der  im  Satze  V  defimerten  Art  ist,  und  daB  das  Verhalten  der  Funktion  n  langs 
der  Begrenzung  q  von  F,  sowie  das  Verhalten  der  Funktion  Ti  langs  der  Randlinien  r 
und  s  von  L  charaktensiert  ist  durch  die  Gleichungen. 

-  5,  ==  ^, 


Es  soil  jetzt  noch  bewiesen  werden,  daB  die  gewonnenen  Funktionen  u,  Ti  flir  jeden 
Punkt  a,  y  des  den  Flachen  F  und  X  gememsamen,  von  der  Lmie  q  und  der  Linie  r 
begrenzten,  Gebietes  denselben  Wert  besitzen  Zu  dem  Ende  beachte  man,  daB  die 
Differenz  ¥=&  —  u,  als  Funktion  des  in  seiner  Bewegung  auf  das  gemeinsame  Gebiet 
beschrankten  Punktes  x,  y  betrachtet,  eine  in  clem  ganzen  Gebiete  einwerfcige  und  stetige 
Funktion  des  Punktes  x,  y  ist,  welche  fur  jeden  mneren  Punkt  des  Gebietes  stetige 


Derivierte  g^,  T~,  ^,  jfi  besitzt,    in   derselben  Ausdehnung   der  Differentialgleichung 


T~, 

genugt  und  zudem  auf  Grand  der  Gleiahungen  S9==  MS,  u,  =ur  fur  jeden  Punkt 
der  Randlimen  q,  r  den  Wert  Null  hat  Nun  laBt  sich  aber  durch  die  am  Ende  von 
Art  1  des  vierten  Abschnittes  angewendete  SchluBweise  zeigen,  daB  eine  solche  Funktion  u 
fur  keinen  Punkt  des  in  Eede  stehenden  Gebietes  emen  von  Null  verschiedenen  Wert 
haben  kann,  und  damit  ist  der  verlangte  Beweis  erbracht 

Defimert  man  nun  schlieBlich  fur  die  von  der  Lime  s  begrenzte,  die  samtlichen 
Punkte  der  Fl&chen  F,  L  enthaltende  Flache  FQ  eine  Funktion  u  in  der  Weise,  daB 
man  fur  jeden  Punkt  von  F  u  =  u,  fur  jeden  Punkt  von  L  u  =  u  setzt,  so  ist  die  so 
bestimmte  Funktion  u,  da  sie,  als  Funktion  des  Punktes  x,  y  von  F  betrachtet,  sich 
wie  eine  Fundamentalfunktion,  als  Funktion  des  Punktes  x,  y  von  L  betrachtet,  sich 
wie  eine  Funktion  von  der  im  Satze  V  defimerten  Art  verhalt,  eine  zu  FQ  gehonge 
Fundamentalfunktion,  welche  zudem,  wie  verlangt  wurde,  langs  der  Begrenzung  s  von 
F0,  auf  Grund  der  Gleichung  us=*u8  =  f8,  mit  der  vorgegebenen  Funktion  /\  des  Begrenzungs- 
punktes  dem  Werte  nach  uberemstimmt,  und  sie  ist  zugleich  nach  dem  in  Art  7 
Bewiesenen  die  emzige  derartige  Fundamentalfunktion  Damit  ist  aber  die  zu  Anfang 
dieses  Artikels  gestellte  Aufgabe  gelost. 


Zur  L&sung  der  in  Art  4  gestellten  Aufgabe  ist  jetzt  noch  der  Ubergang  von 
der  durch  die  Kreislinie  s  begrenzten,  die  samtlichen  Schmtte  a^^;  a3,  &2;  ;0p,&p  mid 
die  samtlichen  Punkte  3*^  §*\>  ,  ff9  in  ihrem  Innern  enthaltenden  Fl^che  JP0  zu  der 
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schon  zu  Anfang  des  Art  f>  emgefuhiten  unbegrenzten,  die  Flache  FQ  als  Teil  ent- 
haltenden  Flache  T  zu  vollziehen  Man  denke  sich  die  Flache  T  hier  dadurch  erzeugt, 
dafi  man  zur  Flache  F0  die  Kreisflache  l'Q  voin  Eadius  S  =  |-  A  hinzummmt  (s  Fig  16), 

und  beachte,  dafi  man  nach  dem  im  vorhergehenden 
Artikel  Bewiesenen  zu  der  von  der  Kreislime  s  begrenzten 
Flache  FQ,  auf  Grrund  des  Satzes  I  dagegen  zu  der  von 
der  Kreislime  >  begrenzten  Kreisflache  fr0  eine  Fundamental- 
funktion  mit  beliebig  vorgegebener  em  wei  tiger  und  stetiger 
Eandfunktion  bilden  kann  Es  ist  dann  zu  zeigen,  dafi 
man  zu  der  die  samtlichen  Punkte  der  Flachen  FQ,  A0 
enthaltenden  unbegrenzten  Flache  T  eine  Funktion  bilden 
kann,  welche  den  m  Art  4  gestellten  Bedmgungen  genugt. 
Zu  dem  Ende  wahle  man  fur  die  Begrenzung  s 
von  FQ  eine  einwertige  und  stetige  Funktion  gt=*g8  +  g"t 
des  Begrenzungspunktes  und  bestimme  alsdann  emerseits 
zu  der  Flache  FQ  Fundamentalfimktionen  u(l\  w(3),  u(*\  ,  andererseits  zu  der  Kreis- 
flache kQ  Ftmdamentalfunktionen  ^(2),  u(4t},  u^\  ,  in  der  Eeihenfolge  u(l\  u(*\  u(*\  •  • 
dadurch,  daB  man,  unter  c  eine  beliebige  Konstante  verstehend,  die  Werte,  welche  die 
Funktionen  u(1\  u(*\  ^(5),  •  langs  der  Begrenzung  $  von  FQ,  und  die  Werte,  welche  die 
Fnnktionen  w(2),  ^(4),  u(G\  -  •  -  langs  der  Peripherie  r  von  JcQ  besitzen  sollen,  in  der  Weise 
wahlt,  dafi 


Flg  16 


fur 


fur 


fur 


fur 


fur 


fur 


0 

4*>  =  i*w  -  —  /  «£ 

i 

s 

-f' 

2V 


c, 


+  c, 


ist.  In  den  dabei  vorkommenden  Integralen  ist  w?w"1}  fur  w«  1,  2,  3,  ,  nachdem  man 
zuvor  die  Lage  eines  Punktes  e?  auf  der  Penphene  r  von  \  durch  Polarkoordmaten 
JS,  y,  0^9x8*,  mit  dem  Mittelpunkte  m0  von  A0  als  Pol  bestnnmt  hat,  als  Funktion 
von  (f  zu  betrachten  Die  Funktionen  ^(2n~K),  ^(2n"l"2)  konvergieren  nun  mit  unbegrenzt 
wachsendem  n  gegen  bestimmte  Grenzfunktionen  u,  u,  von  denen  die  erste  fur  jeden  mcht 
mit  emem  der  Punkte  ff^ff^  ,  fft  zusammenfallenden  Punkt  von  F^  die  zweite  far 
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jeden  Punkt  von  Jt0  existiert.     Der  Beweis   fui    diese  Behauptung   soil  jetzt  erbracht 
weiden. 

Man  betrachte  die  Funktionen  uUn+1)  -  u(3*-l\  «'-n+2>  -  u(**\  »=i^d,    ,  und  beruck- 
sichtige,  daB  die  Grleichungen 


27T 

__LrK-+>>_ 

2"t   I   L    r 


far  72  =  1,2,3,-  bestehen,  wenn  man  noch  die  dabei  im  Falle  »  =  1  auftretende 
GroBe  «40)  durch  die  Gleichung  ^0)  =  #s  defimert  Die  zur  Flache  FQ  gehonge  Funktion 
u(2n+l} —  ii(2n-1}  ist,  nachdern  man  ihr  noch  fur  die  Punkte  c^,  a?2,  -  ,  e/^,  in  welchen 
sie  ja  Werte  zunachst  nicht  besitzt,  die  ihr  for  diese  Punkte  zukommenden  Grenzwerte 
als  Werte  zugelegt  hat,  eine  Funktion  von  der  im  Hilfssatze  I,  bei  der  Annahme  £  =  1, 
charaktensierten  Art,  die  langs  der  Begrenzung  s  von  JP0  die  Werte  «42n)  —  ^I2w~2)  besitzt. 
Infolgedessen  ist  mod  ^(2n+1)  — ^(2w~1}]  fur  keinen  Punkt  von  FQ,  also  auch  far  keinen 
Punkt  der  Lime  )  grofier  als  das  mit  Mod  [u^2n]  —  ^2w~2)]  zu  bezeichnende  Maximum  der 
Werte,  welche  mod  [^42n)  —  ^2n"2)]  langs  der  Lime  s  besitzt.  Die  zur  Kreisflache  kQ  gehOrige 
Funktion  ^2n+2>  —  u®7^  dagegen  ist  eine  Funktion  von  der  im  Satze  I  charakterisierten 

27Z 

Art,  welche  langs  der  Peripherie  v  von  &0  die  Werte  ^2n+t)  — ^2w~'1)  — ^- 


0 


und  dementsprechend  im  Mittelpunkte  w0  von  JcQ  den  Wert  Null  besitzt.  Infolgedessen  ist 
mod  [^(2w+2)  —  ^(2w)]  fur  keinen  Punkt  von  kQ  grofier  als  das  Maximum  der  Werte,  welche 

2;r 

modU2w+1)-42tt-^-^  ftv?*+v-i£*-v]d<p]   langs   der  Lmie  r  besitzt,   also   auch  fur 

0 

keinen  Punkt  von  A0  grofier  als  das  Zweifache  des  mit  Modj^2"4"^  —  ^2n~1>]  zu  be- 
zeichnenden  Maximums  der  Werte,  welche  inod[^2n+1)  —  ^2n~1)]  langs  der  Lime  r  besitzt, 
und  insbesondere  ist  mod  [%(2w+2)  —  %(37z)]  fur  keinen  Punkt  der  Lime  s  grofier  als 
x  Mod[tt?"+1)  —  wj9*"1)],  wobei  x  die  zwischen  0  und  1  gelegene  Zahl  y  bezeichnet.  Man 
gelangt  zu  dieser  letzteren  Eelation,  indein  man  die  in  Art.  4  des  zweiten  Abschmttes 

unter  (F2  )   sich  findende   Formel   mod^r^  —  mod%<-^p  (<?  —  mod^0),  o<r<^,  auf  die 

R  i 

Kreisflache  \  vom  Radius  JR^yA  bezieht  und  zilgleich  r  durch  den  Radius  -^-A  der 

Kreislinie  5  ersetzt,  alsdann  an  Stelle  von  u  die  im  Mittelpunkt  mQ  den  Wert  Null 
besitzende  Funktion  ^2n+2)~  u(*n}  und  demgemaB  an  Stelle  von  u^t  die  GrroBe 

«J>»+|)-«J»»),  an  Stelle  von  G  die  GroBe  Mod[42n+2)-^2n)]  treten  lafit,  endhch  noch 
beachtet,  daB  nach  oben  Bemerktem  Mod  [427l+2)  -  u?n}]  ^  2  Mod  [42n+1)  -  u<?*-»]  ist.  Nach- 
dem  so  die  fur  n  =  1,  2,  3,  -  geltenden  Eelationen: 
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Mod  z'^-z'-Mod  H<2">-  w?"-2),      Mod  ? 


gewonneu  smd,  erhalt  man,  indem  man  m  derselben  Weise  weiter  schlieBt,  wie  es  m 
Art  8  an  dei  entsprechenden  Stelle  geschehen  ist,  und  zur  Abkurzung  Mod[^(s2)-^0)]=  G 
setzt,  die  fur  w  =  l,2,3,  •  geltenden  Kelationen- 


mod  [«<2ll+1>-«P'|-1>]  ^  xn~lG,  mod 

von  denen  die  erste  fur  jeden  Punkt  von  FQ,  die  zweite  fur  jeden  Punkt  von  &0  besteht 
Diese  letzten  Eelationen  zeigen  nun,  daB  die  Funktionen  ^(2w+1),  ^(2w+2),  wie  behauptet 
wurde,  mit  unbegienzt  wachsendem  n  gegen  bestimmte  Gtrenzfunktionen 


lim 


konvergieien,  und  ahnliche  Betrachtungen,  wie  die  in  Art  8  angestellten,  lassen  dann 
erkennen,  daB  die  fur  jeden  nicht  mit  emem  der  Punkte  S*±,  &*%,  ,  Si  zusammen- 
fallenden  Punkt  von  FQ  existierende  Funktion  u  erne  zu  FQ  gehOnge  Fundamentalfunktion, 
die  fur  jeden  Punkt  der  Kreisflache  &0  existierende  Funktion  u  erne  zu  kQ  gehorige 
Fundamentalfunktion  ist,  und  daB  das  Verhalten  der  Funktion  u  langs  der  Begrenzung  s 
von  FQ,  so  wie  das  Verhalten  der  Funktion  u  langs  der  Peripherie  r  von  JcQ  charaktensiert 
ist  durch  die  Gleichungen: 

2rf 

u.  -=  u,,  u,  =n,—9-  \u, dw  +  c. 


Das  so  gewonnene  Funktionenpaar  u,  u  ist  von  der  zu  seiner  Bildung  benutzten 
Konstanten  c  abhangig,  insofern  als  die  Funktion  u  im  Punkte  w0  den  Wert  c  besitzt 
LaBt  man  daher  in  den  vorstehenden  Betrachtungen  an  Stelle  dei  Konstanten  c  erne 
andere  Konstante  d  treten,  so  erhalt  man  em  neues,  durch  v,  v  zu  bezeichnendes, 
Funktionenpaar,  das  mit  u,  u  in  den  allgemeinen  Eigenschaften  uberemstimmt,  dessen 
Verhalten  langs  der  Lmien  s  und  r  jedoch  charaktensiert  ist  durch  die  Gleichungen  . 


sodaB  also  v  im  Punkte  mQ  den  Wert  c'  besitzt.    Bildet  man  jet/t  aus  den  Funktionen 
u9  v  und  u,  v  durch  Subtraktion  das  Funktionenpaar: 

W  =  U  —  V,  w*=U  —  V, 

so  kommen  demselben   die   folgenden  Eigenschaften   zu     Die  zur  Flache  *\   gehorige 
Funktion  w  ist,  nachdem  man  ihr  noch  fui  die  Punkte  <f,,  c/^    -  ,  ^,  in  welchen  sie 
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ja  Werte  zunachst  nicht  besitzt,  die  ihr  fur  diese  Punkte  zukommenden  Grenzwerte 
als  Werte  zugelegt  hat,  eme  Funktion  von  der  im  Hilfssatze  I,  bei  der  Annahme  £  =  1, 
charaktensierten  Art,  die  zur  Kreisflache  A0  gelionge  Funktion  ic  dagegen  ist  eme 
Funktion  von  der  im  Satze  I  charakterisierten  Art,  die  im  Punkte  wu  den  Wertt-Y 
besitzt,  und  es  ist  zudem  das  Verhalten  von  u  ,  ft  langs  der  Linien  s  und  j  charaktensiert 
durch  die  Gleichungen. 

w,  =  ws,  wr  =  wr  +  C'\ 

wobei  die  Konstante  C",  als  Differenz  dei  Konstanten 


bestiimnt  ist  dnrch  die  Grleichruig. 


Die  Konstante  C"  besitzt  emen  von  Null  verschiedenen  Wert,  wenn  auch  nur  eine 
der  bei  der  Problemstellung  m  Art  4  gewahlten  2p  Eonstanten  -4,,  J?t,  r=i,s,  ,P,  von  1 
verschieden  ist  Der  Beweis  fur  diese  Behauptung  soil  zunachst  erbracht  werden. 

Man  nehnie  an,  dafi  C"  den  Wert  Null  habe.  Unter  dieser  Annahme  besitzen 
die  Funktionen  To,  w  fur  jeden  Punkt  der  Linien  >,  s  und  daher,  nach  dem  in  Art  1 
des  vierten  Abschmttes  Bewiesenen,  auch  fur  jeden  Punkt  des  den  Flachen  jP0  und  A0 
gememsamen,  von  den  Linien  '/,  s  begrenzten  Gebietes  denselben  Wert.  Deflniert 
man  nun  fur  die  unbegrenzte,  die  samtlichen  Punkte  der  Flachen  FQ,  JcQ  enthaltende 
Flache  T  eine  Funktion  w  in  der  Weise7  dafi  man  fur  jeden  Punkt  von  FQ  w  =  w,  fur 
jeden  Punkt  von  JcQ  w  =  w  setzt,  so  ist  die  so  bestimmte  Funktion  «  eme  einwertige 
Funktion  des  Punktes  oc9  y  von  T,  deren  Verhalten  sich  folgendermafien  charakterisieren 
laBt  Wahlt  man  in  der  Flache  T  irgend  emen  von  den  Punkten  c?1?  §*%,  ,  fft  ver- 
schiedenen und  auch  nicht  zu  einem  der  Schmtte  a,  I  gehongen  Punkt  $*,  grenzt  zu 
diesem  Punkt  cP  als  Mittelpunkt  eine  Kreisflache  x  ab,  deren  Radius  q  jedenfalls  so 
klein  gewahlt  sei,  daB  x  kemen  der  Punkte  c?1?  $*%,  ,  c?,  und  auch  keinen  zu  einem  der 
Schmtte  a,  I  gehongen  Punkt  enthalt,  und  bezeichnet  den  die  Kieisflache  x  zur  Flache  T 
erganzenden  Teil  der  Flache  T  mit  Ty,  so  verhalt  sich  w9  als  Funktion  des  in  seiner 
Bewegung  auf  die  Flache  Ty  beschrankten  Punktes  x,  y  betrachtet,  wie  eine  Funktion 
von  der  im  Hilfssatze  I  charaktensierten  Art.  Infolgedessen  ist  der  Wert  mod  w^,, 
den  mod  w  fur  irgend  emen  im  Innern  von  T,  gewahlten,  weder  mit  einem  der  Punkte 
<^i>  $*,  •>&*  zusammenfallenden,  noch  auch  zu  einem  der  Schmtte  a,  I  gehorigen 
Punkt  ff'  besitzt,  nicht  grofier  als  das  Maximum  der  Werte,  welche  mod  w  fur  die 
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Punkte  der  Penpheue  von  *  besitzt,  wie  klem  auch  dei  Radius  ?  von  x  genommen 
sem  mag,  und  daher  anch,  da  diese  Weite  rnit  unbegienzt  abnehmendem  ?  gegen  den 
Wert  mod  wff,  den  mod  w  mi  Punkte  &  besitzt,  konvergieren,  mcht  grofier  als  mod  ^ 
Es  besteht  also  die  Beziehung  mod  z^,,  ^  mod  i^  abei  aucb,  da  #  ^  m  der  voistehenden 
Betrachtong  miteinander  vertauscht  weiden  konnen,  die  Beziehung  modw^modwy, 
und  es  kaiiu  daher  mod  zt#.  nicbt  von  mod  ioff  verschieden  sem  Aus  der  so  fur  jeden  im 
Innem  von  T,  gelegenen  Punkt  8*  der  betiacbteten  Art  als  richtig  erkannten  Gleichung 
niod*>  =  mod^  folgt  nun,  da  10,  als  Funktion  des  Punktes  x,  y  von  Tx  betracbtet, 
eine  Funktion  von  der  irn  Hilfssatze  I  charaktensierten  Art  ist,  zunachst,  daB  mcht  nur 
mod  w  sondern  auch  (vergl  S  105j  it,  selbsfc  fui  alle  Punkte  der  Flache  T,  denselben  Weit 
besitzt,  und  schheBlich,  inclem  man  den  Radius  ?  von*  gegen  Null  konvergieien  laBt  und 
die  Stetigkeit  der  zur  unbegrenzten  Flache  I  gehorigen  Funktion  w  mi  Punkte  ^beachtet, 
daB  die  Funktion  w  auch  fur  alle  Punkte  von  T  denselben  Weit  besitzt,  und  zwai 
den  Wert  c  -  c,  da  fur  jeden  Punkt  von  \  w  durch  die  Gleichung  w  =  w  defimert  ist, 
und  w  mi  Mittelpunkte  w0  von  ^0  den  Wert  c-o  hat  Das  so  unter  dei  Annahme 
C"=OgewonneneEesultat  steht  aber,  da  c-c'  von  Null  verschieden  ist,  mit  den  langs 
der  Schnitte  a,  b  geltenden  Gleichungen  w*  '-  Aje~  ',  w+  =  B,w~,  1=1,2,  ,f,  mi  Widerspruch, 
wenn  auch  nur  erne  der  2j9  Konstanten  A,  S  von  1  verschieden  ist,  und  es  kann  daher 
in  diesem  Falle,  wie  behauptet  wurde,  C"  mcht  den  Wert  Null  haben 

Es  soil  jetzt  zunachst  fur  den  Fall,  cla6  die  2jj)  Konstanten  A,,  Bv,  1-1,1,    ,?-,  mcht 
samthch  den  Wert  1  besitzen,  und  dement  sprechend  V"  von  Null  verschieden  ist,  die 
durch  den  vorstehenden  Beweis   unterbrochene  Betrachtung  zu  Eude   gefuhrt  werden 
Man  bilde  zur  Flache  F0  aus  den  Funktionen  u,  w  eine  Fuuktion  U,  zur  Kreisflacho  /,„ 
aus  den  Funktionen  u,  iv   eine  Funktion  U,  mdem  man 


setzt  Die  Funktion  U  ist  dann  eine  zu  ^'0,  die  Funktiou  U  erne  zu  7cu  gehonge  Funda- 
mentalfuuktion,  auch  erkennt  man  ohne  Muhe,  daB  das  Verhalten  der  Funktion  U 
langs  der  Begrenzung  &  von  7'T0,  sowie  das  Verhalten  der  Funktion  U  langs  der  Penphene 
1  von  &0  charaktensiert  ist  durch  die  Gleichungen. 


und  daB  infolgedessen,  nach  dem  in  Art.  1  des  vierten  Abachmttes  Bowiesenen, 
die  Funktionen  U,  U  fur  jeden  Punkt  des  den  Flachen  J^  und  7c0  gememsamen,  von 
den  Linien  i,  5  begrenzten  Gebietes  denselben  Wert  besitzen  Deriniert  man  uuu 
schliefilich  fur  die  unbegrenzte,  die  samthchen  Punkte  der  blachen  /''„,  \  on  thai  ton  d(5 
Flache  T  oine  Funktion  U  in  der  Weise,  daB  man  fur  jeden  Punkt  von  /*'„  U  •*•  U,  i'ftr 
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jeden  Punkt  von  Z0  U=  U  setzt,  so  ist  die  so  bestimnite  Funktion  U  erne  in  del 
Flache  T  und  damit  auch  eine  in  der  aus  T  durch  Einiuhrung  tlei  y  Schnitte  c  ent- 
stehenden  Flache  —  die,  wenn  man  die  beiden  Seiten  tier  Schnitte  af,  &, ,  c,,  »  =  i,-s  p,  als 
Begrenzungslimen  an&ieht,  mit  tier  in  Art  1  detmierten  Flarhe  T  identisch  ist  —  em- 
wertige  Funktion  ties  Punktes  j«  #,  welche  den  &amththen  m  Art.  4  gestellten  Bedmgungen 
genugt  Die  Funktion  U  ist  aber  auch  die  einzige  clie&en  Bedmgungen  genugeude  Funktion 
Existierte  namhch  eine  zweite  derartige,  mit  V  zu  bezeichnende,  Funktion,  so  wuide, 
wie  durch  die  bei  tier  Untersuchung  tier  Funktion  u  angewandte  SchluBweise  gezeigt 
werden  kann,  die  aus  U  und  U'  duich  Subtraktion  gebildete  Funktion  Tr=  U—  U', 
nachdem  man  ihr  noch  fur  die  Punkte  c/1,  c/l,  -  ,  j?t  die  ihr  fur  diese  Punkte  zu- 
kommenden  Grenzwerte  als  Werte  zugelegt  hat,  fui  alle  Punkte  von  T  denselben  Wert 
besitzen  Dieser  Wert  konnte  aber,  da  langs  tier  Schnitte  a,  I  die  C41eichungen 
ir+^Attr.  ic*  =Bvir,  '=*,-',  ,p,  bestehen,  und  die  2p  Konstanten  A,  B  nicht  samtlich 
den  Wert  1  besitzen,  nur  mit  der  Null  zusarnmenfallen,  im  Widerspruch  mit  tier  An- 
nahme,  daB  IT  von  U  verschieden  ist  Die  in  Art  4  gestellte  Aufgabe  hat  demnach 
in  dem  hier  betrachteten  Falle,  wo  die  2jp  Konstaaten  Aiy  B,,  »=i,-s  ,1-,  nicht  samtlich 
den  Wert  1  besitzen,  nur  eine  einzige  Losung 

Der  noch  ubnge  spezielle  Fall,  wo  die  2j?  Konstanten  A, ,  B, ,  >  =  i,2,  ,P,  samtlich 
den  Wert  1  besitzen  und  mfolgedessen  das  im  allgeniemen  Falle  emgeschlagene  Verfahren 
versagt,  laBt  sich  folgendermafien  erledigen  Man  gehe  auf  die  fruher  gewonnenen 
Funktionen  U,  3  zuruck,  beachte,  daB  das  Yerhalten  der  Funktion  11  langs  tier  Kreis- 
lime  s  vom  Eadius  B,  =  4-  >L,  sowie  das  Verhalten  der  Funktion  u  langs  der  Kreislinie  ^ 

8 

vom  Eadius  JR  =  —  A  sich  unter  Benutzung  der  eingefuhrten  Konstanten  G  charaktensieren 

o 

laBt  durch  die  Grleichungen: 

auch  daB  u  im  Puntte  w0  den  Wert  c  besitzt,  und  defimere  alsdann  mit  Hilfe  dieser 
Funktionen  zur  Flache  F0  eine  Funktion  U,  zur  Kreisflache  \  eine  Funktion  if,  indem 
man,  unter  g,  o<??«,  den  Abstand  des  Punktes  a,,  y  der  Kreisflache  A0  von  dem  Mittel- 
punkte  w0  verstehend, 


In  — 
JB 


setzt  Die  Funktion  Z7  ist  dann  erne  zu  f\  gehorige  Fundamentalfanktion,  die 
Funktion  if  dagegen  ist  in  dem  Falle,  wo  C  von  Null  verschieden  ist,  eine  zu  kQ 
gehorige  Funktion  von  der  im  Satze  II  defmierten  Art,  in  dein  Falle,  wo  C  der  Null 
gleich  ist,  eine  m  fc0  gehorige  Fundamentalfunktion,  welche  zudem  im  Punkte  w0  den 
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TTert  c  hat,  auch  eikennt  man  ohne  Muhe,  rlaB  das  Verhalten_  der  Funktion  Z7  langs 
der  Begrenzung  s  von  F0,  sowie  das  Verhalten  der  Funktion  t  langs  der  Peripherie  r 
von  A-0  charaktensiert  ist  clurch  die  Gleichungen. 

U,=  l\,  %-U,, 

und  daB  infolgedessen  ,  nach  dem  m  Art  1  des  vierten  Abschmttes  Bewieseneii,  die 
Funktionen  V,  t?  fur  jeden  Punkt  des  den  Flachen  F0  und  fr0  gememsamen,  von  den 
Linien  >  und  s  begrenzten  Gebietes  denselben  Wert  besitzen  Defimert  man  nun 
schhefllich  fur  die  unbegrenzte,  die  samthchen  Punkte  der  Flachen  F0,  Jf0  enthaltende 
Flache  T  eine  Funktion  U_m  der  Weise,  daB  man  fur  jeden  Punkt  von  F0  U=  U,  fur 
jeden  Punkt  von  \  U=  V  setzt,  so  ist  die  so  bestimmte  Funktion  U  eine  emwertige 
Funktion  des  Punktes  i,y  von  T,  deren  Veihalten  sich  folgendermaBen  charaktensieren 
laBt.  Grenzt  roan  zu  dem  Punkte  m0  als  Mittelpunkt  erne  Kreisflache  x,  deren  Kadius  p 
kleiner  als  der  Kadius  E  von  s  ist,  ab  und  bezeichnet  den  die  Kreisflache  x  zur 
Flache  Terganzenden  Ted  der  Flache  fmit  T,,  so  verhalt  sich  U,  als  Funktion  des  in  seiner 
Bewegung  auf  die  Flache  T,  beschrankten  Punktes  JL,  y  betrachtet,  wie  eine  zu  T,  gehonge 
Fundamentalfunktion,  und  es  konvergieren  zugleich  die  zu  der  Begrenzung  von  T,  oder, 
was  dasselbe,  zur  Peripherie  von  x  gehorigen  Werte  von 

In  4 


- 

In  — 
E 

niit  unbegrenzt  abnehmendem  ^  gegen  c.  Die  genannten  Eigenschaften  bestimmen  die 
Funktion  U  aber  auch  vollstandig.  Existierte  namlich  erne  zweite,  mit  IT  zu  Ixv 
zeichnende,  Funktion  von  den  gleichen  Eigenschaften  ,  so  wtirde,  wie  durch  die  bca  der 
Untersuchung  der  Funktion  w  angewandte  SchluBweise  gezeigt  werden  kann,  die  aus 
U  und  U1  durch  Subtraktion  gebildete  Funktion  W=~U-  U',  nachdem  man  ihr  noch 
fur  die  Punkte  ^,  ^  -,  &*„  mQ  die  ihr  fur  diese  Punkte  zukommenden  Grenzwerte  als 
Werte  zugelegt  hat,  fur  alle  Punkte  von  T  denselben  Wert  besitzen,  der  zudem,  da  W 
im  Punkte  mQ  den  Wert  Null  hat,  der  Null  gleich  sein  mufite,  im  Wider  spruch  nut 
der  Annahme,  dafi  CT  von  U  verschieden  ist. 

Hat  die  GroBe  C  den  Wert  Null,  so  ist  die  soeben  fur  die  Flache  T  erhaltene 
Funktion  U,  wenn  man  sie  auf  die  aus  T  durch  Einfuhrung  der  p  Schmtte  c  entstehende, 
von  den  beiden  Seiten  der  Schmtte  av,  lv,  cv,  ?=M,  ,i»,  begrenzte  Flache  Tr  bezieht,  ome 
Funktion,  welche  den  in  Art.  4  gestellten  Bedingungen  genQgt  und  zudem  im  Punkte  w0 
den  Wert  c  besitzt,  und  sie  ist  zugleich,  nach  dem  eben  Bewiesenen,  die  emzige  der- 
artige  Funktion.  DaB  aber  die  GroBe  C  wirklich  den  Wert  Null  haben  kann,  zeigt  die 
folgende  Betrachtung. 
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Man  verstehe  unter  U  eine  zur  Flache  T  gehorige  Fnnktion,  welche  mit  der 
erhaltenen  Funktion  U  m  den  allgememen  Eigenschaften  ubeieinstininit,  lasse  es  aber 
dahingestellt  sein,  welche  Werte  die  das  Yerhalten  von  U  im  Punkte  MO  be&timmenden 
Konstanten  C,  c  besitzen  Nun  fuhre  man  in  die  Flache  T  #  von  eineni  und  dem- 
selben  Punkte  cP  auslaufende,  keinen  der  Punkte  c^,  ^,  ,  ^,  m(}  enthaltende  und 
in  den  Punkten  %19  g2,  ,  §p  beziehungsweise  mundende  Schnitte  (^  c2.  ,  t'p  ein, 
bezeichne  die  von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  «,,  7;,,  i\,  .=1,3,  ,*,  begrenzte,  einfach 

zusammenhangende  Flache  mit  T*  und  dehne  das  mit  dei  Funktion  U  gehildete  Integral 
/-» 

J  (-  ^r  ^  +  |j  r7^  in  positiver  Richtung  uber  die  Begrenzung  von  T4  aus    Das  so  er- 
streckte  Integral  hat,  da   im  vorliegenden  Falle  langs  eines  jeden  der  Schnitte  a,  I,  c 

_--x  „..  j  -__j-___  _i_.  1..-.1...  geiten  ejneg  je(jen  dxeser  Schnitte  bei  der 


Integration  in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufen  werden,  den  Wert  Null  Anderer- 
seits  kann  man  den  Wert  des  vorgelegten  Integrals  aber  auch  dadurch  erhalten,  dafi 
man  dasselbe  um  jeden  der  Punkte  $[,  eT2,  ,  cTs,  mQ  von  T*,  far  welche  die  Funktion  U 
unstetig  wird,  in  positiver  Richtung  erstreckt,  diese  s  +  l  Punktintegrale  auswertet 
und  die  Summe  der  so  gewonnenen  Werte  bildet  Durch  Vergleichung  der  beiden 
Ergebnisse  erhalt  man  dann  die  Beziehung. 

C=-ln/4 


Diese  Beziehung  zeigt  nun,  daB  im  vorliegenden,  durchjdr  =  l,  jB,=l,  1=1, a,    ^, 
charakterisierten  Falle  C  immer  dann  den  Wert  Null  besitzt,  also  die  in  Art  4  gestellte 

Aufgabe  auch  immer  eine  Losung  hat,  wenn  die  bei  der  Problemstellung  emgefuhrten 

t  <7=? 

Konstanten  £1?  £2,       ,  Qs  durch  die  Gleichung  ^£^  =  0  verknupft  sind     Da  aber  auch 

«r=l 

umgekehrt  jede  im  Falle  A,  =  1,  Bv  =  l,  *-i,s,  ,*,  der  gestellten  Aufgabe  genugende 
Funktion,  wenn  man  sie  auf  die  Flache  T  bezieht,  eine  Funktion  U  von  der  eben  be- 

(T  =  6 

trachteten  Art  ist,  fur  welche  C  und  daher  auch  ^Qff  den  Wert  Null  hat,  so  erkennt 

(T  =  l 

man,  dafi  in  dem  vorliegenden  Falle  durch  die  m  Art  4  gestellte  Aufgabe  dann  aber 
auch  nur  dann  mchts  Unmogliches  verlangt  wird,  wenn  man  fur  diesen  Fall  zu  den 

cr  =  * 

in  der  Aufgabe  gestellten  Bedmgungen  noch  die  Bedingung  J^S^O  hinzummmt,  und 

(7  =  1 

daB  dann  die  vorher  erhaltene  Funktion  U  diejenige  den  gestellten  Bedmgungen  ge- 
nilgende  Funktion  U  ist,  welche  im  Punkte  mQ  den  vorgegebenen  Wert  c  besitzt 
Auch  erkennt  man  weiter,  daB  die  aus  U  durch  Addition  der  beliebigen  Konstanten  c 
entstehende  Funktion  U+d  diejenige  den  gestellten  Bedmgungen  genugende  Funktion 
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ist,  welche  im  Punkte  w0  den  Wert  r  +  c  besitzt,  und  daher  schheBlich,  dafi  erne 
Funktion  U  duich  die  genannten  Bedingungen  erst  dann  vollstandig  bestimmt  ist, 
wenn  man  fur  sie  noch  den  Weit  vorgibt,  welchen  sie  fur  einen  von  den  Punkten 
c^i,  &•»  ,  ^  verscluedenen,  im  ubngen  aber  willkurlich  wahlbaren  Punkt  der  Flache  T 

besitzen  soil. 

Das  Resultat  der  in  diesem  Abschnitt  e  durchgefubrten  TJntersuchungen  lafit  sich 

nun  zusammenfassen  in  den  folgenden 

Satz.  »Die  u~ber  det  Z-Elene  ausgeb  eitete,  (2j}+l)-fach  ziisammenliangende,  n-Uath?ge 
Flache  1  sei  in  dei  in  A)  t  1  angegelenen  Weise  dm  cli  Emfulu  ung  der  Sclmitte  «,,&,,  c,  ,'=  i,  *,  ,i>, 
in  die  einfacli  zusamneriltanyende,  von  den  leiden  Seiten  d&  Selinitte  a,  1),  c  begtenzte 
FlacJie  T'  verwandelt,  mid  es  seven  eugleicli  in  diese*)  letzteien  die  s  in  Ait  3  defimeiten 
Pioikte  c/i,  c?s,  ,  ^  maiMeit  Ordnet  man  alsdann  allgemem  dem  Sclindtpaaie  a,,  &,,  ('-i.a,  ,i») 
irgend  tie)  nut  den  Bedingungen: 

mod  A,  =  1  ,  mod  B,  =  1  ,  (1  -  J?,j  ?£,  =  (1  -  A,}  »r 

untencorfene    Komtanten  A,,  B,,  21,  ,  SB,,    den    PunUen  tfa,  a-i,»,    ,»,    rfa^ew   Komtamten, 

Falle,  wo  d^e  2p  Jumstanten  A,  B  mnthch 


den  Wett  1  besitzen,  de*  Bedmgwig  ^Sa  =  0  gewugen  sollwi,  w  jedem  and  even  Falle  aber 

<7=1 

leliebig  geivalilt  wet  den  durfen,  und  die  dalw  teilweise  ode'}  aucli  die  den  Wert  Null  Jidben 
Jconnen,  zu,  so  emsti&t  zu  det  Flaclie  T'  immer  erne  Funktion  U^U'  +  U"i  des  Pwilies  ,r,  vy, 
welche  die  folgenden  Eigenscliaften  besifet 

I  Lie  FtwJtfton  U  ist  fm  jeden  mcht  mit  emem  dei  Punkte  c?1?  c^2?  *  -  ^  susaniMev- 
fallenden  Pwnkt  x,  y  det  Flache  T',  e^neylel  also,  ob  detselbe  im  Innetn  oder  auf  der  J>e- 
gienwmg  von  T1  liegt,  e^)^wert^g  und  stetig  Fur  den  Pmkt  cPa  (^=1,2,  ,g  dagegen  wnd  s^e  ^n 
dersellen  Weise  unstehg3  ww  die  ^n  Art,  3  defimerte  FuwUton  <p0(ra,  #fl),  soda/3  also  f'M 
a  =1,2,  ,  q  die  D^fferen2 


U-   Sffln      +  £alr   cos     +  &,      cos       +     +  S...r    cos 
mt  unbegtenzt  waclisendem  ra,  fur  a  =*  q  +  l,  q  +  2,      ,  s  die  Difiwens 


mit  unlegtenzt  alnehmendem  ra  yletclmiafay  fw  die  Wette  von  t0  yeyen  eine  von  t0  wiah- 
J^ang^ge  Grope  Itonvergiert  Zudem  wnd  thie  all(feme^n  mit  U+}  U~  m  lemchnendvn  Wntv  in 
je  zwei  entsprechenden  Begren&ungspuwkten  &*,  cP~  ^n  der  We^se  veiknwpft,  da/3 
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langs  ^[C^-^r--^, 

langs  il[r4--Bir--»,,  ,=i,,,    „, 

langs  c,  [  rr=      r~, 

e  Konstanten  81,,  83,,  '=i.»,    ,*,  r/er  Yoiaussetzung  yemnfi  mit  dm  2p  Konstanten 
A,  B  dwell  die,  fin   das  Zusammenlestelien  do    Gleicliungen  (Sj  notice  ndigen*  p  Eelationen: 


vetlmden  sind 


II.  Die  Deniieiten  ~,,?|l,  aJs  ttrenzen  dn  ent^eclienden  Dtffeiewen- 
gitotienten  defiuiot,  exists  en  mid  siml  btetig  niclit  mi)  fio  jeden  ron  den  Punlien 
&L,  ^  *  ,  o^  veisilueflenen  inneteu  Punli  x,  y  de>  Flaclie  T,  sondeni  aucli  nodi  fiu  jeden 
Beytenzungspunlt,  sobald  man  die  Funltion  U  ube>  em  diesen  BeyrenzungspunU  im  Innem 
enflialtendes  Stuck  der  Begienauny  von  T1  Jnnubet  den  Gleicliungen  fS)  entspi  ediend  stetig 
fottsetzt,  and  es  smd  alsdann,  aussclilieplich  anf  Go  mid  ilirey  Definition,  die  Wette  der 
yenannten  Deuuierteu  m  je  zwti  entspreclienden  Bey*  enzungspunlten  &*+,  &~  in  der  Weise 
verJcnupft,  da/3 

IQ^O-O   n      3U+  dU"      dU+  ^U~       ^^  °*U~       d*U*  ^^' 

langs  ^ 

lanes  & 
ungs  ov 


,  _-^p-,  —2 

-     i?Zl   11£I  -     ^spr" 

dx  >     dy  dy  >     dx*  dx*  > 


I1L  Die  Denvierten  j^j,  -*-*  wfidlen  fur  jeden  Pwikt  x,  y  der  Flaclie  T',  fur  den 
Existenz  soeben  festgestellt  wurde,  also  fur  jeden  mclit  tmt  emem  der  Pwikte  3*^$^    -,  ^ 
^usammenfallenden  PwiU  die  Cttetchmg  AZ7=|^  +  |^  =  0 

In  dem  Falle,  wo  d^e  2p  Konstanten  Ay  B  mcht  samthch  den  Wett  1  haben,  gilt 
es  mu  eine  ewizige  Function  U,  ivelclie  die  eben  yenawnten  Eigenscliaften  lesitzt,  in  deni 
speziellen  Falle  dageyen,  wo  d^e  2p  Konstanten  A,  B  samthch  den  Wert  1  liciben,  ist  die 
aus  der  Fmhtion  U  durcli  Addition  ewer  wdlkurhchen  Konstanten  Jwvoifjeliende  Function 
die  allgemeinste  Furiktion,  wekhe  die  genannten  Eigenschaften  lesitzt" 

Der  vorstehende  Satz  ist  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet  worden,  da6  die 
Schnitte  a,  &,  c  sich  aus  einer  endhchen  Anzahl  von  Stucken  gerader  Lmien  zusammen- 
setzen  Diese  Bedingung,  welche  ausschliefilich  zur  Vereinfachung  der  TJntersuchungen 
des  Art.  10  gestellt  worden  ist,  soil  jetzt  noch  abgestreift  werden,  oder,  was  dasselbe, 
es  soil  gezeigt  werden,  dafi  auch  dann,  wenn  die  Schnitte  a,  6,  c,  durcli  welche  die 
ursprungliche  Flache  T  in  erne  einfach  zusammenhangende  Flache  T'  verwandelt  wird, 
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aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stucken  algebraischer  Kuiven  zusammengesetzt  smd, 
der  vorstehende  Satz  gilt,  also  zu  dei  Flache  T'  eine  Funktion  U  mit  den  in  dem 
Satze  genannten  Eigenschaften  existiert 

Zu  dem  Ende  oidne  man  den  3p  aus  Stucken  algebraischei  Kurven  bestehenden 
Schmtten  a,,  6,,^,  i=i,s,  ,j»,  beziehungsweise  3p  aus  Stucken  gerader  Limen  bestehende 
Schnitte  5,,  &",,£,,  1=1,3,  ,P,  von  der  Art  zu,  daB  em  jeder  dieser  Schmtte  a,b,c  sich 
inehr  oder  wemger  eng  an  die  positive  Seite  des  entsprecbenden  dei  Schmtte  «,  &,  c 
anschlieBt,  aber  mit  ihin  nur  die  beiden  Endpunkte  gememsam  hat,  und  daB  zudem 
der  zwischen  ihm  und  deni  entsprechenden  der  Schnitte  «,  ~b,  c  gelegene  Teil  der 
Flache  T,  von  den  beiden  Endpunkten  abgesehen,  keinen  Punkt  ernes  der  ubngen 
Schnitte  und  auch  keinen  der  Punkte  e/^,  <^,  •  ,  ^  enthalt  Auf  Grund  des  vorsteheriden 
Satzes  existiert  daun  zu  der  durch  Aufhebung  der  Schnitte  a,  I,  c  entstehenden,  von 
den  beiden  Seiten  der  Schmtte  a,  6,  c  begrenzten,  einfach  zusammenhctngenden  Flache  T' 
eine,  mit  U  zu  bezeichneude,  Funktion,  welche  die  in  dem  Satze  genannten  Eigen- 
schaften besitzt  Defimert  man  jetzt  zu  der  die  samthchen  Schmtte  a,  b,  c,  a,  I,  c  ent- 
haltenden  Flache  eine  Funktion  U  dadurch,  daB  man  fur  jeden  Punkt  des  von  den 
beiden  Linien  a+,a~  0  =  1,2,  ,P)  begrenzten  Gtebietes  U=*AvU+$tv,  fur  jeden  Punkt  des 
von  den  beiden  Linien  If,  670=1,3,  ,f)  begrenzten  Gebietes  U^J3rU+^81?  endhch  fur 
jeden  nock  ubngen  Punkt  der  Flache  Dr=Z7setzt,  so  kommen  fur  die  so  definierte 
Funktion  U,  da  sie  in  je  zwei  zu  einem  der  Schnitte  «,l,c  gehongen  entsprechenden 
Punkten  c^+?  S*~  denselben  Wert  besitzt,  die  Schmtte  7t,~b,~e  nicht  mekr  m  Betrackt, 
und  sie  ist  daher  schon  in  der  durch  Aufhebung  der  Schnitte  a,b,c  entstehenden 
Flache  Tr  emweitig  Als  Funktion  des  Punktes  x,  y  von  T  betrachtet,  besitzt  die 
Funktion  U  abei,  wie  ummttelbar  erkellt,  die  samthchen  in  dem  vorstekenden  Satze 
genannten  Eigenschaften  Damit  ist  der  verlangte  Nachweis  erbiacht. 


Sechster  Abschnitt 

Anfstellung  und  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Theorie. 


1. 

Die  uber  der  Z-Ehene  ausgebreitete,  (2^  +  ll-fach  zusammenhangende  Fkche  T 
sei  in  der  schon  in  Ait.  1  des  funften  Abschnittes  angegebenen  Weise  durch  Einfuhrung 
der  3jp  Schnitte  a,,  &,,  c,,  >=i,2,  tPy  in  die  emfach  zusammenhangende  Flache  T'  ver- 
wandelt.  In  dieser,  von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  b,  c  begrenzten,  Flache 
markieie  man  die  schon  im  funften  Abschnitt  zu  Anfang  des  Art.  3  definierten  Punkte 
$19  $$9  <  $*»•>  unter  denen  sich  alle  Wmdnngspunkte  und  alle  Punkte  o^  befinden,  und 
ziehe  alsdann  von  dem  der  negativen  Seite  von  q  und  der  positiven  Seite  von  cp  gemeinsam 
angehongen  Punkte  aus  in  beliebiger  Reihenfolge  durch  das  Innere  der  Flache  Tf  s 
—  ebenso  wie  die  Schnitte  a,  6,  c  ausschlieBlich  aus  emer  endhchen  Anzahl  von  Stucken 
algebraischer  Kurven  sich  zusammensetzende  —  weder  emander  noch  auch  sich  selbst 
schneidende  oder  beruhrende  Schnitte  I,  allgemem  nach  $*„  (*=!,«,  ,o  den  Schnitt  ln 
Man  nehme,  unter  xl9  x2,  ,  XA  erne  Permutation  der  Zahlen  1,  2,  ,  s  verstehend,  an, 
da6  die  Schnitte  c,  I  bei  einem  negativen  Umlauf  um  ihren  gememsamen  Ausgangs- 
punkt  e/l  in  dei  Keihenfolge  cly  c^  ,  cp,  ZXi,  Z/a,  ,  l^  uberschntten  werden,  wahle  beini 
Schnitte  la  (^=1,3,  ,»)  die  Bezeichnung  der  beiden  Seiten  so,  daB  bei  dem  genannten  Umlauf 
um  cP0  der  Schnitt  lff  von  der  negativen  zur  positiven  Seite  hm  uberschntten  wird,  und 
bezeichne  endlich  die  dem  Punkte  c?0  jetzt  entsprechenden  p  +  s  Punkte  in  der  in  Figur  17 
angedeuteten  Weise  durch  I1?  I2,  -  ,  tp,  li,  I2,  -,  I,  Die  durch  Einfuhrung  der  s  Schnitte  I 
aus  T1  hervoigehende,  von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  &,  c,  I  begrenzte,  emfach 
zusammenhangende  Flache  soil  mit  T"  bezeichnet  werden 

Zu  dem  Punkte  ^  grenze  man  nun  in  der  Flache  T"  durch  eine  ?vfeche  Kreis- 
linie  ka  fdr  a  =  l?  2?  ,  $  eine  ^-bMtrige  Kreiserganzungsflache  K'0,  fur  a  ==#+l,£+2,  9s 
eine  den  Punkt  ^  als  Mittelpunkt  enthaltende,  i/^blattrige  KreislSache  J5Ta  ab  Dabei 
sollen  die  Eadien  -R1?  jR2>  •  >  ^  der  Kreislinien  ft^  A3,  ,4,  so  gewahlt  sein,  daB  nicht 
nur  die  Flachen  Kr,  K  vollsttodig  getrennt  liegen,  sondern  auch  allgemein  die  Kreis- 
-B  t  20 
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Yz 


17 


Imie  &„  mit  clem  Schmtte  la  nur  emen  Punkt  gememsam  hat  und  im  ubngen  vollstanchg 
mnerhalb  T"  verlauft  Die  Lage  eines  in  der  Plache  E«  oder  in  der  Flache  K0  gelegonen 
Punktes  &  denke  man  sich  durch  die  schon  in  Art  3  des  dritten  Abschinttes  eingefuhrten, 
fur  <;  — 1,  2,  •,  q  mit  0  durch  die  Gleichuug  #  =  %  +  y^  =  raetff'9  ra>Ka,  o>*tf>-aiir*,  fur 
<7  =  g  +  l,  j  +  2,  ,s  nut  jef  durch  die  Gleichung  #*=%  +  y^=:a(f  + t0etff>,  o<;tf</?a,  o<-^^2JV7r, 
verknupften  Polarkoordinaten  rff,  ta  bestimmt  Setzt  man  dann,  untei  0  eiiK^n  Punkt 
der  dem  Index  a  entsprechenden  Flache  K'a  oder  K(,  verstehencl, 


far  a -1,2, 


*a 

' 


r* 

fur 


( 


JL  J. 


und  unterwirft  zugleich  die  auftretenden  Potenzen  von  ffl  der  Bedmgung  positiv  zu 
sein?  so  ist  ^  eine  in  der  betreffenden  Flache  emwertige  und  stetige  Funktiou  der 
komplexen  Veranderhchen  z,  die  in  36  zwei  zu  dem  in  die  Flache  fallenden  Stuck  von  i() 
gehorigen  entsprechenden  Punkten  c^+,  £T~  denselben  Wert  besitzt  und  die  zudem  I'ur  den 
Punkt  c?(T,  nach  der  von  RIBMANN*)  gegebenen  Definition,  unendlich  klein  von  dor  erwton 

*)  RIKMANN,  B  ,  Theone  der  Ab^rechQn  Fuuct^onen    I,  Art  2    (Gesammelte  "Werke,  2  Aufl ,  S  88—144 ,  W  103  ) 
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Ordnung  CO1)  wird,  und  es  stellt  dementsprechend  —  wenn  man  unter  z  irgend  emen  auf 
der  negativen  Seite  von  la  gelegenen  Punkt  der  betreffenden  Flache,  untei  4  den  diesem 
Punkte  zukommenden  Wert  von  &„,  unter  In  ~  irgend  emen  der  unbegrenzt  vielen,  dem 

*"fi 

Wert  za  entsprechenden  Werte  von  In  ^-  versteht  und  im  Anschlusse  daran  In  —  fur  den 

*a  ZG 

s 

Punkt  2  der  Flache  durch  die  Gleichung  In  ~  ==  In  ~  —  I  ^~  unter  Yoraussetzung  eines 

den  Schmtt  la  nicht  uberschreitenden  und  auch  mcht  durch  den  Punkt  cP0  gehenden 
Integrationsweges  definiert  —  der  mit  irgend  welchen  komplexen  Konstanten  £  gebildete 
Ausdruck. 


eine  in  der  dem  Index  a  entsprechenden  Flache  K'G  oder  K^  mit  Ausnahme  des  Punktes  ^ 
einwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen  Yeranderlichen  0  dar,  deren  Werte  f+,  f~ 
in  je  zwei  zu  dem  m  die  Flache  fallenden  Stuck  von  la  gehorigen  entsprechenden 
Punkten  cP+,  &~  durch  die  Gleichung  f£*=  fc  +  2mQa  verknupft  smd 


2. 

Man  nehme  an,  daB  zur  Flache  T"  eine  komplexe  Funktion  F=F(x,y)  des 
Punktes  x,  y  existiere,  die  fur  jeden  von  den  Punkten  ^,  ^2,  ,  cP,  verschiedenen  Punkt 
der  Flache  einwertig  und  stetig  ist,  fur  den  Punkt  <^  (^=1,2,  ,*)  in  derselben  Weise  unstetig 

wird  wie  eine  Funktion  /,(#,)   von   der   oben   dejfimerten  Art,   m  dem  Sinne,  dafi  fur 

_±_  _tfft 
0  =  1,2,       ,  q   die    Differenz    F(ra  cos  ta,  ra  sin  ta}  —  fff(0a),  %=^  VG  *  V(T\    mit   unbegrenzt 

wachsendem  ra,  fur  a  ==#  +  1,  q  +  2,     -,  5  die  Differenz  F(a'a  +  racoatff,  a'^  +  ra  sin  ta}  —  fG(#^, 


_     i 
aa=rvf?*  ,   mit   unbegrenzt   abnehmendem   ra  gleichmafiig    fur    alle  Werte  von  ta  gegen 

eine  von  ta  unabhangige  GroBe  konvergiert,  und  deren,  allgemem  mit  F+,  F~  zu  be- 
zeichnende,  Werte  m  je  zwei  durch  einen  und  denselben  der  Schmtte  a,  6,  c,  I  getrennten 
Begrenzungspunkten  c?+,  c?~  durch  eine  und  dieselbe  Gleichung  in  der  Weise  verknupft 
smd,  daB 


langs  lv  {  F+  =  BVF~  + 
langs  cv{F+=  F~  + 
langs  lff  {  F+  =  F"  + 

ist,  wobei  A,,  Bv,  2^,  33,,  ®v  (»«i»«.    »i>)  Konstanten  bedeuten,  und  die  GroBe 

^ 


20* 
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clem  eben  char  aktensiei  ten  Verhalten  von  F  fur  den  Punkt  c?0  entsprechend,  mit  der 
in  fa(*a)  vorkommenden  Konstanten  2a  identisch  ist  Die  Konstanten  A,,  B,  (»=i,a,  ,P) 
sollen  den  Bedmgungen  J,+U,  -#,+<>  unterworfen  sem,  da  weder  im  Falle  A,  =  0 
noch  im  Falle  B,  =0  von  emer  Verknupfong  der  Werte  F+,  F"  langs  cles  betreffenden 
Schmttes,  a,  oder  &,,  die  Eede  sem  konnte. 

Erne  Funktion  F  der  beschnebenen  Art  kann  nur  dann  existieren,  wenn  die 
5p  +  s  in  den  Gleichungen  (S  )  auftretenclen  Konstanten  gewisse  Bedmgungen  erfullen. 
Um  dieses  einzusehen,  beachte  man,  daB  die  Gleichungen  (S)  einerseits  fttr  die  Werte, 
welche  die  Funktion  F  in  den  Punkten  p,  q,  r,  3,  t  besitzt,  die  Beziehungen  : 

i)  jq.  4  *;+  «,,       2)  *v=^+^> 


andereiseits   fur  die  Werte,   welche   die  Funktion  F  in   den  Punkten  !,  I  besitzt,   die 
Beziehungen 

6)  i^-  ^+  ®1?      •  ,  Ftv+r  Ft  +  &v,        ,  ^;r  i^+  c^, 

7)  p^-  F,+  2m£yi,       ,  F^*  t\+  2mZ,a,       ,  J^=  ^+  2**&f 

liefern     Kombmiert  man  alsdann  das  erne  Mai  die  aus  den  Gleichungen  1  ),  2  ),  3  ),  4  ) 
durch  Elimination  der  GroBen  jPq|i,  F^  entstehenden  Gleichungen 

93, 


mit  der  Gleichung  5.J,  das  andere  Mai  die  durch  Addition  der  Gleichungen  0.)  und  durch 
Addition  der  Gleichungen  7)  beziehungsweise  entstehenden  Gleichungen: 


mit  emander,  so  erkennt  man,  daB  erne  Funktion  F  der  beschnebenen  Art  nur  dann 
existieren  kann,  wenn  die  5p  +  s  Konstanten  A,  B,  2l?  95,  K,  S  den  jp  +  1  Gleichungen' 


r  =  l  or=l 

gentgen.    Da  aber  auch  umgekehrt  zu  irgend  5jp  +  s  den  #  +  1  GleichungeE  (8'-)  und 
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den  Bedingungen  A,  +  Q,  5,-rO,  >=M  ,/',  genugenden  Konstanten  A,  B,  8[,  $,  5,  fi,  wie 
emfache  Betrachtungen  zeigen,  immer  unbegrenzt  viele  Funktionen  F  der  beschnebenen 
Art  sich  bilden  lassen,  so  stellen  die  p  -r- 1  Gleichungen  (S'J  mcht  nur  die  notwendigen, 
sondern  auch  die  hinreichenden  Bedingungen  dafur  dar,  daB  zu  den  5^  +  s  Konstanten 
A,  B,  2t,  33,  £,  S  Funktionen  F  der  beschriebenen  Art  existieren. 

Eme  Funktion  F  der  beschriebenen  Art  kann,  da  sie  der  Voraussetzung  gemafi, 
als  Funktion  des  Punktes  r,  y  von  T"  betrachtet,  nicht  nur  fui  jeden  im  Innem  von 
T"  gelegenen  Punkt,  sondem  auch  fur  jeden  von  den  Punkten  c^,  c/^,  -,  ePs  ver- 
schiedenen  Punkt  der  Begrenzung  von  T"  einwertig  und  stetig  1st,  uber  jedes  Stuck 
der  Begrenzung  hmuber,  das  selbst  nur  einen  Teil  der  negativen  oder  positiven  Seite 
ernes  Schmttes  a, ,  6, ,  cv  oder  lff  bildet  und  fur  den  Fall,  daB  em  Schmtt  la  in  Betracht 
kommt,  sich  nicht  bis  zu  dem  Punkte  «^J,  erstreckt,  in  der  in  Art  3  des  funffcen  Ab- 
schnittes  angegebenen  Weise  den  Gleichungen  (S )  entsprechend  stetig  fortgesetzt  werden 
DaB  erne  solche  Funktion  F  aber  auch  uber  jedes  Stuck  der  Begrenzung  von  T"  bin- 
uber,  welches  einen  der  Punkte  p,  q,  r,  8,  t,  I,  I  enthalt,  jedoch  nicht  in  ihm  endet 
und  fur  den  Fall,  daB  dieser  Punkt  einer  der  Punkte  I1?  I2,  ,  I,,  1 1  1st,  sich  nicht  bis  zu 
einem  der  Punkte  <^,  ^  ,  c?s  erstreckt,  in  der  fruher  angegebenen  Weise  den  Glei- 
chungen (S.)  entsprechend  stetig  fortgesetzt  werden  kann,  ist  aus  den  in  dem  eben 
zitierten  Artikel  durchgefuhrten  Betrachtungen  umnittelbar  zu  entnehmen. 

3. 

Unter  Beibehaltung  der  in  den  vorhergehenden  Artikeln  gemachten  Festsetzungen 
stelle  man  sich  jetzt  die  folgende 

.     })Es    ist   zu    ^gen,    daft   zu  de?    FlacJte  T"   erne  lomjplexe  Funkhon 
des  Punktes  x,  y  gebildet  wevden  kann,  ivelclie  den  folgenden  Bedingungen 
genugt. 

I  Die  Funktion  W  soil  fur  jeden  mcht  mit  einem  der  Punkte  3*±9  ^  -  ,  ^  m- 
sammenf attend  en  Punkt  x,  y  der  Flache  T",  ewetlei  also,  ob  derselbe  wi  Innem  oder  auf 
der  Begrenzung  von  T"  liegt,  einwertig  und  stetig  sein  Fur  den  Punkt  cP0  (<T=IA  ,*)  da- 
gegen  soil  sie  in  derselben  Weise  imstetig  werden  wie  eine  Funktion  fa  (#ff)  von  der  in  Art.  1 
definierten  Art,  in  dem  Sinne,  da/3  die  Different. 


fUr  a~=l,2,      ,  q  <yMt  wibegrenzt  wachsendem  ra,  fur  a^y  +  1,  q  +  2,     *,  s  imt  unbegrenzt 
abnehmendem  ra  glenchmafog  fur  alle  Werte  von  ta  gegen  e^ne  von  ta  unabhmgige   Grofie 
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Zwlem  sollen  tine     allgemem  nut  TF+,  W~  an  beaeichnewlen,  Wette  in  je  zwei 
entsp  eclienden  Beyrenzuncppuntten  &+.&~  in  cle>  Weise  letlnupft  sein, 


*   '  langs  cv{W+=      W-+&v, 

langs  ^{Tr+-       W-+2ni£0,  *-M,    ,„ 

ist,  wobei  Av}  Bv,  1  =  1,2,  ,*,  rorgegebene  Konstanten.  bedeuten,  (tie  samtlicli  den  Moduli  be- 
sitzen,  und  die  3p  +  s  Konstanten  3(,  95,  (£,  S;  dem  ^m  vorhergehenden  Artikel  gewonnenen 
Resultate  entspt  ecliemL  tmt  den  2p  Konstanten  A,  B  durcJi  die  p  +  1  Relationen. 


=  @,,,  ''=1,2, 

0 


(S'.) 


verbunden  sind.    Die  in  den  Funktionen  f  vorJcommenden  Qa,  Qal,      ,  £ar7?ff,  0=1,2,    ,* 

nachdem  die  2p  Grofien  A}  J5   mclit   samtlicli   oder  samtkcli  den  Wert  1    liesitzenj   behefag 

vorgegebene  oder  mi  Ralimen  de»,  aus  (S'.)  fur  A,  =  1,  5,,=  1,  ^=1,2,    ,p,  folgenden,  Bedinguny 

0  =  8 

J^g^O   vorgegebene   Konstanten  bedeuten.     Ferner   soil   dawn   fm    jede  Zahl  v   aus  der 

0=1 

Eeilie  1,2,  ,jp,  /w  ft^fcfte  Av=l,  BV=I  und  daher  auf  Grund  der  Gleiclmnyen  (Sf) 
(5V=0  istj  3lv  e^^e  behehg  vorgegebene,  93r  erne  mc^  vorgegebewe  Konstante  lezeiclinen,  da- 
gegen  soil  fur  jede  Zahl  v  aits  der  Reilie  1,  2,  ,  p,  fur  welche  Av,  Sv  niclit  leide  den 

V—p  (f=sS 

Wert  I   besitzen,   (£„   eine  mit  den   anderen  S  durch  die  Bedingung  ^T©v+  27T^ 

Vssi  (7 

verknupfte,  im  ubngen  dber  behehg  vorgegebene  Kowstante   bedeuten,   walirend   2lr7 

mit  dem  vorgegebenen  $v  durch  die  Gleichung  (1  —  J?r)2lv~  (1  —  -4r)93r «  (£„  verbundene,  aber 

nicht  vorgegebene  Konstanten  bezeichnen  sollen 

OTTT         /5W" 

JJT.  JD^e  Denvierten  -j^,  -j-,  als  Grewen  der  entsprechenden  Diffcrenzenguotienten 
definiert,  sollen  mclit  nw  fur  jeden  mneren  Pwikt  x,  y  der  Flache  T"  existieren  und 
stetig  s&in,  sondern  auch  noch  fur  jeden  von  den  Punkten  ff^  ^  ,  c^  verschiedenen  Be- 
grenmngspurikt,  sobald  man  die  Funktion  W  uber  em  diesen  Beqren$ungs$unU  im  Innern 
enthaltendes  Stuck  der  Begrenzung  von  T"  hinuber  den  Gleichungen  (S)  entsprechewd  stetig 
fortsetzt,  und  es  werden  alsdann,  aussMie/Slich  auf  Grund  ihrer  Definition,  die  allfjemein  mit 

~dx~>  ~Jy~>  ~Jx~>  ~JJT  m  fowwhnenden  Werte  der  in  Hede  stehenden  Derivierten  in  je 
entsjprechenden  Begrenzmgspunkten  $*+,  oP~  in  der  W&ise  verknu/pft  sein,  daj3 


Aufstellung  und  Beweis  des  Fundamentals  at  zes  der  Theoiie  15(1 


langs  o,[?WT       <  SW~ 


laiigs  b,  j  -j-£-  =  j>,  -j-£- .   ^ —  =  jat  ^— ,  1=1,! 

langs  c,j^-=      ^-,  2*11  -      ZS-p. 

\    c  «A,  ex  tA,  C*w  C '/ 


langBtJ^l-      ^r,  ^=      ^T, 


'I  at 

.  ^]}T       ^]p 

^/J.    -Die  De)  iw&  ten  -=— ,  -? —  so?/^  /?^?    ;^?<?^  Punkt  jr,  11 

C  t  C  ?/  * 

Exist enz  gefotdeit  uutde,  also  fur  jeden  niclit  mit  enumi  del  Puult<>  &?^  $*>          ^  zu- 
sammenfallenden  Punkt  ion  T"  die  (rletcliunq  —  =z^L  nfullen.'* 

1         C  y  03G 

Urn  die  Existenz  emer  den  genannten  Bedingungen  genugenden  Funktion  W 
nachzuweisen,  soil  nun  zunachst  m  Art  4  gezeigt  werden,  daB  man  unbegrenzt  viele 
Funktionen  Tr  bilden  kann  welche  mit  der  verlangten  Funktion  W  in  den  allgemeinen 
Eigenschaften  ubereinstinimen,  und  weiter  dann  in  Art  5?  daB  tinter  diesen  Funktionen  W 
sich  wemgstens  erne  befindet,  welche  den  genannten  Bedingungen  genugt 


4. 

Das  fur  die  zu  bildende  Funktion  W  im  Rahmen  der  Bedingungen 
lt=l  behebig  vorgegebene  Konstantenpaar  A>,  B,  0=1,2,  |P)  soil  init  Rucksicht 
auf  die  Rolle,  welche  diese  Konstanten  in  den  Grleichungen  (S)  spielen,  das  dem  Index  v 
entsprechende  Faktorenpaar  genannt  werden,  je  nachdem  dann  die  Grofien  At*  B,  mcht 
beide  oder  beide  den  Wert  1  besitzen,  moge  dieses  Faktorenpaar  ein  eigentlicb.es 
oder  ein  uneigenthches  heifien.  Man  verstehe  feiner  fur  y  =  l,2,  •  ,p  unter  8f' ,  S3,' 
irgend  ein  der  Bedingung  (1— JB,)^  —  (1— -4,)S3^  =  0  genugendes  Konstantenpaar,  unter 
$r>  S'ai?  ;  £ama9  ff==1»2»  » •»  beliebige  Konstanten,  wenn  mcht  alle  p  Faktorenpaare  A,  B 

0ss* 

uneigentliche  sind,  dagegen  irgend  welche  der  Bedingung  J?£'r  =  0  genugende  Konstanten, 

0  =  1 

wenn  alle  jp  Faktorenpaare  A,  B  uneigentliche  smcL  Auf  Grund  des  am  Ende  des 
funften  Abschmttes  ausgesprochenen  Satzes  existiert  dann  zu  der  Flache  T"  eine 
komplexe  Funktion  U=  C/"(1)+  U®^  des  Punktes  x,  y,  welche  die  folgenden  Eigen- 
schaften  besitzt* 

1  Die  Funktion  U  ist  fur  jeden  mcht  mit  emem  der  Punkte  <^1?  cA?  •  ,  cP,  zu- 
sammenfallenden  Punkt  x,  y  der  Flache  T"9  emerlei  also,  ob  derselbe  im  Innern  oder 
auf  der  Begrenzung  von  T"  liegt,  einwertig  und  stetig.  Fur  den  Punkt  ^  (^=1,2,  ,»> 
dagegen  wird  sie  in  der  Weise  unstetig,  dafi  fur  or  =  1,2,  -  ,  q  die  Differenz. 
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j,  i  A  IJa  \ 

T -    S',  In  ^  +  fi;^'  cos  i  +  £>Iff  cos  -^  -f       +  £1, *•„*'  cos  ^  j 

^  *  ff  / 

mit  unbegrenzt  wachsendem  ra.  fui  a  =  q  +  I,  q -^-2,       .  5  die  Differenz: 


niit  unbegrenzt  abnehiuendem  r0  gleichniaflig  fur  alle  Werte  von  ta  gegen  eine  vou  ta 
imabhangige  Grrofie  konvergiert  Zudem  smd  ihre,  allgemem  mit  27*,  U"  zu  be- 
zeichnenden,  Werte  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  $*+,  $*~  m  dei  Weise 
verknuptt,  dafi 


(   ^  langs  c,{F+-      CT-, 

langs/a{tr+=      J7",  tf-i.J,    ,«, 

ist,  wobei  die  Konstanten  21',  ^,  1  =  1,2,    ,p,  nach  den  fiir  sie  gernachten  Voraussetzungen 
mit  den  2p  Konstanten  A,  B  durch  die  p  Relationen. 


verbunden  smd 

II     Die  Denvierten  j^9  j^,  j-?,  j-?,  als    Grrenzen    dei    entsprechenden    Ditte- 

renzenquotienten  defimert,  existieren  und  smd  stetig  nicht  nur  fui  jeden  mneien  Punkt 
35,  y  der  Flache  T",  sondern  auch  noch  fur  jeden  von  den  Punkten  c/\,  c/\,  ,  £?,  ver- 
schiedenen  Begrenzungspunkt,  sobald  man  die  Funktion  U  uber  em  diesen  Begienznugs- 
pimkt  im  Innern  enthaltendes  Stock  der  Begrenzung  von  T"  hinuber  den  Gleichungen  (S  ) 
entsprechend  stetig  fortsetzt,  und  es  smd  alsdann,  ausschheBlich.  auf  Grund  ihrer  Definition, 
die  Werte  der  genannten  Derivierten  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten 
in  derWeise  verknupft, 


irt      «       f^+        w    3t7-     9/7+        ,    9U"     d'U* 
langs  a,^  -  Av  -^ ,  -^  -  4  1^ 


1  I,    f^^+  D     9^""        ^^H  T>     3^" 

langs  6J  -3—  =  -6,  -«— ,  -5—  «*  J5«  -5— , 
0        \  ox  0&        oy  oi/ 


l^no-Q  /./IE!—        8j7"     9^H_        3 1/""     8SJ7+  _        r)J^7-     8J»74  __        9s?/" 
idngs  cvj  gaj  -        ga  ,  -g^--       -^-,  -gjr-       -gjjr,  7p"  "*" 


langs  ti^_       W-    W* 

\        V  $ 


7     Sy  dy  '    c^^?*  ^o;*  '    t'l/8    "          ^t/z  ' 
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HI.  Die  Derivierten  jp,  0  erfullen  fur  jeden  Punkt  j\  y  der  Flache  T",  for 
den  ihre  Existenz  soeben  festgestellt  wurde,  also  fur  jeden  nicht  mit  einem  der  Punkte 
$19  ^2->  ?  $**  zusammenfallenden  Punkt  die  Grleichung  Atr=^^  +  ^?  =  0 

DaB  durch  die  genannten  Eigenschaften  die  Funktion  U  vollstandig  oder  nur 
bis  auf  eine  additive  Konstante  bestirnrnt  ist,  je  nachdeni  die  p  Faktorenpaare  A,  B 
nicht  samtlich  oder  sanitlich  uneigentliche  smd,  ist  ebenfalls  schon  in  Art  12  des  funften 
Abschnittes  gezeigt  worden. 

Infolge  der  genannten  Eigenschaften  besitzt  das  uber  eine  in  der  einfach  zu- 
sannnenhangenden  Flache  T"  verlaufende,  aber  durch  keinen  der  Punkte  c/^,  c/l,  ••  ,  cPs 

s*  ^_  „ 

gehende,   geschlossene  Kurve  C  erstreckte  Integral   /  f—  ^dx  -f  ^dy\  stets  den  Wert 

e/       \        V  y  is  / 

6 

Null.  Man  erhalt  dementsprechend,  unter  j:0,  yQ  einen  im  Innern  von  T"  fest  angenom- 
menen  Punkt,  unter  x,  y  einen  beliebigen  von  den  Punkten  $*19  $&,  ,  $*t  verschiedenen 
Punkt  der  Flache  T"  verstehend,  fur  das  vom  Punkte  #0,  yQ  bis  zum  Punkte  x,  y  tiber 
eine  in  T"  verlaufende,  aber  durch  keinen  der  Punkte  cPl9  c?2?  -  ,  $*9  gehende  Kurve 

erstreckte  Integral   /  (~y-dx  +  ^dy]    stets    denselben  Wert,    welche   Kurve    der   be- 

schriebenen  Art  man  auch  als  Integrations  weg  wahlen  mag,  und  man  erkennt  iin 
Hinblick  hierauf  auch,  daB  dieses  Integial  fur  jeden  im  Innern  von  T"  gelegenen  Punkt 

zur  Denvierten  nach  x  die  GroBe  —  |y ,  zur  Denvierten  nach  y  die  Q-roBe  j^  hat.  Es 
wird  daher  durch  die  Grleichung: 


bei  Festhaltung  der  uber  den  Integrations  weg  geinachten  Voraussetzungen,  zur  Flache  T" 
eine  kornplexe  Funktion  F=  V(l)  +  F(J)z  des  Punktes  a,  y  geliefert,  welche  die  folgenden 
Eigenschaften  besitzt: 

I.  Die  Funktion  V  ist  fur  jeden  nicht  mit  einem  der  Punkte  eP1?  ^2,  ,  ^  zu- 
sammenfallenden  Punkt  x,  y  der  Flache  T",  einerlei  also,  ob  derselbe  im  Innern  oder  auf 
der  Begrenzung  von  T"  liegt?  einwertig  und  stetig.  Fur  den  Punkt  $*a  ^=1,2,  ,*>  da- 
gegen  ward  sie?  wie  aus  den  in  Art  7  und  in  Ait.  5  des  dntten  Abschnittes  angestellten 
Untersuchungen  erhellt,  in  der  Weise  unstetig,  daB  fur  a«l,  2,  ••-,  g  die  Differ  enz: 


V  -    %,     +  S'ffl      sin      +  S;8r    rin       +   .  .  +  sm 

P-B,  I  21 


Sechstei  Abschmtt 
mit  unbegrenzt  wachsendem  ra,  fur  a  =  q_  +  I,  <?  +  2,      ,8  die  Differenz- 


mit  unbegrenzt  abnehmendem  *„  gleichmaBig  fur  alle  Werte  von  ia  gegen  erne  von  t0 
unabhangige  Grofie  konvergiert  Dabei  ist  far  a-1,2,  ,3-  unter  ^,  fur  <T  =  z  +  l, 
2  +  2,  •  ,  s  unter  —  ^-  der  Faktor  von  ^  iui  lateialen  Teile  der  in  Art  1  fur  den  der 
Flacbe  K'a  oder  der^Flache  K,  angehorigen  Punkt  0  mit  den  Polarkoordinaten  r0,  *0 

z 

n-In-12  defimerten  OioBe  ln      zu  verstehen.     Die,  all- 


gemem  mit  V+,  V~  zu  bezeichnenden,  Werte  der  Function  V  m  je  zwei  entsprecnenden 
Begrenzungspunkten  $  +,  &~  sind  in  der  Weise  verknupft,  dafi 


langsZ0{F+=      V' 

ist,  wobei  C>  S5»'»  C>  r=1'2'  •*>  Konstanten  bedeuten,  die  mit  den  2p  Konstanten  A,  B 
und  den  s  Konstanten  £'„,  <>=i,t,  ,,,  dureh  die  p  +  l,  den  m  Art  2  abgeleiteten 
Eelationen  (S'.)  entsprechenden,  Eelationen* 


(S') 

verbunden  sind 

n.  Die  Denvierten  I— >  jr-\  als  Grrenzen  der  entsprechenden  Differenzenquotienten 
definiert,  existieren  und  sind  stetig  mcht  nur  fur  jeden  inneren  Punkt  x,  y  der  Flacho  jT", 
sondern  auch  noch  fur  jeden  von  den  Punkten  e^,  cPa,  •  ,  &\  verschiedenen  Begrenzungs- 
punkt,  sobald  man  die  Funktion  V  uber  em  diesen  Begrenzungspunkt  im  Innern  ont- 
haltendes  Stuck  der  Begrenzung  von  T"  himiber  den  Qleichungen  (S.)  entsprechend 
stetig  fortsetzt,  und  es  sind  alsdann?  ausscblieBlich  auf  Q-rund  ihrer  Definition,  die 
Werte  der  genannten  Derivierten  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenmngspunkten  e?*,  $T~ 
in  der  Weise  verknupft,  daB 
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langs  a,  [^  =  Ar  £-,  ^  =  At^, 

^         7  r  £FT      -r-i  £F~     &r*     T-»  <?F~ 

langs  6,  U_-JJ,_._,          =  £ ^,  ,=,,2,    ,,, 

\      if  tA,  £/  \JU  (/   ff  ^   if 

1  f  c1  T^1"  c'  F~      3  F"*"  r1  F" 

langs  c,  -7T—  =      -T — ,  -T —  =      -* — , 

°       l  [  ex  c&         cy  oy 

1  7      (  Or  O'^  Or""  €r~~ 

langs/ff|-^-=      -TTJ-,   -^7-=      -£—  ^  tfsl»2»    »* 

III.  Die  Derivierten  ^,  ^-  sind  fur  jeden  Punkt  x,  y  der  Flache  T",  fur  den 
ihre  Existenz  soeben  festgestellt  wurde,  also  fur  jeden  nicht  mit  ernem  der  Punkte 
$i9  <^j>  >  $>  zusamnienfallenden  Punkt,  mit  den  Derivierten  •=-,  s-  durch  die  Gleichungen 


Defimert  man  jetzt  zur  Flache  T"  eine  Funktion  W  durch  die  Grleichung  W 
so  stunmt  diese  Funktion  W  mit  der  in  Art  3  verlangten  Funktion  TF  in  den  allgemeinen 
Eigenschaften  uberein  und  besitzt  zudem  dieselben^  Faktorenpaare  A,  B,  unterscheidet 
sich  aber  von  ihr  dadurch,  dafi  an  Stelle  der  Konstanten  Sff?  Sffl?  ,  Qamff  (^=1,2,  ,*) 
die  Konstanten  Q'a,  £'a±9  ,  S'fffflff,  an  Stelle  der  Konstanten  21,,  SB,,  <£,  (»«i,s,  ,P>  die  Kon- 
stanten 8C  +  8t*,  S5^  +  S9r*j  @£*  beziehungsweise  stehen  Diese  letzteren  Konstanten 
sind  mit  den  2p  Konstanten  A19  Bv,  »=i,23  ,p9  und  den  s  Konstanten  £^,  (7=1,2,  ,*5  ver- 
knupft  durch  die  p  +  1  Eelationen. 


v=l  ff=l 

Tiber  die  Konstanten  §C,  5B^?  »=i,»,  ,i»,  kann,  den  gemachten  Voraussetzungen 
entsprechend,  im  Eahmen  der  Bedingungen  (l-J5r)Sty  -  (1  — A)  SB»  =  0,  *=  i,»,  ,i»,  verfugt 
werden,  uber  die  Konstanten  C^,  S^1?  ,  £^ff,  ff«i,a,  ,»,  dagegen  kann,  ebenfalls  den 
gemachten  Voraussetzungen  entsprechend,  beliebig  oder  nur  im  Rahmen  der  Bedmgung 

a— 9 

verftigt  werden,  je  nachdem  die  p  Faktorenpaare  A,  B  nicht  samtlich  oder 


samtlich  uneigentliche  sind.  Hat  man  aber  uber  die  genannten  Konstanten  im  Eahmen 
der  angegebenen  Bedingungen  in  irgend  einer  Weise  verfugt,  so  ist  dadurch  die 
Funktion  U,  je  nachdem  die  p  Faktorenpaare  A,  B  nicht  samtlich  oder  samtlich  un- 
eigentliche sind,  vollstandig  oder  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt,  und 
es  ist  daher  die  Funktion  V  mit  den  ihr  zukommenden  Konstanten  Sfv',  93",  £",  >=M,  ,*, 
in  jedem  Falle  vollstandig  bestimmt.  Dementsprechend  ist  die  Funktion  W=U  +  Vt  im 

ersten  Falle  vollstandig,  im  zweiten  Falle  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt. 

21* 


1Q4  Sechster  Abschnitt 


Unter  Beachtung  des  soeben  Gesagteu  bilde  man  nun  zwei  spezielle,  mit  TF(0),  w 
zu  bezeichnende,  Funktionen  W,  indem  man  das  erne  Mai 


a  =1,2,       ,5, 


setzt,  eme  diesen  Festsetzungen  entsprechende  Funktion  U  mit  U®,  die  zugehonge 
Funktion  Vi  mit  T(0)fc  und  die  bei  dieser  an  Stelle  der  Konstanten  2O>  83"*,  S','&  O=M,  .*) 
auftretenden  Konstanten  mit  Slf,  3310),  (£(,0)  bezeichnet,  sodaB  dann  Tr(0)  durch  die  Gleichung 
^fr(o)  ^  cr(o)  +  y(o)^  bestunmt  ist;  das  andere  Mai  dagegen  —  unter  a[,  fc,  0=1,2,  ,P)  irgend 
em  der  Bedingnng  (1-  B,)av  -  (1-  A^ft  -  0  oder  der  Bedmgung  ^==0  genugendes 
Konstantenpaar  verstehend?  je  naclidem  ^J?  B}  ein  elgenthches  oder  em  uneigentliches 
Faktorenpaar  ist  — 


setzt,  erne  diesen  Festsetzungen  entsprechende  Funktion  ?7  mit  w,  die  zugehonge  Funktion 
V^  mit  vi  und  die  bei  diesei  an  Stelle  der  Konstanten  2O,  S3  A  C^  ()f^1'2'  '^  auftreten- 
den Konstanten  mit  a^,  /3>?  y"i  bezeichnet,  sodaB  dann  w  durch  die  Gleichung  w=*u  +  vi 
fur  jeden  Punkt  x,  y  von  T"  bestimmt  ist,  wenn  man  noch  den  Funktionen  u,  v  fur  die 
Punkte  ^,  ^2?  >  ^  <&e  ihnen  dort  zukommenden  Grenzwerte  als  Werte  zulegt.  Die 
aus  den  beiden  Funktionen  TF(0),  w  durch  Addition  entstehende  Funktion  TF(0)  +  w  stimmt 
dann  mit  der  in  Art  3  verlangten  Funktion  W  in  den  allgememen  Eigenschaften  uberein 
und  besitzt  zudem  nicht  nur  dieselben  p  Faktorenpaare  A,  It,  sondern  auch  dieselben 
Konstanten  S;  an  Stelle  der  Konstanten  9TV,  S37?  S,,  0-1,2,  ,^  dagegen  treten  bei  ihr  die 
Konstanten  %®  +  <*',  +  &,  S3?)  +  /3i+/^\  e^  +  j^i  beziehungsweise  auf,  wobei,  den 
gemachten  Festsetzungen  entsprechend,  $1®,  S3?5,  £10)?  ^3'3'  ^?  bestimmte,  mit  den 
2j9  Konstanten  jiiv,  5V3  *  =i,«,  ii»,  und  den  s  Konstanten  807  «-!,«,  ,*,  durch  die  Gleichungen. 


+  2m 
v=i  <7=i 

verknupfte  Grofien  sind,  a'v,  ft  (^1,2,  ,&  dagegen  irgend  ein  der  Bedmgung  (1  -  B^dv 
—  (l  —  A^ft  =  Q  oder  der  Bedmgung  a,',  =0  genugendes  Grofienpaar  reprasentiert,  je 
nachdem  A^,  Bv  em  eigentliches  oder  em  uneigentliches  Faktorenpaar  ist,  endlich  die  3y 
mit  den  Konstanten  A,  B  durch  die  Gleichungen. 
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verknupften  Groflen  a",  /I",  y"  von  den  2/>  GroBen  a,  $  in  der  Weise  abhangen,  da6 
ihre  Werte  vollstandig  bestimint  sind,  sobalcl  man  die  Werte  der  GroBen  a,  J  festgelegt 
hat  Im  folgenden  Artikel  soil  nun  gezeigt  werden,  daB  man  die  2/>  GroBen  a,  $  ira 
Rahmen  der  genannten  Bedingungen  so  wahleu  kann,  daB  fin  jede  Zahl  r  aus  der 
Keihe  1,  2,  ,  p.  fur  welche  A,,  B,  em  eigentliches  Faktorenpaar  ist,  y[i  m  die  GroBe 
K,  —  £i°\  also  ®?+y"i  in  die  fur  die  verlangte  Funktion  TT  vorgegebene  Konstante  £t, 
und  zugleich  fur  jede  Zahl  r  aus  der  Reihe  1,  2,  ,/>,  fur  welche  Av,  Bt  em  un- 
eigentliches  Faktorenpaar  und  daher  nach  obigem  a,  =*  0  ist,  a"«  in  die  GroBe  $t,  —  2f>0), 
also  8C0)  -f  cc[  -r  «^  in  die  fur  die  verlangte  Funktion  W  vorgegebene  Konstante  §(, 
ubergeht  Die  den  so  gewahlten  Konstanten  a,  jf  entsprechende  Funktion  W(Ql  +  ic 
besitzt  dann  alle  fur  die  verlangte  Funktion  W  vorgegebenen  Konstanten,  und  es  ward 
damit  erne  den  samtlichen  in  Art.  3  gestellten  Bedingungen  genugende  Funktion  W 
gewonnen  sein 

5. 

Die  Funktionen  it,  v,  aus  den  en  sich  die  Funktion  u  der  Gleichung  ic  =  u  +  vi 
gemaB  zusammensetzt,  sind  fur  jeden  Punkt  x,  y  der  Flache  T"  einwertig  und  stetig; 
zudem  smd  ihre  Werte  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  $*  ',  o?~  in  der 
Weise  verknupft,  daB 

langs  a,  [u+  =  A^vr  +  aiy          v+  «  A,  v~  +  c£, 
langs  &„  {^+  =  B,u~  +  &  ,          i+  -  Bjr  +  ft,  *=*•*,    .ft 

langs  c,  {u+  =      ur,  v*  ==      v  +  y", 

langs  la{u+=      u~,  v+  =     v~,  °=^>    »•. 

ist,  wobei  zwischen  den  auftretenden  Konstanten  fur  i/=-l,  23      ,j)  die  Eelationen: 


bestehen  und  zudem  c/v  =  0  ist  fur  jedes  >/?  dem  em  uneigentliches  Faktorenpaar  A,  ,  Br 
entspncht  Die  Denvierten  |j,  |~,  |p,  |p,  |j,  ^  existieren  und  sind  stetig  fur  jeden 
von  den  Punkten  ffl9  ^  ,  ft  verschiedenen  Punkt  der  Flache  T";  zudem  sind  ihre 
Werte  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  e?+,  eP~  in  derselben  Weise  ver- 
knupfb  wie  die  Werte  der  korrespondierenden  Denvierten  bei  den  un  vorhergehenden 
Artikel  definierten  allgemeineren  Funktionen  U,  V\  endlich  erfullen  die  genannten  Den- 
vierten far  jeden  von  den  Punkten  ff»  ^  ,  ft  verschiedenen  Punkt  der  Flache  T  die 

™  .  ,  tfu  .   8*u  8v  du     dv       du 

Gleichungen 
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Sechstei  Abschmtt 


Man  bilde  jetzt,  nachdem  man  zuvor  den  reellen  Teil  cler  Funktion  u  mit  u(l\ 
den  lateralen  Teil  mit  it*>i  bezeichnet  und  dementsprechend  « =  um  +  u(sh  gesetzt  hat, 
mit  den  ersten  Denvierten  von  uw,  «(2J  das  Integral. 


und  dehne  es  uber  die  Flache  T"  aus    Urn  dasselbe  auszuwerten,  ziehe  man  im  Innern 

ernes  jeden  der  s  m  Art  1  durch  die  s  Kreislinien  Ka  mit  den  Radien  Ea,  *=i,2,  ,.,  ab- 

gegrenzten,  die  sanitlichen  Punkte  <^,  <f2,  ,  ^  enthaltenden 
Flachenstucke  K9,  K  erne  zu  ka  konzentnsche  Kreislmie  k'a  mit 
dem  Eaclius  >ff  (s.  Pig.  18)  und  beachte,  da6  fur  cr=-l,  2,  ,q 
rff>Ra,  fur  cr-f  +  1,  2  +  2,  ^s  »a<^a  lst?  sclieide  alsdann 
die  von  den  Kreislinien  K0  begrenzten,  die  Punkte  cP±,  ^,  ,  &8 
beziehungsweise  entbaltenden  Flachenstucke  aus  der  Flache  T" 
aus,  bezeichne  die  ubng  bleibende,  ganz  im  Endlichen  gelegene, 
emfach  zusanimenhangende  Flache  nut  T*9  das  in  diesetbe 
hmemfallende  Stuck  des  Schmttes  la  mit  tff,  ihre  von  den 
beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  6,  c,  Z'  und  den  Kreislmien 
&'i,  ^  ,  %  gebildete  Begrenzung  mit  5ft,  und  dehne  das  auf- 
gestellte  Integral  zunachst  nur  uber  die,  emen  Teil  der  Flache  T" 

bildende,  Flache  T*  aus     Der  Wert  dieses  uber  T*  ausgedehnten  Integrals  moge  mit 

II*  bezeichnet  werden,  sodafi  also 


Flg    IS 


77* 


7 


ist.  Ersetzt  man  nun  bei  diesem  Integrate,  indem  man  berucksichtigt,  dafi 
8»(i)+^)--       und  dementsprechend 


* 


ist,  den  zwischen  den  geschweiften  Klammern  stehenden  Ausdruck  durch  den  die  rechte 
Seite  der  letzten  Gleichung  bildenden  Ausdruck  und  wendet  alsdann  unter  Beachtung  der 

Eelationen          ^,=~,       +       ^0  das  Verfahren  der  teilweisen  Integration 


an,  bezeichnet  auch  die  Anderungen,  welche  x,  y  erleiden,  wenn  man  beim  Durchlaufen 
der  Begrenzung  91  von  Jr*  in  der,  durch  die  Pfeile  markierten,  positiven  lUchtung  von 
einem  Begrenzungspunkte  a?,  y  zu  emem  unendhch  benachbarten  ubergeht,  mit  dx,  dy 

O0.  O., 

beziehungsweise  und  setzt  zur  Abkurzung  dv  ^Tfadx  +  r^dy,  so  erh&lt  man  zunachst; 
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wobei  das  an  letzter  Stelle  stehende  Integral  in  der,  durch  die  Pfeile  markierten, 
positiven  Richtung  uber  die  ganze  Begrenzung  31  der  Flache  T*  zu  erstrecken  ist. 
Beachtet  man  jetzt,  daB  bei  der  Integration  durch  die  ganze  Begrenzung  SR  langs  eines 
jeden  der  Schnitte  a,  &,  c,  V  zweimal  mtegnert  wird,  das  eine  Mai  auf  der  positiven, 
das  andere  Mai  auf  der  negativen  Seite,  auch  dafi  die  einem  Schnittelemente  &$*  ent- 
sprechenden Q-roBen  da,  dy  auf  der  negativen  Seite  des  Schnittes  sich  von  den  ihin 
entsprechenden  GroBen  dx,  dy  auf  der  positiven  Seite  nur  durch  das  Vorzeichen  unter- 
scheiden,  und  veremigt  bei  jedem  Schnitte  die  auf  die  positive  und  die  auf  die  negative 
Seite  desselben  sich  beziehenden  Teile  des  in  Eede  stehenden  Eandintegrals,  indem  man 
durchweg  die  beiden  emem  Schnittelemente  $*S*  entsprechenden  Integralelemente  zu- 
samrnenfaBt,  in  ein  einziges,  nur  uber  die  positive  Seite  des  Schnittes  zu  erstreckendes 
Integral,  so  erhalt  man  fur  77*  die  Grleichung 

*=!>     J" 

^t  J    ( (  )  ~V 


lj/+ 


wobei  zur  Abkurzung  dv+  =  ^dx  +  -j^dy,  dv~  ^^-dx  +  ^-dy  gesetzt  ist. 

Die  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  vorkommenden,  uber  die  positiven 
Seiten  der  Schnitte  a,  &,  c,  V  beziehungsweise  zu  erstreckenden  Integrale  sollen  jetzt 
ausgewertet  werden.  Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  zu  irgend  einer  komplexen 
Zahl  g  =  g®  +  g(*h  konjugierte  Zahl  </(1)  -  g(*h  durch  g,  sodafi  dann  gg  =  (mod  ^f)2  und, 
wegen  mod  A9  =  1,  mod  Bv  ===  1,  speziell  AtA,  =  l,  BVB,  =  1  ist,  beachte,  daB  fur  v  =1,  2,  -  ,p\ 


langs  l)v 
langs  cv 
langs  la 


-  u®  i)+  =  Av  (vP  -  u?h}-  +  <,  dv+  =  A,  dv~ 
=  (u^-^\Ydv  +  < 

Bv  (^(1)  -  ^(2)  0"  +  ^^  dv+ 


Seclister  Abbclimtt 


1st,  und  leduzieie  mit  Hilfe  diesei  Relationen  die  bei  der  letzten  fur  77*  gewonnenen 
Gleichung  zwischen  den  geschweiften  Klaminern  stehenden  Ausdrucke  Man  erhalt  dann 
far  IT  zunachst  die  Grleichung: 


und  schheBlich,  indem  man  die  init  Hilfe  der  Relationen  (S.)  sich  ergebenden  Gleichung  en* 


6? 


benutzt  und  die  aus  der  ersten  unter  (S'  )  angeschiiebenen  Relation  sich  ergebende 
ziehung  (l-Bv)c?v  -  (1—A,)~J3'V  =  0  beachtet,  die  Grleichung 


i=t   + 


1=1 


Es  1st  jetzt  nur  noch  zu  untersuchen,  was  aus  774  wird?  wenn  man  die  Radien 
3^?  der  Kreislimen  Js(9^3  ,K2  unbegrenzt  wachsen  und  zugleich  die  Badien 

+23  •?  *A  der  Kreislimen  74+i>  *a+s>  ,  ^  unbegrenzt  abnehmen  lafit.  Konvergiert 
alsdann  ZT*  gegen  eine  bestimmte  Grofie,  so  ist  der  Wert  dieser  GroBe  zugleich.  der 
Wert  des  uber  die  Flache  T"  ausgedehnten,  zu  Anfang  gebildeten  Integrals,  wahrend 
im  anderen  Falle  von  einem  Werte  dieses  Integrals  nicht  gesprochen  werden  kann  Zur 
Durchfuhrung  der  verlangten  Untersuchung  beachte  man  zunaclist,  daB  die  Funktion 
u  =  u(v+u(2h,  als  Funktion  des  in  seiner  Bewegung  auf  die  Flache  JSTJ,  ^^1,3,  ,v,  be- 
schrankten  Punktes  ^,  y  betrachtet?  erne  Funktion  von  der  im  Satze  III  defimerten  Art, 
dagegen  als  Funktion  des  in  seiner  Bewegung  auf  die  Flache  Ka,  0=7+1,7+2,  ,,*,  be- 
schranlcten  Punktes  x,  y  betrachtet,  eine  Funkfaon  von  der  im  Satze  I  defimerten  Art 

ist,  und  daB  die  Funktion  v  mit  der  Funktion  u  durch  die  Gleichungen  ^7=—  ^7, 
gp  —  g^  verknupft  ist.  Auf  Grand  der  m  Art  6  und  in  Art.  4  des  dritten  Abschnittes 
durchgefuhrten  Untersuchungen  bestehen  daher,  wenn  man  noch,  unter  Benutzung  der 
m  Art  1  dieses  Abschnittes  fur  die  Flachen  K',  K  eingefuhrten  Koordmatensysteme, 
die  Polarkoordmaten  eines  Punktes  der  Lime  10  mit  Ra,  ta,  die  Polarkoordmaten  oinos 
Punktes  der  Lime  k'ff  mit  ra,  tff  und  den  Wert  der  Funktion  u  fur  den  Punkt  Ea,  t0  tnit 
0*  bezeichnet,  fiir  cr-1,2,  ,q  die  Uleichungen: 
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dagegen  fur  a  =  q  +  1,  q  +  2,      ,  s  die  Gleichungen 


Beach tet  man  nun  welter,  dafi  durcli  Emfuhrung  der  Polarkoordinaten  >-a,  fff  in  das  auf 
der  rechten  Seite  der  letzten  fur  77*  gewonnenen  Grleicluing  vorkommende,  ul^ei  A'T  zu 
erstreckende  Integral  die  Gleichung 


bei  der  als  obere  Qrenze  des  rechts  stehenden  Integrals  fur  a  =  1,2,  ,  y  die  Zahl 
—  2?/a7r,  fur  a  =  q  +  1,  #  +  2,  -,  5  die  Zahl  +2yan  zu  gelten  hat,  entsteht,  und  da8 
die  GroBe: 


fur  a  =  1,2,  •  ,^  mit  unbegrenzt  wachsendem  ^ff,  far  a  =  g  + 1,  ^  +  2,  -  ,5  mit  un- 
begrenzt  abnehmendem  )  a  gleichmaBig  fur  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  von  ta 
gegen  Null,  die  GroBe  ^2'«r""ttS^  §egen  ^"w|^  konvergiert,  so  erkennt  man,  dafi 
die  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  fur  77*  gewonnenen  Gleichung  stehende  Summe 
der  s  Integrale  gegen  Null  konvergiert,  wenn  man  die  Eadien  rly  ra,  ,  rg  der  Kreis- 
limen  &'1?  k'29  ,l'q  unbegrenzt  wachsen  und  zugleich  die  Radien  ra+1,  ^+2,  •-,**,  der 
Kreislimen  ^+1,  ^+8,  •  ,  K  unbegrenzt  abnehmen  la£t  Dnter  diesen  Festsetzungen 
konvergiert  also  auch  J7*  selbst  gegen  erne  bestimmte  GroBe,  und  es  ist  der  Wert 
dieser  GroBe  nach  fruher  Bemerktem  zugleich  der  Wert  des  uber  die  Flache  T" 
ausgedehnten,  zu  Anfang  gebildeten  Integrals.  Es  besteht  daher  die  Gleichung 


P-R,  I 
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Hit  Hilfe  der  gewonnenen  Gleichung  fJ)  laBt  sich  nun  der  am  Schlusse  des 
vorhergehenden  Artikels  verlangte  Nachweis  erbrmgen  Zu  dem  Ende  hat  man  den 
Fall,  wo  die  p  Faktorenpaare  A,  B  nicht  sanitlich  uneigentliche  smd,  von  dem  Falle, 
wo  dieselben  sanitlich  uneigentliche  sine],  zu  trennen 

Erster  Fall. 

Die  p  Faktorenpaare  A,  B  smd  nicht  sanitlich  uneigentliche  Um  die  Vorstellung 
zu  fixieren,  werde  speziell  angenommen,  daB  fur  v  =  1,2,  ,  p  das  Faktorenpaar 
Av,  Bv  ein  uneigentliches  d  h  A,  =  1,  Bv=  1,  fur  v  -  p  +  1,  if  +  2,  ,  p  das  Faktoren- 
paar A,,  Bv  ein  eigentliches  sei  Dabei  ist  unter  p  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2, 
p  - 1  zu  verstehen,  und  der  Grenzfall  p  =  0  ist  dahin  zu  interpretieren,  daB  die  p 
Faktorenpaare  A,  B  samtlich  eigentliche  smd  In  dem  vorliegenden  ersten  Falle  smd, 
nach  den  zu  Anfang  dieses  Artikels  gemachten  Ausfuhrungen,  die  Werte  der  Funktionen 
u9  v  m  je  zwei  entspreehenden  Begrenzungspunkten  c?+,  &"  in  der  Weise  verknupffc,  daB 

langs  av  { u+  =      u~,  v*  =      o~  +-  av , 

1  7.     f       4-  -     i       /y  +  „,-     I       /P" 

langs  bAu  —      u  +  pv ,  v  =      v  -+•  pv, 
langs  cv  { u+  =      -w~?  t?+  =      ^~5 

(S )  langs  av  { u+  =  J.yM~  +  a^ ,  ^+  =  A,  v~~  +  av , 

langs  lff{u+*=     u~,          v*=      v~, 
ist,  wobei  fur  ^  =  ^  +  1,  p  +  2,      ?^  die  Relationen: 


i  -it  i 


bestehen,  die  /3^,  >-=i,8,  ,P?  irgend  welche  Konstanten,  die  «J,/^,  i^+i.ti+a,  ,/»,  irgend 
welche  den  Bedingungen  (l-Bv)a'v~-  (1—  jdl,)^*=0,  1-^+1^+2,  ,p,  beziehungsweise  ge- 
nugende  Konstantenpaare  bedeuten  Die  QroBen  a,  /8'  konnen  daher  auch,  wie  fur  das 
Folgende  geschehen  soil,  dutch  die  Grleichungen  . 

(K)  A-*,,  ^-(l 


defimert  werden,  wenn  man  dabei  unter  x1?  ^2?  -  •  ,  xp  irgend  welche  Konstanten  verstoht. 
Smd  die  Werte  der  GroBen  x  und  damit  auch  die  Werte  der  Grofien  d,  /3f  festgologt, 
so  ist  dadurch,  nach  dem  nn  vorhergehenden  Artikel  Bemerkten,  die  Funktion  u  und 
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zugleich  auch  die  Funktion  r  niit  den  ihr  zukomnienden  Konstanten  #",  /;?",  y"  voll- 
standig  bestimmt  Pur  die  \veitere  Untersuchung  soil  ^  =  0  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  a'p  =  Q.  /%  =  0  gesetzt  werden  Fuhit  man  dann  in  die  Gleichung  <'Jj 
mit  Hilfe  der  aus  den  Gleichungen  (TL)  sich  unrnittelbar  ergebenden  Gleichungen. 


die  zu  den  GroBen  x  konjugierten  GroBen  z  em,  so  erhalt  man7  wenn  man  noch  be- 
achtet,  daB  far  die  K.onstanten  der  hier  vorliegenden  Funktionen  u,  v  die  Eelationen 
o/=0,  '=1,2,  ,^7  (i—B^^—  (\—  A^$'v  =  fv,  1=^3*1^+2,  )J},  bestehen,  und  daB  ^==0  ge- 
setzt wurde,  die  G-leichung' 


Man  bestimme  nun  p  —  1,  mit  i&19  u2,  wp-1  zu  bezeichnende,  spezielle  Funktionen  w, 
und  zwar  u  =u(^  +  u(*h,  $=1,3,  ,j»-i,  dadurch,  daB  man,  unter  $gi  eine  GioBe,  die  for 
v  =  q  den  Wert  1,  fur  v  =4=  9  den  "Wert  0  besitzt,  verstehend,  far  ?/  =  1,  2,  •  ,  p  x,=  <^v 
setzt,  und  bezeichne  die  zu  der  Funktion  u^  gehorige  Funktion  v  mit  ^,  die  dieser 
letzteren  zukominenden  Konstanten  mit  «£,,  /3£,,  /^,  '=i»«f  »*.  Die  Werte  der  Funktionen 
^  ,  v  far  die  Begrenzung  von  T"  sind  dann  in  der  Weise  verknupfb,  daB 

langsa,{w+-      w~,  v^-      ^  +  V 

langs  &v { wj  ==      w~  +  ^, ,  ^  «      ^  +  ^ 

langs  cv  { u+  =      ^~,  ^  -=      v^9 

langs  av { u+  «=  ^1, ^^~  +  (1 — J.r)  ^ r ,  v+  =  Avv~  +  drgv 

1  f      4-  —  4-  «.— •     i          " 

langs  c}  [u+  =      ^ ,  t£  =      ^  +  yg v 

langs  ^  {^J  =-      ^j  tf  =      ^> 

ist,  wobei  fur  y  =  ^  +  1,  p  +  2,      -,  p,  die  Relationen 


bestehen.  Bildet  man  alsdann  aus  den  Funktionen  w1?  u2,  -,  ^,-1  mit  Hilfe  der  bei 
der  allgememen  Funktion  u  vorkommenden  noch.  unbestimmten  GroBen  HI,  xa,  ••-,  3^_i 
die  Funktion  KIUI  +  ^UZ  +  ^  +^-1^-1,  so  stimmt  diese  letztere  mit  der  aufgestellten 
Funktion  u  nicht  nur  in  den  allgemeinen  Eigenschaften  tiberem,  sondern  besitzt  auch. 
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die  bei  dei  Funktion  u  auftretenden  Konstanten  A,  B,  a,  //  und  ist  daher  nach  fruher 
Bewiesenem  mit  ihr  iclentisch      Es  besteht  also  die  Gleicliung  * 


und   zugleich,  mfolge   der  Definition   dei    zu  emer  Funktion  u  gehorigen  Funktion  v9 

auch  die  Gleichung: 

i  ==  *!#!  +  x2v2  +       +•  ycp_lvp,l  . 

Auf  Grund  dieser  letzten  Gleichung  ergeben  sich  dann  zwischen  den  Konstanten  a",  $',  y"v 
der  Funktion  v  und  den  entsprechenden  Konstanten  der  Funktionen  vi9  0S,  ,  vp,±  die 
Relationen  : 


av  ^^ 

e=l   ^   '  0=1  0=1 

welche  die  GroBen  c£,  (3",  y"  als  lineare  Funktionen  der  Grofien  x±,  x2,      ,  xp~i  darstellen, 
da  die  Grofien  aQVJ  ftv,  y"gv  von  den  x  unabhangig  sind. 

Man  betrachte  jetzt  das  System  der  j)  —  1  unter  den  vorstehenden  Eelationen 
enthaltenen,  in  bezug  auf  die  noch  unbestimmten  Grofien  x19  x2y  ,  xp_l  linearen 
Gleichungen : 


Die  Determmante  A=^T±a/1'1  «^7^+1,p-n  /^'-i^-t  dieses  Gleichungensystems  hat 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert.  Zum  Beweise  dieser  Behauptung  nehme  man  an,  da6  A 
den  Wert  Null  besitze  Unter  dieser  Annahme  lassen  sich,  nach  bekanntem  Satze  cler 
Determmantentheorie,  die  p  —  1  Grofien  x,  auch  wenn  man  das  Wertesystem  ^—-0, 
xa«  0,  ,  3cp_i=  0  ansschhefit,  so  bestinamen,  dafi  %  =  0,  ,  aj'«  0,  ^+1«  0,  ,  y^x«-  0 
wird.  Die  den  so  bestimmten  Grofien  x  entsprechende  Funktion  w  hat  dann?  wie  em 
Bhck  auf  die  oben  aufgestellte  Gleichung  (JJ,  der  en  rechte  Seite  fur  «J'«0,  •  ,  o£<=-  0, 
^+1«:0,  ,  JV-i^O  verschwindet,  zeigt,  in  der  ganzen  Flache  T"  denselben  Wert,  und 
zwar  den  Wert  Null,  da  langs  ap{u+  =  Apu-,  langs  6p{w+«  J^w  ist  und  zudem  die  GrOfien 
Ap9  Sp  nicht  beide  den  Wert  1  besitzen.  Dieses  aber  ist,  wie  die  Gleichungen  (S.)  zeigon, 
nur  moglich,  wenn  die  der  Funktion  u  zukommenden  Konstanten  a,  /3'  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  die  eben  bestimmten,  mit  den  Konstanten  «,  (f  durch  die 
Gleichungen  (K.)  verknupften  Grofien  ^,  x,,  ••  ,  xp^  samtlich  den  Wert  Null  besitzen, 
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wahrend  doch  soeben  bei  der  Bestimmung  der  (liofien  x  das  Wei  tesy  stem  ^  =  0,^  =  0. 
•  73^-i  =  0  ausgeschlossen  wurde  Die  Detennmante  A  des  aufgestellten  Gleichungen- 
systems  kann  also,  da  die  Annahme  A  =  0  auf  einen  Widerspruch  gefuhrt  hat,  nur  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  besitzen  Hat  aber,  wie  jetzt  feststeht  die  Deteiinmante  A 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert,  so  lassen  sich  die  GioBen  x^z^  ,  KP_I  oder,  was 
dasselbe,  die  mit  ihnen  durch  die  Gleichungen  (K)  veiknupften  Grofien  a,  fl  stets  und 
nur  auf  eine  Weise  so  bestimmen,  daB  die  GroBen  a",  •  ,  a^  JVM»  ^  Y"P-\  vorgegehene 
Werte  annehmen,  also  auch  so?  da6  fur  r  =  1,2,  ,  p  d[i  =  5(,  —  St^,  fur  r  =  p  +  l, 

p  +  2,     -,^-1   /^  =  e,~ec,0)  und  zugleich  dann,  wegenJ^V^0  und  ^(^-Sl%=0, 

i^i  i  =  i 

yi/2  =  ®P"~  ^0)  wir(l-  Damit  ist  aber  fur  den  vorhegenden  ersten  Fall,  wo  diejj  Faktoren- 
paare  A,  B  mcht  samtlich  uneigentliche  sind,  der  am  Schlusse  des  vorhergehenden 
Artikels  verlangte  Nachweis  erbracht,  wenn  man  noch  beachtet,  daB  die  Untersuchung 
emes  jeden  der  noch  ubrigen  hierher  gehorigen  speziellen  Falle  sich  von  der  eben 
durchgefuhrten  Untersuchung  nur  durch  die  Bezeichnung  unterscheiden  wurde. 

Zweiter  Fall. 

Die  p  Faktorenpaare  A,  S  sind  samtlich  uneigenthche  In  diesem  Falle  sind, 
nach  den  zu  Anfang  dieses  Artikels  gemachten  Ausfuhrungen,  die  Werte  der  Funktionen 
u,  v  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  e/^,  «^~  in  der  Weise  verknupffc,  daB 

langs  av  {  u+  =  u~,  v+  =  v~  +  a"  , 

langs  &,{^+=-  u~  +  (}v,   v+  =  v~+$,  »  =  i,2,    fj», 

(S) 

langs  cv  [u+  =  ur,  v+  =  v", 

langs  la{u+  =  u-,  v+  =  v~,  0=1,2,    ,*, 

ist,  wobei  die  ffv,  ^=1,2,  ,P,  irgend  welche  Konstanten  bedeuten.  Sind  die  Werte  der  Kon- 
stanten  $  festgelegt,  so  ist  dadurch,  nach  dem  im  vorhergehenden  Artikel  Bemerkten,  die 
Funktion  u  bis  auf  eine  additive  Konstante,  die  Funktion  v  dagegen  mit  den  ihr  zukommenden 
Konstanten  a",  ft"  vollstandig  bestimmt.  Zur  vollstandigen  Bestimmung  der  Funktion  u 
moge  noch  festgesetzt  werden,  daB  sie  fur  einen  behebig  gewahlten  Punkt  $*  der  Flache  T" 
den  Wert  Null  besitze.  Da  bei  der  hier  vorhegenden  Funktion  u  die  G-roBen  av  samt- 
lich den  Wert  Null  besitzen,  so  tntfc  jetzt  an  Stelle  der  Gleichung  (J)  die  Gleichung. 


/T  \  /8w(i)\8i  /a*(i)\s,  /3^(i)\2 

(J,  )  J  Kir)  +  br)  +  rw) 


IF 

Man  bestimme  nun  p,  mit  u^,  u2,      9u9  zu  bezeichnende,  spezielle  Funktionen  u, 
und  zwar      «1}  +  w,   9=1,2,    ,*,   dadurch,   daB  man,   unter  (J1^  eine  GroBe,  die  fur 
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v  =  %  den  Wert  1,  fui  ^4=<>  denWeitO  besitzt,  veistehend,  fur*/  =  1,2,  ,_p  ft  =  <^, 
setzt  and  auBeidein  noch  der  Funktion  UQ  fin  den  vorhei  gewahlten  Punkt  $*  den 
Wert  Null  zulegt,  bezeichne  auch  die  zu  der  Funktion  UQ  gehonge  Funktion  v  mit  v^ 
die  dieser  letzteren  zukoinmenden  Konstanten  mit  c£»,  $',,  »  =  1«2.  •*  Die  Werte  der 
Funktionen  w  ,  i>e  fur  die  Begrenzung  von  T"  sind  dann  in  der  Weise  verknupft,  daB 

langs  av  {  u+  =  u~,  v+  =  v~  +  d'QV  , 


langs  c,  {  «+  =  «^,  ^  =  v~, 

langs  Zff[w+=«^,  ^+=V  fl=1'2j  '*' 

ist  Bildet  man  alsdann  aus  den  Funktionen  ul9  u»  ,  up  mit  Hilfe  der  bei  der 
allgememen  Funktion  u  vorkommenden  Konstanten  /^  ,  »-i,a,  ,p,  die  Funktion 
fcUii-  {?2u2+  +  (fyip,  so  stimmt  diese  letztere  mit  der  aufgestellten  Funktion  u  nicht 
nur  in  den  allgememen  Eigenschaften  uberein,  sondern  besitzt  auch  die  bei  der  Funktion  u 
auftretenden  Konstanten  /?'  und  kann  sich  daher  nach  fruher  Bewiesenem  von  ihr  nur 
durch  erne  additive  Konstante  unterscheiden.  Diese  Konstante  mufi  aber  mit  der  Null 
zusammenfallen,  da  die  Funktionen  u,  ^,  wa,  ,up  den  gemachten  Festsetzungen  gemaB 
fur  den  vorher  gewahlten  Punkt  &  samtlich  den  Wert  Null  besitzen  Es  besteht  also 
die  Gleichung: 


und   zugleich,   infolge   der  Definition   der   zu  einer  Funktion  u   gehongen  Funktion  v, 
auch  die  Q-leichung: 


, 


Auf  Grand  dieser  letzten  Gleichung  ergeben  sich  dann  zwischen  den  Konstanten  a" 
der  Funktion  v  und  den  entspiechenden  Konstanten  der  Funktionen  v^  v^    •  ,  vf  die 
Eelationen: 


welche  die  GroBen  av,  ft  als  lineare  Funktionen   der  GioBen  //1?  fa,      ,  fa   darstellen, 
da  die  GroBen  d^,  fi'^,  von  den  $  unabh^ngig  smd. 

Man  betrachte  jetzt  das  System   der  p  unter  den  vorstehenden  Belationen  ent- 
haltenen,  in  bezug  auf  die  noch  unbestimmten  Grofien  fa,  fa,      ,  fa  hnearen  Gleichungen: 

"    rt 
«U  A 
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Die  Determinante  A  =  ^Va/1'1<4  «^  theses  Gleichungensy  stems  hat  einen  von  Null 
verschiedenen  Wert.  Zuni  Beweise  dieser  Behauptung  nehme  man  an,  daB  A  den  Wert 
Null  besitze.  TTnter  dieser  Annahme  lassen  sich,  nach  bekannteni  Satze  der  Deterininanten- 
theorie,  die  p  GroBen  fa,  fa.  -  ,  fa,  auch  wenn  man  das  Wertesystem  fa  =  0,  fa  -=  0,  •  , 
fa  =  0  ausschlieBt,  so  bestimmen,  daB  c£=0,  0:3  =  0,  ,  c£=U  wird.  Die  den  so  be- 
stimmten  GroBen  fl  entsprechende  Funktion  u  hat  dann,  wie  em  Blick  auf  die  oben 
aufgestellte  Gleichung  (J2.j,  deren  rechte  Seite  fur  a"  =  0,  al'=  (K  ,  c£  =  0  verschwindet, 
zeigt,  in  der  ganzen  Fl&che  T"  denselben  Wert,  und  zwar  den  Wert  Null,  da  sie  fur 
den  vorher  gewahlten  Punkt  $  den  Wert  Null  besitzt.  Dieses  aber  ist,  wie  die 
Gleichungen  (Sj  zeigen,  nur  moglich,  wenn  die  der  Funktion  u  zukommenden  Kon- 
stanten  $,  fa,  -,  fa  samtlich  den  Wert  Null  besitzen,  wahrend  doch  soeben  bei  der 
Bestimnmng  der  GrOBen  £f  das  Wertesystem  $  =  0,  /3'2  =  0,  •  ,  /5£  =  0  ausgeschlossen 
wurcle.  Die  Determinante  A  des  aufgestellten  Gleichungensy  stems  kann  also,  da  die 
Annahme  A  =  0  auf  einen  Widerspruch  gefuhrt  hat,  nur  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  besitzen.  Hat  aber,  wie  jetzt  feststeht,  die  Determinante  A  einen  von  Null 
verschiedenen  Wert,  so  lassen  sich  die  GroBen  [?19  fa,  -  ,  fa  stets  und  nur  auf  eine 
Weise  so  bestimmen,  daB  die  GroBen  a",  c%,  •  ,  a£  vorgegebene  Werte  annehinen,  also 
auch  so,  daB  fur  ^  =  1,  2,  ,p  a'^  =  §{v  —  3tfJ  wird  Damit  ist  auch  far  den  zweiten 
Fall,  wo  die  $  Faktorenpaare  A,  B  samtlich  uneigentliche  smd,  der  am  Schlusse  des 
vorigen  Arfcikels  veiiangte  Nachweis  erbracht 

6. 

Durch  die  Untersuchungen  des  vorhergehenden  Artikels  ist  der  am  Ende  des  Art.  4 
verlangte  Nachweis  erbracht  und  damit  gezeigt,  daB  zur  Flache  T"  stets  eine  den  samt- 
lichen  in  Art.  3  aufgestellten  Bedingungen  genugende  komplexe  Funktion  W=W®  +  W®i 
des  Punktes  a?,  y  gebildet  werden  kann.  Eine  weitere  Frage  ist  jetzt  die,  ob  die  er- 
haltene  Funktion  W  die  einzige  den  aufgestellten  Bedingungen  genugende  Funktion 
ist  Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  nehme  man  an,  daB  eine  zweite  denselben  Be- 
dingungen genugende  Funktion  W  existiere.  Bezeichnet  man  alsdann  die  Differenz  der 
Funktionen  W,  W  mit  w,  setzt  also  w  =  W'—W}  so  hat  die  so  definierte  Funktion  w, 
wenn  man  ihr  noch  filr  die  Punkte  e^,  e/^,  ,  ^  die  ihr  fur  diese  Punkte  zukommen- 
den Grenzwerte  als  Werte  zulegt,  die  folgenden  Eigenschaften: 

I  Die  Funktion  w  ist  fur  jeden  Punkt  x,  y  der  Flache  T"  emwertig  und  stetig, 
zudem  smd  ihre,  mit  w+,  w~  zu  bezeichnenden,  Werte  in  je  zwei  entsprechenden  Be- 
grenzungspunkten  e^+,  &*~  zu  beiden  Seiten  eines  der  Schmtte  a,  1&,  c,  I  m  der  Weise 
verkniipft,  daB 
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langs  a,  [u+  =  Avn"  +  av, 

langs  I,  {  tc+  =  B,  ir  +/^,  *=^    >*> 

langs  f,  {«+  =      «", 

langs  Jff  {*r+  =      M'~,  ff=1»3»    >*> 

1st,  wobei  die  Konstanten  av,  /?„  <>=i,s,  ,*)  cler  Bedingung  (1  -!?„)<*,  -(1-AJfr  =  0  oder 
der  Bedingung  a,  =0  genugen,  je  nachdern  A19  B,  em  eigenthches  oder  em  uneigentliches 
Faktorenpaar  ist. 

II    Die  Derivierten  ^  ,  ^  ,  als  Grenzen  der  entsprechenden  Diflferenzenquotienten 

c  &     o  y 

defimert,  existieren  und  sind  stetig  nicht  nur  fur  jeden  inneren  Punkt  x,  y  der  Flache  T", 
sondern  auch  noch  fur  jeden  von  den  Punkten  $\,  c?2,  >  ^  verschiedenen  Begrenzungs- 
punkt,  sobald  man  die  Funktion  w  uber  em  diesen  Begi  enzungspunkt  im  Innern 
enthaltendes  Stuck  der  Begrenzung  von  T"  hinuber  den  Gtleichungen  (S)  entsprechend 
stetig  fortsetzt,  und  es  sind  alsdann,  aussohlieBlich  auf  Grand  ihrer  Definition,  die 
Werte  der  genannten  Derivierten  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzung  spunkten  c/)+,  c^~ 
m  der  Weise  verknupffc,  dafi 


i  A  A 

langs  av{-^-  =  Ar  —  ,   —^Ar^, 

i  T 

langs  l, 

•i 

langs  c, 


T  7        iv  dw~~      dw*  ^w 

langs  l0{-^=  ,         -  , 


III  Die  Derivierten  |£',  ^  erfullen  fur  jeden  Punkt  i/,  y  der  Flache  T"?  fur  den 
ihre  Existexiz  soeben  festgestellt  wurde,  also  fur  jeden  nicht  mit  emem  der  Punkte 
$i9  $*>  >&*  zusammenfallenden  Punkt  die  Qleichung  ^rf^^^' 

Infolge  der  genannten  Eigenschaften  besitzt  das  uber  erne  in  der  einfach  zu- 
sainmenhangenden  Flache  T"  verlaufende,  geschlosseue  Kurve  C  erstreckte  Integral 
?/)  stets  den  Wert  Null  Man  erhalt  deinentsprechend,  unter  a!,  yf  emen 


im  Innern  von  T"  fest  angenomtnenen  Punkt  ,  unter  x,  y  emeu  behebigen  Punkt  der 
Flache  T"  verstehend,  fur  das  vom  Punkte  &',  y'  bis  zum  Punkte  #,  y  Uber  cine  in  T" 


verlaufende  Kurve  erstreckte  Integral  Cfyvilx  +  widy)  stets  denselben  Wort,  welche  Kurve 

V,y' 

man   auch   als  Integrationsweg    wahlen    mag     Es    wird    daher    durch   die  Gloichung: 
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n(x,y)-J(itdjL  +  tc 

unter  Festhaltung  der  uber  den  Integrationsweg  gemachten  Yoraussetzung,  zur  Flache  T" 
eine  eimvertige  und  stetige  Funktion  Q,  des  Punktes  x,  ij  gehefert,  welche  fur  jeden 
inneren  Punkt  /•,  y  von  T"  stetige  Derivierte  ^=u9  ^  =  wi,  jjs  =  ¥->  £77  =  *  ^ 
besitzt,  aber  auch  noch  fur  jeden  von  den  Punkten  c/1,  c/^,  ,  c?s  verschiedenen  Be- 
grenzungspunkt ,  sobald  man  die  Funktion  £2(x,y)  uber  em  diesen  Begrenzungs- 
punkt  im  Innern  enthaltendes  Stuck  der  Begrenzung  von  T"  hinuber  in  der  \Yeise 
stetig  fortsetzt,  daB  man  den  Endpunkt  .*,  y  des  Integrationsweges  die  Begrenzung 
uberschreiten  lafit  und  gleichzeitig  das  Integralelement  icdx  +  icidy  oder,  was  dasselbe, 
die  Funktion  it  uber  die  Begrenzung  hinuber  den  Gleichungen  (S.)  entsprechend  stetig 
fortsetzt.  Beachtet  man  nun  noch,  daB  die  fur  jeden  von  den  Punkten  e?ly  ^,  ,  ^ 

verschiedenen   Punkt  x,  y  von    T"  bestehende   Gleichung  l^  =  '2^  fur   die   genannten 


zweiten  Derivierten   die   Gleichung  £-3 +  £-1  =  0  nach  sich  zieht,   so  erkennt  man,  daB 

esc"       oy 

die  Funktion  £2U,  y)  sich  fur  jede  ganz  im  Innern  von  T"  liegende  Kreisflache  K  wie 
eine  Funktion  von  der  in  dern  Satze  I  definierten  Art  verhalt,  also  filr  jeden  inneren 
Punkt  r,  y  von  K  —  wenn  man  mit  a!,  a"  die  Mittelpunktskoordmaten,  init  E  den 
Eadius  von  K  bezeichnet  und  unter  r,  t  die  durch  die  Gleichungen  x  =  a'  +  r  cos  t, 
y  =  a"+rsmt  bestimmten  Polarkoordmaten  des  Punktes  x,  y  von  K  versteht  —  als 
Funktion  der  Polarkoordinaten  r,  t  durch  die  Gleichung: 

&«—izf&*,.T!r 


n    __  l   C 

r<Ji~  **J 


dargestellt  wird.  Das  G-esagte  gilt  auch  noch  fur  eine  Kreisflache  K,  deren  Mittelpunkt 
em  von  den  Punkten  ^,  c/^,  ,  c/l  verschiedener  Punkt  der  Begrenzung  von  T"  ist,  so- 
bald  man  m  diesem  Falle,  bei  hmreichend  klein  gewahltem  Radius  E  von  K,  die  Funktion 
£l(t,  y)  fur  den  mit  dem  Mittelpunkte  mcht  auf  derselben  Seite  der  Begrenzung  gelegenen 
Teil  von  K  durch  die  oben  beschnebene  stetige  Fortsetzung  definiert  Aus  der  so  ge- 
wonnenen  Darstellung  folgt  nun  weiter,  daB  die  Funktion  £(x,  y)  nicht  nur  fur  jeden 
inneren  Punkt  or,,  y  von  T",  sondern  auch  noch,  bei  Hinzunahme  ihrer  stetigen  Fort- 
setzung, fur  jeden  von  den  Punkten  ${,  S^9  ,  $*,  verschiedenen  Begrenzungspunkt 
von  T"  stetige  Derivierte  nach  x  und  y  von  jeder  Ordnung  besitzt,  und  d$B  zugleich 
die  Werte  dieser  Derivierten  von  der  Reihenfolge  der  Derivationen  unabhangig  sind 
Auf  G-rund  dieses  Resultates  und  der  Gleichung  w  «  |§  ergibt  sich  nun  schiefilich,  daB 
die  Funktion  w  nicht  nur  fur  jeden  inneren  Punkt  x,  y  von  T"  stetige  zweite  Derivierte: 

1?-B,  I  23 
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ex-       ex" '     cxdy       cxcycx"1     dycx 

besitzt,  sondern  auch  noch  fur  jeden  von  den  Punkten  ffit  &\,  ,  ^  verschiedenen 
Begrenzungspunkt,  sobald  man  die  Funktion  £2  in  der  fruher  angegebenen  Weise  oder, 
\\as  dasselbe,  die  Funktion  w  den  Gleichungen  (S)  entsprechend  uber  die  Begrenzung 
hinuber  stetig  fortsetzt,  und  da6  zudeni  z\nschen  diesen  Derivierten  fur  jeden  Punkt  a;  y 
der  Flache  T",  far  den  ihre  Existenz  soeben  festgestellt  wurde,  sowohl  die  Beziehung 

2f«.  =  Sfw.    a]g  ^h  die  aus  dieser  mit  Hilfe  der  Gleichung  |j  - » If  sich  ergebende 
oxcy      oydx'  °y          v* 


Man  bilde  jetzt,  nachdem  man  zuvor  den  reellen  Teil  der  Funktion  w  mit  w(l\ 
den  lateralen  Teil  mit  w^h  bezeichnet  und  dementsprechend  w  ===  w(l]  +  w^'i,  gesetzt  hat, 
mit  den  ersten  Derivierten  von  w(1\  to®  das  Integral- 


und  dehne  es  uber  die  Flache  T"  aus.  Urn  dasselbe  auszuwerten,  dehne  man  das 
Integral  zunachst  nur  uber  die  schon  in  Art.  5  benutzte,  einen  Teil  der  Flache  T"  bildende, 
Flache  T*  aus,  bezeichne  den  ihm  dann  zukommenden  Wert  mit  II  *,  sodaB  also 


V 

~ 


1st,  und  werte  dieses  letztere  Integral  unter  Benutzung  der  Figuren  17  ,  18  und  unter 
Wiederholung  der  zu  Anfang  des  vorhergehenden  Artikels  angewandten  SchluBweisen 
aus.  Zu  dem  Ende  bringe  man  die  vorstehende  G-leichung,  mit  Hilfe  der  Relationen 


^1;      .  v^  die 

dx  oy  '  cy  ox  ' 


dw 


und  wende  auf  das  jetzt  vorhegende  Integral,  unter  Beachtung  der  vorher  gewonnenen 
Beziehung  j~-  =  Y~J^  »  ^as  ^erfahren  der  teilweisen  Integration  an.     Man  erhalt  dann 


zunachst  die  Gleichung: 
II*  -  " 


' 


A  (^(1)  - 

l  */+ 
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Tvobei  zur  Abkurzung   die*  =  ^</.r  -f^fty,  cJn~^^dj  ^?^-dy  gesetzt  ist,  weiter, 
indem  man  beachtet,  daB  fur  r  =  l,2,      ?^;:    a  =  1,  2      -,  s 

langs  <?,  {fa  li—ir**]ifdn  ~  =  /V1'-  -  ^f-'/r^~  —  a^lir, 
langs  i,  [^'ll-M'2l«/^f--(/('11--?f'2^-(7?/-  +  /J1rf?fJ-, 
langs  cv  {^a>-  ii(2>i)-r  rhr  =  (w111-  ^hfdw', 
langs  Zff  {^'^-^// 


ist,  wobei,  der  im  vorhergehenden  Artikel  eingefuhrten  Bezeiclinung  entsprechend,  «,, 
die  zu  «7?  /i,  konjugierten  GrroBen  bezeichnen,  die  Gleichnng: 


c 

-  a 

und  schliefilich,  indem  man  die  nut  Hilfe  der  Relationen  (S)  sich  ergebenden  Grleichungen: 


benutzt  und  die  aus  der  Relation  (1  —  B,}a,  —  (1  —  ^,,)^r  =  0  sich  ergebende  Beziehung 
(1  —  JBr)  «„  —  (!  —  ^  jSy  =  0  berucksichtigt,  die  Grleichung  : 


Beachtet  man  nun,  daB  die  Funktion  u  =  ww  +  w(*h,  als  Funktion  des  m  seiner  Be- 
wegung  auf  die  Flache  K^  <r=i,2,  ,3,  beschrankten  Punktes  x,  y  betrachtet^  erne  Funktion 
von  der  im  Satze  HI  definierten  Art?  dagegen  als  Funktion  des  in  seiner  Bewegung 
auf  die  Flache  Ka,  *=&+!,$+*,  ,*,  beschrankten  Punktes  x,  y  betrachtet,  eine  Funktion 
von  der  im  Satze  I  dejSmerten  Art  ist,  und  daB  infolgedessen  das  in  der  letzten 
Grleichung  hinter  dem  zweiten  Summenzeichen  stehende  Integral  fur  o  =  1,  2,  ,  q  mit 
unbegrenzt  wachsendem  ra,  fur  o  =  q  +  1,  %  +  2,  ,  s  mit  unbegrenzt  abnehmendem  ra 
gegen  Null  konvergiert,  wie  sich  nach  Einfuhrung  der  zum  Punkte  x,  y  der  Integrations- 
kurve  fcff'  gehorigen  Polarkoordinate  tff  als  Integrationsvariable  ohne  Muhe  ergibt  (vergl. 
S  169),  so  erkennt  man,  daB  der  Wert  des  uber  die  Flache  T"  ausgedehnten,  zu  Anfang 
dieser  Untersuchung  gebildeten  Integrals  durch  die  auf  der  rechten  Seite  der  letzten 

23* 
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G-leichung   an   erster   Stelle    stehende   Summe    geliefert    vvird      Es    besteht    claher    die 
Gleichung 


T" 

Der  auf  cler  rechten  Seite  der  gewonneneu  GHeichung  hmter  dem  Summenzeichen 
stehende  Ausdruck  hat  infolge  der  Bedmgungen,  clenen  die  Konstanten  a,  ft  genugen, 
fur  jedes  v  aus  der  Eeihe  1,  2,  ,  p  den  Wert  Null  In  dem  Falle,  wo  dem  Index  v 
em  eigentliches  Faktorenpaar  A^,  Br  entspncht,  die  GroBen  a,,  /?,  also  der  Grleichung 
(1  —  J?r)a7  —  (1  —  J.,)/?v  =  0,  und  entsprechend  die  GroBen  a,,  /J,  der  Gleichung  (1  —  B,}a} 
—  (1  —  jij)j8v=0  oder,  was  dasselbe,  der  aus  ihr  durch  Multiplikation  mit  —  AYBV  ent- 
stehenden  Grleichung  (1  —  B,}A,a,  —  (l  —  A,)£rjft  =0  genugen,  ergibt  sich  namlich  aus 
der  ersten  und  letzten  der  drei  soeben  angeschnebenen  Gleichungen  durch  Elimination 
der  GroBen  (1—  A,),  (1  —  Br)  die  Relation  A,arf3,  —  Bvfiva,  =  0,  wahrend  in  dem  Falle, 
wo  dem  Index  v  em  un  eigentliches  Faktorenpaar  A,,  B},  entspricht,  also  die  Grofie  av 
der  Gleichung  a,  =  0,  und  entsprechend  die  GroBe  av  der  Gleichung  a|f  =  ()  genugt,  die 
Richtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung  unimttelbar  emleuchtet 

Nachdem  so  der  Wert  des  uber  die  Flache  T"  ausgedehnten  Integrals  als  mit 
der  Null  identisch  erkannt  ist,  ergibt  sich  durch  direkte  Betrachtung  dieses  Integials, 

daB  die  GroBen  ^,  ^,  ^,  ^  jedenfalls  fur  jeden  von  den  Punkten  ft,  ft,      ,  ft 

verschiedenen  Punkt  der  Flache  T"  den  Wert  Null  besitzen,  und  daB  claher  die 
Funktion  w  =  w(1)  +  w^h  m  der  ganzen  Flache  T"  emen  konstanten,  mit  c  zu  bezeichnen- 
den,  Wert  hat 

Aus  dem  gewonnenen  Resultate  folgt  nun,  daB  die  Funktionen  W,  Wf,  deren 
Differenz  zu  Anfang  dieses  Artikels  mit  w  bezeichnet  wurde,  durch  die  Gleichung  W—  W—  c 
verknupffc  smd.  Existiert  also  auBer  der  Funktion  W  eine  zweite  Funktion  W,  welcho 
den  samtlichen  in  Art.  3  fur  W  aufgestellten  Bedmgungen  gentigt,  so  kann  sich  diese 
Funktion  W  von  der  Funktion  W  nur  um  erne  additive  Konstante  unterscheiden. 
Andererseits  genugt  aber  auch  die  aus  W  durch  Addition  einer  beliebigen  Konstanteu  C 
entstehende  Summe  W+  C,  als  Funktion  des  Punktes  x,  y  von  T"  betrachtet,  den  samt- 
lichen in  Art.  3  fur  W  aufgestellten  Bedmgungen,  denn  sie  stimmt  mit  der  Funktion  Win  clen 
allgemeinen  Eigenschaften  sowie  in  den  Konstanten  A,  B,  E,  S  uborem  und  unterscheidet 
sich  in  bezug  auf  die  Konstanten  21,  85,  da  langs  av{(W+G^~A,(W+  C)"+8II  +  (1-A)C7, 
l^ngBbv{(W+CY^Bv(W+C^+^v  +  (l-B^C  isiy  von  ihr  nur  dadurch,  daB  fur  jedo 
Zahl  v  aus  der  Reihe  1,2,  ,  p,  fur  welche  Ar9  Bv  em  eigentliches  Faktoienpaar 
ist,  an  Stelle  der  zugehongen,  bei  der  Problemstellung  nicht  vorgegebenen  Konstanten 
«„  95,  die  Konstanten  21,  +  (1~4,)<7,  95y  +  (1  -  J5r)  C  auftreten.  Man  erkennt  daher 
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schheBlich,  daB  die  zu  Anfang  des  Art.  3  verlangte  Fimktion  W  durch  die  fur  sie 
aufgestellten  Bedingungen  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestmimt  ist,  und 
da8  die  allgemeinste  den  genannten  Bedingungen  genugende  Fimktion  erhalten  wird, 
wenn  man  zu  der  in  den  Artikeln  4,  5  gewonnenen  Fimktion  W  eine  willkiiihche 
Konstante  G  addiert. 

1. 

Die  in  den  Artikeln  4,  5  gewonneue,  eim\ertige  Funktion  TT=  U-^Ti  des 
Punktes  x,  y  von  T"  ist,  da  sie  den  samtlichen  zu  Anfang  des  Art.  3  aufgestellten  Be- 
dingungen genugt,  eine  Funktion  der  komplexen  Verandeiiichen  2.  die  sich  fur  das 
Grebiet  irgend  ernes  von  den  Punkten  $(,  <#>,  ,  $*9  veischiedenen  Punktes  g  =  a  von  T", 
mag  derselbe  im  Innern  oder  auf  der  Begrenzung  von  T"  liegen,  durch  eine  Reihe  von 
der  Form- 


darstellen  laBt,   wobei   die  c  von  2  unabhangige  GroBen  bezeichnen;    die  sich  dagegen 
fur  das  Gebiet  des  Punktes  $*a  ^=1,3,    ,s)  durch  eine  Eeihe  von  der  Form: 


~ 
darstellen  lafit,  wobei  for  a  =  1,  2,       ,5  za=  z  **,  fur  a  =  q  +  1?  q  +  2,       ,  s  zG  =  (2—a$a 

ist,  die  vorkommenden  Potenzen  ebenso  wie  der  Logarithmus  den  in  Art  1  gemachten 
Festsetzungen  entsprechend  zu  interpretieren  sind?  und  die  c  von  z  unabhangige  GroBen 
bezeichnen. 

Die  Eichtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung  ergibt  sich  im  vorliegenden  Falle 
unmittelbar  aus  den  in  den  Artikeln  4,  5,  6,  7  des  dritten  Abschnittes  durchgeffihrten 
Untersuchungen,  wenn  man  die  Eigenschaften  der  zur  Bildung  der  Funktion  TTr=-  U+  Yi 

O  -rpr  ^  TTT          n  -rr  ^  JT 

benutzten  Funktion   U  und  den  durch  die  Grleichungen  ^  ==  —  -^  ,  j^^jj.  charakteri- 

sierten  Zusammenhang  der  Funktionen  U,  V  beachtet.  Dabei  ist  der  Begnff  des  zu 
emem  Punkte  von  T"  gehorigen  Gebietes  in  folgender  Weise  zu  definieren  Liegt  ein 
von  den  Punkten  c/^  e^?  ,  ^  verschiedener  Punkt  derTlache  T"  vor,  so  grenze  man 
zu  ihm  als  Mittelpunkt  diejenige  Kreisflache  ab,  welche  auf  ihrer  Peripherie  wemgstens 
einen,  in  ihrem  Innern  aber  keinen  der  Punkte  <^+1,  <^+  2»  ,  c?s  enthalt;  liegt  anderer- 
seits  ein  Punkt  Qpa  vor,  so  grenze  man  zu  ihm  for  a  ==  1?  2,  -,  q  diejenige,  den  Punkt  $*a 
enthaltende,  VG-  blattrige  KreisergSinzungsflache  ab,  welche  auf  ihrer  Penpherie  wemgstens 
einen,  in  ihrem  Innern  aber  keinen  der  Punkte  <^+1,  <^+8,  ,  ^  enthatt,  fur  o  =  q  +  l, 
q  +  2,  ,s  dagegen  diejenige  den  Punkt  $*„  als  Mittelpunkt  besitzende,  ?v  blattrige 
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Kreisfiache,  welche  auf  ihrer  Peiiphene  wemgstens  emen,  in  ihiem  Innern  aber  aufier 
dem  Punkte  #  kemen  weiteien  dei  Punkte  £>9+1,  S>,+t,  •  ,  tf.  enthalt  Untei  dem 
Gebiete  irgend  ernes  Punktes  ff  der  Flache  T"  soil  dann  die  Gesamtheit  dei  Punkte  z 
verstanden  weiden,  welche  mi  Innem  der  zum  Punkte  &  in  soeben  angegebener  Weise 
abgegrenzten  Flache  liegen  und  zudem  von  clem  Punkte  #  aus  auf  emem  ganz  ma 
Innera  der  betreffenden  Flache  verlaufenden  und  die  Begrenzung  von  T"  mcht  schneiden- 
den  Wege  erreicht  warden  konnen  Die  genannte,  zu  dem  Punkte  tf  abgegrenzte 
Flache  bildet  zugleich  den  Konvergenzbereich  fur  die  oben  dem  Punkte  zugeorclnete 
Reihe,  und  die  dnreh  diese  Reihe  fur  den  Fall,  dafi  das  Gebiet  des  Punktes  nur  emen 
Teil  des  Konvergenzbereiches  ausmacht,  bestimmte  stetige  Fortsetzung  der  Funktion  W 
uber  das  Gebiet  des  Punktes  ff  hmaus  in  die  mcht  dem  Gebiete  angehorenden  Teile 
des  Konvergenzbereiches  deckt  sich'mit  den  den  Gleichungen  (S)  entsprechenden  stetigen 
Fortsetzungen  der  Funktion  W  uber  das  Gebiet  hinaus  oder,  was  dasselbe,  uber  die 
Begrenzung  von  T"  hinuber. 

Unter  Beachtung  des  Vorstehenden  lassen  sich  jetzt  die  samthchen  in  diesem 
Abschmtt  erhaltenen  Resultate  zusammenfassen  in  den  folgenden,  aUe  weiteren  Unter- 
suchungen  beherrschenden 

Fundamentalsatz. 

,Jhe  uber  dei  Z-Ebene  ausgebretiete,  (2jo+l)-fach  zusammenluwgende,  n-blattnye  FlacJi^e  T 
sen  in  der  m  Ait  1  mgegebenen  Wense  dwell  Emfuhiung  dei  Sclimtte  ar,  b,,,  cr,  ''=1,2,  ,p,  w  die 
einfach  susammenlungende  FlacJie  T'  und  we^tet  dann,  nacli  Marfaerwig  det  Punkte  &„  c/1,  ,  a/I 
durch  Einfulirwig  der  Sclvmtte  10,  0=1,2,  ,»,  m  die  einfach  zusammenliangendc  FhcJte  T" 
verwandelt.  Man  ordne  den  2$  Schmtten  av,  bv,  -=1,2,  ,P,  2p  Konstmten  A,,  JBr,  r=i,2,  ,f, 
die  samthch  den  Modul  I  besttzen,  zu  und  nenne  Ar,  Br  e^n  eigenthchcs  oder  &in  unett/ent- 
hches  Faktorenpaar,  je  nacJidem  Ate  Grofien  A,,  J5,  mcU  beide  oder  be^de  den  Weit  1  be- 
svkzen,  verstehe  alsdann  untei  Q0,  Srt,  £<*,  ,^a^  fl=1'2-  •'»  beliebig  votgegebenc  odci  vn 

Ralmien  der  J3ed^ngung ^fi(r=0  vorgegebene  Konstanten,je  nacM&nt  frie pFaUorewpaave  A,  It 

(T  =  l 

mcht  savitUcli  odet  samthcfi  une^gentl^d^e  sinrf,  und  ordne  d(m  PunUe  $Pa  che  FunUwv 

f  (     \          O1        *    J-         l  J_         8  J_  _L      amo 

la\*a)—      °    ^  Z0          ^  sl  #™* 

-f  k 

zu,  wol>ei  fur  a  =»  1,  2,  ,  q  aff=-  z  a,  fur  a  =*  gt  +  1,  q  +  2,  •,  ft  #0-  (*-aa)  w&,  und  die 
vorJiOmmenden  Potenzen  ebenso  wie  der  Loganthmus  den  ^n  Art.  1  gemacJiten  tfestselzwtgen 
entsjorechend  zu  ^nterpreUeren  s^nd,  ordne  ferner  den  $>  Faktorewpaaren  Av,  liv,  *-*ii»,  »j», 
p  Konstanten  ®V7  »«i,a,  .i»,  w,  die  so  gewahlt  se^en,  da/3  die  m  une^gentlichen  tfaUoren- 
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paaten  geliongen  Gt  often  S  samthdt  mit  dp)  Xidl  wsammen fallen,  die  zu  eigentliclten  Fdktoreu- 
paajen  geliongen  G) often  £  dageyen  mit  den  scJton  f/euaJtlten  Gt  often  2  dutch  die  Bezielntng 

•f-SruJSfS,^  0    verinujpft    &nd.    endue   tndltdt    noclt    jertem    uneuiettflitlien    Fcdtiottn- 

0  =  1 

A^  Bt  etne  lehelu/  angenonunene  Konstante  SC,  zu. 

Es  existtett  dann  zw  Flatlie  T"  unmet  etne  Function  W  dez  Panlte*  ^,  uekJie 
die  folgeuden  Eigenscliaften  lesitzt* 

L  Die  Function  W  ist  fiu  jeden  nicht  mit  etnem  de)  Punlie  c/1,  c?^  .  c?s  zu- 
sammenfallenden  Punkt  2  der  FldcJie  T",  ewe)  lei  cdso,  ob  detselbe  m  Inner H  ode*  auf  der 
Begienzung  von  T"liegt,  eimwtig  und  stetig  Fiu  den  Punkt  ^  (*=!,*,  ,o  dagegen  winl 
sie  in  dejseTben  Weise  unstetig,  uie  die  dem  Punlte  zugeotdnete  Function  fa(z^,  sodaft  also 
die  Different. 


fin   den  Punlt  stehg  lleibt.    Zudeni  sind  Hue  Wette  in  je  sicet  entspi  eclienden  Begienzunys- 
^~  in  clef  Weise  veiKmijpft,  da/3 


langs  a,  {  W+  =  Ar  W~ 


0~  Jv(  W^=tfvW     +»„  »-i,a,     ,*, 

(S.) 

V  langs  cv{W+=      W~+&v, 

ist,  wobw  (he  3p  +  s  Konstanten  2f,  ^,  £;  S  nut  den  2$  Konstanten  A,  B  dutch  die,  mch 
fnilierem  fm  das  Zusammenlestelien  de?   Gleficliungen  (S)  notivendigen,  p  +  1  Relationen: 


(S'.) 


r  =  l,2,       ,J9, 


verbiwden  smd,  und  die  aufiet  den  wrgegebenen  Konstanten  nocli  vorkommenden  GrofSen,  also 
die  p  Grofien  SB  sow^e  d^e  zu  eigenthclien  FaJcto)  enpaaren  A,  B  gelwrigen  Ghoft&i  21,  als 
Konstanten,  die  nicht  wigegeben  werden  Jconnen,  anzusehen  sind 


II.    Die   Denmerte    -j^,   defmiert  als    Grenze  des  Differenzenquotienten  fur 

=  0;  existiert,  besitgt,  wie  4%  aucli  gegen  Null  konvergieten  mag,  vmme)  denselben 
Wert  mid  ist  stetig  nicht  nur  fur  jeden  inneren  Punkt  2  der  FlacTie  T",  sondern  aucli 
nocfi  fur  jeden  von  den  PmMen  <^±,  <^2;  ,  ^  verschiedenen  Begrenmngspunkt,  sobald 

man  0um  Zwecke  der  Bildung  von       -  die  Funktion  W  liber  em  diesen  BegrenzungspmTd 
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im  Lineui  entlttdtendes  Stud  de)  Begyenzung  ion  T"  lunubet  den  Gleicliungen  (S) 
eHtsp  ediend  tfctu/  fottsetzt,  und  es  stnd  ahdann,  ausselihefihcli  auf  Giund  iluet  Definition, 
die  Wette  de}  Dpncwteu  -^p  in  je  zwei  enttyteclienden  Begienzunytyunlten  &+,  cP~  in  de/ 

Weise  c&'kniqjft,  daft 

langs  a,(^--^-gj-, 


langs  c, 
langs  la 


dz    ' 
dW~ 


rff>  Function  W  dwell  Addition  eineit  willUuiiclien  Konstanten  C  ent- 
steliende  Funltion  W+  C  lesitzt  ebenfcdls  die  genannten  E^genschaften  und  ist  zuqleicli  die 
allgemeinste  denwtige  FmMion 

Erne  die  genannten  Eigensdiaften  lesitzende  FunUion  des  Punltes  0  von  T"  't,st 
inwnei  aticli  eine  Function  de>  Jcomplexen  Vetauderhchen  $  und  la/3t  Siclt  dementspi  ecliend  fut 
das  Greliet  ugend  eznes  von  den  Punlten  ^l?  £T^  ,  c?s  verscliiedencn  PunJctes  $  =  a  durcli 
eine  Reihe  von  dei  Fow 


darstellen  ,  wobei  die  c  von  0  unctblmngige  Gtopen  lezeidinen,  fw>   das  Geliet  des  Punktex 
(ff=i,2,    ,«)  dayegen,  dwell  erne  Eeihe  von  de)    Form 

&a  In  1  +       +       +     .  +       L  +  Cfl0  +  fol^ 


wobei,   ivie  sclion  lemerJct  wurde,   fur  o  =  1,2,       ,  q   #0  ==  js    ff,   fio   a  =  <j  +  1,  <j  +  2,  •     ;c9 
i 

8a=(8~a^)a  ist,  und  die  c  von  $  unabhangige  G-rofiew  lezetchnen 

In  dem  lesonderen  Falle,  wo  die  aufler  den  p  Faktoi  enpaaren  A,  B  noch  vo>  gegebenen 
Konstanten,  also  die  G-iopen  Q,  (£  und  die  m  wicu/entkehen  FaUotenpaaien  A,  B  geliongen 
Grofien  81,  sdmtlicli  den  Weft  Null  lesttzen,  wwd  dutch  ewe  willkiuliclie  Xonstanfe  C  (he 
allgemeinste,  die  genawnien  Eigenscliaften  lesdzende  Funlctton 


Siebenter  Absclinitt 
Anfstellung  der  allgemeinen  Fundamentalformel. 


1. 

Man  verstehe  unter  Al?  B^  A,,  B2]  ;  A^  Bf  und  A^  B^  A^  B2,  --,  Zf,  B^ 
zwei  Systeine  von  je  2j?  den  Modul  1  besitzenden  GroBen,  welche  durch  die  2j?  Eelationen 
ArA,=  l,  B,Bv=l,  »=i,2,  ,*,  verknupffc  sind,  unter  TTr=  W(z),  W=  W(z]  irgend  zwei 
Funktionen  der  komplexen  Veranderlichen  ^  von  der  im  Fundanientalsatz  beschnebenen 
Art,  von  denen  die  erste  die  p  GroBenpaare  A,,  Bv,  »=i,al  ,P,  die  zweite  die  p  GrOBen- 
paaie  At,  B^  1=1,2,  ,P,  als  Faktorenpaare  besitzt.  Das  Veihalten  dieser  Funktionen 
TIr,  TTrfar  den  Punkt  ePff  (0=1,3,  ,*)  sei  charaktensiert  durch  die  Funktionen 


-f  i      S«      &aa 

Z°         *„          *~a 

sodaB  fur  das  Gebiet  dieses  Punktes  die  Darstellungen: 


(B) 


^01 
*a 


bestehen,  wobei  fur  o  =  1,  2?  -  ,  q  00=  $  *ff,  fur  a  =  g  +  1,  %  +  2,  -  ,  5  #a=  (0— aff)*aist, 
die  c,  c  von  js  unabhangige  GroBen  bezeichnen,  und  die  Konstanten  S,  £  teilweise  oder 
auch  samtlich  den  Wert  Null  besitzen  konnen.  Was  die  hnearen  Gleichungen  betnfft, 
welche  das  Verhalten  der  Funktionen  W,  W  langs  der  Begrenzung  von  T"  charakteri- 
sieren,  so  sei  die  Bezeichnung  far  die  dann  aufier  den  Konstanten  A,  2?,  £,  A,  B,  fi 
noch  vorkommenden  Konstanten,  entsprechend  der  ina  Fundamentalsatz  angewandten 
Bezeichnung,  so  gewahlt,  daB 

P-R,  I  24 
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kngs  «,  <  !FT  =  A,  W~  +  8C,  ,         TF+  =  I,  TF'  + 

langs&,{TrT  =  ATr-  +  i&>7         TF+=5,TF-+ 

(S  )  *""  _  _  . 

langs  c  „  {  TT+  -      Wr~  +  (£„  ,         Tr+  =      TF~  + 

langsZ0{TF+-      TF-  +  2rtfS,,,    77+-      TT-+ 
ist.    Dabei  bestehen  zwischen  den  Konstanten  die  Beziehungen 

fS  .  ) 

Die  m  den  Gleichnngen  (E)  und  (S.)  auftretenden  Konstanten  der  Funktionen 
W,  W  sind  durch  eine  eigentumliclie  Relation  verknupft  Diese  Relation  soil  jetzt  ab- 
geleitet  werden  Zu  dem  Ende  beachte  man,  daB  das  uher  die  Begrenzung  ?fc  der 

schon  m  Art.  5  des  sechsten  Abschmttes  benutzten  einfach  zusammenhangenden  Flache  Tl 

+ 

in  positiver  Richtung  erstreckte  Integral  /  W-^-ds  den  Weit  Null  besitzt,  da  die  unter 

at      _. 
dem  Integralzeichen  stehende  Funktion   W-j—  der  komplexen  Veranderlichen  &  fur  jeden 

Punkt  der  Flache  T*  einwertig  und  stetig  ist,  und  daB  daher  die  Grleichung 


besteht.  Zerlegt  man  nun  das  auf  der  Imken  Seite  dieser  Qleichung  stehende  Integral 
in  die  den  einzelnen  Stucken  der  Begrenzung  91  entsprechenden  Teile  und  bezeichnet 
den  Komplex  der  auf  die  Schmtte  a,  6,  c,  1!  sich  beziehendcn  Integrale,  nachdem  man 
zuvor  noch  bei  jedem  dieser  Schmtte  die  auf  die  positive  und  die  auf  die  negative  Seito 
desselben  sich  beziehenden  Integraie  in  der  in  dem  eben  genannten  Artikel  beschnebenen 
Weise  vereimgt  hat?  mit  Jiy  den  Komplex  dei  auf  die  Kreislimen  /c'  sich  boziohonden 
Integraie  mit  e/2?  so  kann  man  die  vor  stehende  Gleichung  durch  die  Qleichuugen 


j|'  f 

OM1 


ersetzen,  und  man  erhalt  dann  die  erwahnte  Relation,  indem  man  die  einzelnon  Into- 
grationen  ausfuhrt  und  die  so  fur  J19  Js  sich  ergebenden  Ausdrucke  in  die  Glcichung 
t7x  +  J2  =  0  eintragt. 


Aufstellung  dpr  allgememen  Fundamentalformel 


1ST 


Um  die  mit  J±  bezeichnete  Integralsmnnie,  bei  der  dW~^c^j~^f\ 
ist,  auszuwerten,  beachte  man,  dafi  fur  v  —  1,  2,       ,  j>,  o  =  1,  2,      ,5 

langs  a,  [  TF^^TT^  =  TT'-r/TT-  -  K^TT*, 
langs  &,{  TF^^TF4--  Tr-r/TT'-r  ! 
langs  c,  [  TF 


ist,  und  reduziere  mit  Hilfe  dieser  Relationen  die  zwischen  den  geschweiffcen  Klainmern 
stehenden  Ausdrucke.     Man  erhalt  dann  fur  J^  zunachst  die  Gleichung: 


1=1 


Sy  CdW- 

1 


und  schliefihch,  indem  man  die  mit  Hilfe  der  Belationen  (S)  sich  ergebenden  Gleichungen: 


—  bei  denen  m/a  den  der  Lime  ^/a  und  der  negativen  Seite 
des  Schnittes  l,a,  uya  den  der  Lime  H,a  und  der  positiven 
Seite  des  Schnittes  l,a  gememsam  angehorigen  Punkt  der 
Begrenzung  3ft  von  T*  bezeichnet  (s  Fig.  19),  und  die  fur 
v~=<p,  a  =  s  auffcretenden  Zeichen  !^+1,  14+1  als  gleichbedeutend 
mit  den  Zeichen  I1?  lx  beziehungsweise  anzusehen  sind  — 
benutzt  und  die  unter  (S')  stehenden  Relationen: 


beriicksichtigt,  die  Gleichung. 


Siebentei   Abschnitt 


0=1  0=1 

Um  die  mit  J"9  bezeichnete  Integralsumme,  bei  der  dW=*-fadss  ist,  auszuwerten, 
beachte  man,  daB  die  samtlichen  Punkte  dor  Kreislinie  l'a  dem  Gebiete  des  Punktes  c/^ 
angehoren,  und  daB  daher  fur  jeden  Punkt  der  yon  mfl  bis  ntf  sich  erstieckenden 
Integrationskurve  X'0  die  aus  den  zu  Anfang  dieses  Artikels  angeschnebenen  GHeichungen  (R) 
folgenden  Grleichungen; 


dW 


bestehen,   bilde  alsdann   anf  Grand  dieser  Gleichungen  durch  Multiplikation   cler   auf 
ihren  rechten  Seiten  stehenden  Eeihen  die  Gleichung: 


cm  ?rc>  sno 

__        ffl  I          ff8  4-  4.         r' S 

^ff      ^^or  ^  «ff  8<J 

bei  der  speziell: 


ist,  multipliziere  sie  mit  d#0  =-j£d#  ^^d  mtegnere  uber  die  Kurve  k'a  vom  Punkte  ma 

bis  zum  Punkte  n^    Man  erhalt  dann?  indem  man  beachtet,  da6  fur  jede  von  —  1  ver- 

+  t 

schiedene  ganze  Zahl  n  C^d0a^  0  ist,  dafi  dagegen  J^^d^=  —  2m  ist,  die  Gleichung. 


und  weiter  aus  dieser  die  Gleichung: 

(i.) 


Auf  das  rechts  stehende  Integral  wende  man  nun  das  Verfahren  der  teilweisen  Integration 
an     Es  ergibt  sich  dann,  wenn  man  noch  die  Differenz  Flt<i—  Fm<r  der  Werte,  die  einer 
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Funktion  F  von  z  in   den  Punkten  n0  uncl  mff  zukonnnen,   nut  \Ff"   bezeiclmet,   die 

m    •   i  '        ljttT 

Grleicnung. 


und  e&  1st  jetzt  noch  das  aufjdirer  rechten  Seite  stehende  Integral  auszuweiten     Nun 
erhalt  man  aber,  wenn  man  W  durch  die  unter  ffi)  angeschriebene,   die  Funktion  TT 

fur  jeden  Punkt  der  Integiationskurve  l'a  darstellende  Eeilie  ersetzt  und  die  Integration 

+ 

unter  Beachtung  des  oben  uber  das  Integral  f?0dza  Bemerkten  ausfahrt,  die  Gleichung: 


(3.) 

Addiert  man  jetzt  die  Grleichungen  (1.),  (2),  (3),  so  erhalt  man  die  Grleichting 
(4)  /TTdTT-2, 


und  schlieBhch,  indem  man  die  ersten  beiden  auf  ihrer  rechten  Seite  stehenden  Aus- 
drucke  mit  Hilfe  der  Eelationen. 


reduziert  und  9Wal  durch  den  ihm  entsprechenden  schon  fruher  aufgestellten  Ausdmck 
ersetzt,  die  Gleichung. 


(5.)      / 


_ 

WdW  . 


Damit  ist  aber  auch  <72  ausgewertet,   denn  man  erhalt  durch  Addition  der  s  aus  der 
letzten  Gleichung  fur  a  =  1,  2,       ,  s  hervorgehenden  Gleichungen  unmittelbar. 


Die  so  fur  J"1?  J^  gewonnenen  Ausdrucke  trage  man  nun  in  die  Gleichung 
J"x+  J"2  =  0  ein  Man  erhalt  dann  die  zu  Anfang  dieses  Artikels  erwalmte,  zwischen 
den  Konstanten  der  Funktionen  TT,  W  bestehende  Eelation  dargestellt  durch  die  folgende 
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FtuHlameutalforinel. 

y  {  A,  H,  »,-  B,  33,  if,-  a,  33  -  2i,)  e,  }  +5*e,  re, 


=  1  (7  =  1    «  =  1 


2. 

Der  auf  der  rechten  Seite  cler  soeben  gewonnenen  Forniel  hinter  dem  ersten 
Summenzeichen  stehende,  dem  Index  v  entsprechende  Ausdruck. 

®f  -  27  8t^7  -  5f  SMC,  -  (2,  S7  +  IT)  «, 

reduziert  sich  in  dem  Falle,  wo  A,,  Bv  em  uneigentliches  Faktorenpaar,  also  -4V=-1, 
JBV=1  und  folglich  ©,  «-  0  1st,  anf  den  einfacheren  Ausdruck  8tvS5»—  S9r8tr.  In  dem 
Falle  dagegen,  wo  ^,  B,  em  eigentlich.es  Faktorenpaar  ist,  kann  dem  in  Eede  stehenden 
Ausdruck  auf  folgende  Weise  eine  fur  die  spatere  Verweudung  der  Formel  geeignetere 
Gestalt  gegeben  werden 

Man  beachte,  daB  in  dem  Falle,  wo  A,9  B,  ein  eigentliches  Faktorenpaar  ist, 
also  A,,,  Bv  mcht  beide  den  Wert  1  besitzen,  die  Grofieupaare  2(,7  S5V;  Slv,  SBV  mit  den 
GroBen  ©rl  Kv  beziehungsweise  durch  die  im  vorhergehenden  Artikel  unter  (S'.)  auf- 
gefuhrten  Gleichungen: 


verknupffc  smd,  und  dafi  em  jedes  diesen  Gleichungen  genugende  Grofiensjstem  21,  ,  §BV, 
2tv^  35rj  wenn  man  unter  Dv,  Dv  die  im  vorliegenden  Falle  stets  von  Null  verschiedenen 
GroBen: 


versteht,  m  die  durch  die  Gleichungen: 


bestimmte  Form  bei  passender  Wahl   der  Konstanten  K»  Kv  gebracht   werden  kann. 
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Fukrt   man   nun   mit  Hilfe   dieser  llleichungen   die  Grufien  A",  K,  in  den  mit  $„  be- 
zeielmeten  Ausdruck  ein,  so  erhalt  man 


und  man  gelangt  so  scliliefilich,  wenn  man  nock  an  Stelle  der  Konstanten  J5T,,  A",  neue 
Konstanten  &,  ,  &,  vennittels  der  Q-leichungen 


einfdhrt;  zn  der  Gleichung: 


Das  so  erhaltene  Eesultat  lafit  sich  nun  in  folgender  TTeise  aussprechen: 

..Bringt  man   hi   dem   Falle,    no  Av,  B,    em  etyentliclies  Faktorenjjaa*    ist,  die 
Bedingungnt  ('S^.)  genngenden   Groj3en  St,,  SB0  St,,  SB,  in  die  dwell  die  Gleicliungex  , 

S[,,r  i+a-^ 


lestimmte  Form  und  fulirt  dtese  Ausdrucke  ^n  den  ersten  mit  ©,  lemclmeten  Ausdruck  ein, 
so  erhalt  man  die  Grleiclmng: 

-      -         - 


3. 

Die  in  der  Fundamentalformel  vorkommenden,  zu  deim  Zahi  o  gehorigen  Kon- 
stanten ca0,  cal,  •  ,  cama,  ca0,  cai,  •  ,  ~cama  treten  ihrer  Definition  gemafi  als  Koeffizienten 
von  Potenzreihen  auf;  es  bestehen  namlicb.  auf  Grand  der  Gtleichungen  (E.)  des  Art  1 
far  einen  beliebigen  dem  Gebiet  des  Punktes  &„  angehorigen  Punkt  ^  die  Darstellungen: 


wobeifiir 


ly^  SitWtei   ALsciinitt      AuJ&telliiUfci   dei   allgememeii  Fundainentaltoiiriel 

also  ^  =  «r,-^;,  und  nach  fiuherem  der  Fall  nit  lit  ausge&chlossen  ist,  daB  die  GroBen 
2,  2  teihveise  odei  auch  sainthch  den  Wert  Xull  besitzen  Infolgedessen  kann  man 
die  Konstanten  <.„„.  ^^  -k>0^  duich  die  Werte,  welche  die  nach  ^  genoinmenen  Deimerten 
dei  vorher  tur  emen  behebigen  deni  Gebiet  des  Punktes  a/i  angehongen  Punkt  ^  definierten 
Funktionen /T0^),  >Tri(^«  iur  den  Punkt  ^  oder,  was  dasselbe,  fui  J0=0  besitzen,  aus- 
diucken.  Es  eri>ibt  sich  namlich  unraittelbar1 


wobei  der  angeliangte  Index  0  andeuten  soil,  daB  der  Grenzwert  der  zwischen  den  runden 
Klammern  stehenden  nten  Denvierten  fur  lira  £0  =  0  zu  nehmen  ist  Unteischeidet  man 
jetzt  den  Fall,  wo  a  eine  Zalil  aus  der  Reihe  1,  2,  •  ,  q  ist,  yon  dem  Fall,  wo  a  erne 
Zahl  aus  der  Reihe  q  +  1,  q  +  2,  ,  s  ist,  so  kann  man  m  den  eben  gewonnenen 
Formeln,  auf  Grund  der  vorher  far  die  beiden  Falle  angefohrten,  zwischen  £  und  ±0 
bestehenden  Beziehung,  die  GioBe  £  durch  die  Grofie  £ff  ausdiucken,  also 


i  9  Q       ,,  __. 

1,2,3,      ,2          ^-=  (  )'        I   ,z,-       "  V 


setzen,  und  man  erhalt  dann  schliefilich 
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cu CD          Sit  _       cr 

ex  ~~  cy  '       cy  ~~      ex 


Journal  fur  die  reine  uncl  angewandte  Mathematit,  Bd  70,  Seite  354=— 362 

Mit  der  Integiation  cles  obigen  Systems  von  Differentialgleichimgen,  unter 
Zugrundelegung  \  on  charaktenstischen  Gfrenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen,  beschaffcigen 
sich  die  beiden  Arbeiten  yon  Riemann*  ,,6r/  undlageu  fur  eine  allytmeine  Tlieorie  (let 
Functionen  euiet  veianderliclien  comply  en  Grosse  1851  und  *,Tlieone  (let  AMschen  Func- 
tionen  1857".  Die  in  der  erstem  Arbeit  begonnenen  Untersuchungen  uber  die  Integration 
des  obigen  Systems  hat  Riemann  in  der  zweiten  Arbeit  ausgedehnt  auf  eine  allenthalben 
^blattrige,  zusammenhangende,  unbegrenzte,  geschlossene  Flache  I  mit  einer  endlichen 
Anzahl  beliebig  gelegener  Verzweigungspunkte,  ans  der  mit  Hulfe  von  *2p  Querschmtten 
eine  emfach  zusammenhangende  Flache  T'  gebildet  wird  Als  ein  grossartiges  Eesultat 
dieser  letzteren  Untersuchungen  ergab  sich  die  Erkenntniss,  dass  zu  jeder  graphisch 
willkurlich  gewahlten  Flache  T  immer  eine  Gruppe  sogenannter  AMscher,  in  der  Flache 
T1  oder  T"  (s  w.  u.  art.  2j  einwerthiger  Integrate  existirt,  und  ferner,  dass  eben  diese 
Abehchen  Integiale  solche  Functionen  u  +  in  von  a1  und  y  sind,  dass  dieselben  durch 
die  Bedingung,  den  obigen  Differentialgleichungen  zu  genugen,  und  durch  passend  ge- 
wahlte,  von  einander  unabhangige  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen  vollsfcmdig 
bestimmt  werden  konnen 

Nach  diesen  Entdeckungen  Rtemanns  lag  es  nahe,  einen  weitern  Fortschritt  in 
der  Functionenlehre  von  der  Theone  der  partiellen  Differentialgleichungen  aus,  als  dem 
Centrum  der  bisherigen  Untersuchungen,  zu  erwarten.  Gelange  es,  das  obige  System 
unter  Zugrundelegung  neuer  charaktenstischer  Gtrenzbedingungen  zu  integriren,  so  wurde 
das  Eesultat  die  Entdeckung  und  die  Erkenntniss  neuer  Gruppen  von  Functionen  der 
complexen  Variable  %  +  y^  sein.  Dass  dieser  Versuch  bis  jetzt  nicht  gemacht  wurde, 
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mag  theih\eise  wohl  semen  Grand  haben  in  gewissen,  clei  jungsten  Zeit  angehongen 
Bestrebungen,  die  emfachen,  weil  natnrgema^sen  ilethoden  Rtrmnnts  duich  complicate, 
vielfachen  Ausnahniefallen  unterworfene,  algebraische  zu  eisetzen  Dadurch  traten  andere 
Probleme  m  den  Vordeigrund,  die  von  rler  ursprunglichen,  von  Eiemami  emgeschlagenen 
Richtung  nui  zu  frahe  abzulenken  geeignet  waren.  Em  Yeisuch  von  Eocli  in  der 
Arbeit  ,,De  flieoieniate  quodaw  tuca  functioned  alelianas  i6'6'3".  die  obigen  Differential- 
gleichungen  unter  Fixirung  nenei  Grenzbedingungen  zu  behandeln,  muss  als  verfehlt 
betrachtet  werden,  da  namenthch  nothwendige  Relationen  zwischen  den  in  die  Grenz- 
bedingungen  emzufuhrenden  Constanten  ubersehen  warden,  doch  lasst  sich  auch  dieser 
Fall  noch  mit  Hulfe  der  von  Eiemann  geschaffenen  Methoden  vollstandig  behandeln 

Betrachtet  man  nun  genauer  die  bis  jetzt  bekannten  Falle,  in  denen  es  gelungen 
1st,  das  obige  System  von  Differentialgleichungen  zu  mtegnren,  so  eikennt  man  leicht, 
dass  in  jedem  dieser  Falle  die  Grenzbedingungen  so  gewahlt  sind,  dass  die  Losung  der 
Aufgabe  von  der  Integration  einer  einzigen  partiellen  Differentialgleichung,  der  Gleichung 
£!i*  +  £!^=:0?  abhtogig  gemacht  werden  kann,  und  dass  diese  Erschemung  dann  ihren 
Grund  hat,  dass  die  Grenzbedingungen  u  allein  enthalten  In  Folge  dessen  erscheint 
die  Function  u  fur  sich  bestimmbar,  und  nachdem  u  gefunden,  lafit  sich  in  jedem 
Falle  die  zugehorige  Function  v  durch  ein  einfaches,  u  enthaltendes  Integral  ausdrucken. 
Man  erkennt  weiter,  dass  es  unmoglich  ist,  auf  diese  einfache  Form  das  Problem 
zu  reduciren,  wenn  die  Grenzbedingungen  u  und  v  untiennbar  enthalten,  und  auch, 
dass  die  von  Eiemann  angewandten  Methoden  fur  die  Behandlung  solcher  Falle  nicht 
mehr  ausreichen 

Mehrjahrige  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  Functionenlehre,  die  jetzt 
vollstandig  abgeschlos&en  vor  mn  liegen  und  in  ihrer  Gesammtheit  in  kurzer  Zeit  ver- 
offentlicht  werden  sollen,  haben  mich  nun  in  den  Stand  gesetzt,  unter  Anwendung  neuer 
Methoden  das  obige  System  von  Differentialgleichungen  auch  m  solchen  Fallen  zu 
integriren,  wo  die  Grenzbedingungen  u  und  v  untrennbar  enthalten  Die  folgende  kurze 
Notiz  hat  den  Zweck,  vorlaufig  nur  em  Eesultat  dieser  meiner  Untersuchungen  zur 
allgemeinen  Eenntmss  zu  bringen,  das  mir  aus  dem  Grunde  schon  jetzt  erner  Mit- 
theilung  nicht  unwerth  erscheint,  weil  es  zeigt,  dass  die,  zu  jeder  Flache  T  existirenden 
sogenannten  Abefachen  Integrale,  deren  Verhalten  an  der  Begrenzung  der  aus  T  zu 
bildenden  Flache  T'  oder  T"  dadurch  charaktensirt  ist,  dass  sie,  in  T'  oder  T"  em- 
werthig,  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte  urn  Constante,  Periodicitatsmodulen  ge- 
nannt,  zunehrnen,  nur  specielle  Falle  smd  aus  einer  grossen  Klasse  allgemeinerer 
Functionen  u  +  v^  der  complexen  Variable  %  +  y^,  die  ebenfalls  wie  die  sogenannten 
Jl&efechen  Integrale,  m  I1  oder  T"  einwerthig,  durch  von  einander  unabhangige  Grenz- 
und  Unstetigkeitsbedingungen  vollsttodig  bestimmt  werden  konnen,  und  deren  Yerhalten 
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an    der   Begrenzung    der    Flache    T   oder    T"    rich    kurz    daliln    charakteri«iren  las-t, 

dass   sie   beim   Ueberschreiten   der  Querschmtte  in  lineare  Ausdrucke  von  sich  selbst 
uhergehen. 


1. 

Die  complexe  Grosse  z  =  jc  —  yi  denke  man  sich  uach  der  Gaussschen  ilethode 
vertreten  durch  den  Pnnkt  einer  unbegrenzten,  im  Unendlichen  geschlossenen  Ebene, 
dessen  rechtwinklige  Coordinaten  z\  y  sind  In  dieser  Z-Ebene  denke  man  sich  eine 
allenthalben  >?fach  ausgebreitete,  unbegrenzte,  im  Unendlichen  als  geschlossen  zu  be- 
trachtende,  zusammenhangende  Flache  T  nut  einer  endlichen  Anzahl  beliebig  gelegener 
Verzweigungspunkte  graphisch  willkurlich  angenommen  Einem  jeden  Punkte  der 
Flache  T  entspricht  dann  ein  nnd  nnr  ein  Werthepaar  x,  y,  umgekehrt  aber  entsprechen 
jedem  Werthepaare  JL\  y  im  allgemeinen  n  uberemanderliegende  Punkte  der  Flache  T, 
und  zwar  einer  in  jedem  Blatte  1st  w  die  Anzahl  der  einfachen  Verzweigungspunkte 
dieser  n  blattrigen,  unbegrenzten,  geschlossenen  Flache,  2#  +  l  dieZahl,  die  den  Zusammen- 
hang  der  Flache  angiebt,  so  hat  man  stets  «r  =  2  (p +  «  —  !),  2^;  =  w  —  2n  +  2  fcf.  j?z>- 
mann  A.  F.  7.  pag.  39)  Der  specielle  Fall  tv  =  '2n  —  2,  p  =  0  bleibe  im  Folgenden  aus- 
geschlossen  Die  2jj  + 1  fach  znsaminenhangende  Flache  Tkann  dann  auf  die  verscMedensten 
Weisen  durch  2p  Querschmtte  in  erne  emfach  zusammenhangende  Flache  T  zerlegt 
werden.  Als  die,  fur  die  weiteren  Betrachtungen  passendste  Zerschneidung  hat  sich  die 
folgende  ergeben 

Man  zerlege  zunachst  in  der  Weise,  wie  es  Etemann  (A.  F  19  pag.  43)  angegeben, 
die  Flache  T  in  eine  einfach  zusammenhangende  durch  em,  nut  all  semen  Theilen  im 
Endlichen  liegendes  Schnittnetz,  welches  aus  p  Paaren  von  zwei,  in  einem  und  dem- 
selben  Punkte  anfangenden  und  endenden  Schmtten  altb^"  *av,b},  -\a^~bp  besteht 
und  aus  p  —  1  Schnitten  q,  c2,  -,  cp_l9  welche  die  emzelnen  Paare  in  der  Weise  ver- 
bmden,  dass  allgemein  c,  von  einem  Punkte  von  &7  nach  einem  Punkte  von  aj+1  geht. 
Betrachtet  man  die  beiden  Seiten  eines  jeden  Schnittes  a,  &?  c  als  zur  Begrenzung  der, 
durch  diese  Zerschneidung  aus  T  entstandenen  einfach  znsammenhangenden  Flache 
gehorig,  so  besteht  diese  Begrenzung  aus  mnem,  Stucke,  und  dieselbe  wird  positiv  durch- 
laufen,  wenn  dabei  m  jedem  Punkte  die  Richtung  des  Fortschreitens  zu  der  Richtung 
der  nach  dem  Innern  des  anstossenden  Flachenteiles  ziehbaren  Normale  in  derselben 
Beziehung  steht  wie  die  Eichtung  der  X-Axe  zur  Eichtung  der  Y- Axe.  Diese  Bichtung 
markire  man  langs  der  Begrenzung  durch  Pfeile.  Bei  den  Schnitten  a,  6  unterscheide 
man  eine  positive  und  negative  Seite,  und  zwar  wahle  man  die  Bezeichnung  so,  dass 
man,  auf  der  positiven  Seite  von  av  in  der  Eichtung  der  Pfeile  (ohne  Eucksicht  auf 
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den  etwa  einmundenden  Srhnitt  c,.j  sich  foitbewegend,  von  der  negativen  Seite  von  6, 
auf  die  positive  Seite  von  I,  gefukrt  wircl  und  folglich,  auf  der  positiven  Seite  von  &, 
in  der  Richtung  der  Pfeile  fohne  Bucksicht  auf  den  etvra  emmundenden  Schmtt  c,)  sich 
fortbewegend,  von  dei  positiven  Seite  von  a,  auf  die  negative  Seite  von  a,  gelangt. 
Dies  ist  stets  ausfuhibar,  und  man  kann  immer,  entweder  bei  at  oder  bei  6,  zuerst  die 
Bezeichnung  willkurlich  wahlen 

Man  nehme  dann  die  p-l  Schnitte  r1?  r2,  ,  cp.i  weg  und  ersetze  sie  durch  p 
neue  Schmttlinien  c19  ca,  ,  0,,  die  man  von  einem  willkurlich  gewahlten,  im  Endlichen 
liegenden  Punkte  n  der  Flache  in  der  Weise  zieht,  dass  allgemem  c,  vom  Punkte  JT 
nach  dem  gemeinschaftlichen  Anfangs-  und  Endpunkte  der  Schnitte  a, ,  6,  fuhrt  und  dort 
auf  der  positiven  Seite  von  a,  wie  von  6,  miindet  Die  Linie  cv  soil  wahrend  ihres 
Laufes  weder  sich  selbst.  noch  irgend  eine  andere  der  Linien  a,  1),  c  schneiden  oder 
beruhren.  Beide  Seiten  eines  Schmttes  cv  betrachte  man  als  zur  Begrenzung  gehong, 
und  bezeichne  allgemein  bei  dem  Schnitte  cv,  vom  Punkte  n  aus  gesehen,  die  rechte 
Seite  als  positive,  die  linke  als  negative.  Bei  dieser  Art  der  Bezeichnung  fuhrt  ein 
Durchlaufen  des,  von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  und  &T  gebildeten  Theiles  der 
Begrenzung  in  der  Richtung  der  Pfeile  stets  von  der  negativen  Seite  des  Schmttes  cr 
auf  die  positive  Seite  von  c,.  Die  Schnitte  a,  I  bilden  dann  mit  diesen  Schmtten 
GI,  <?2,  ,  Cp  auch  ein  Schnittnetz,  welches  die  2^  +  lfach  zusainmenhangende  Flache  T 
in  eine  einfach  zusammenhangende  Flache  zeiiegt  Diese  Art  der  Zerschneidung  soil 
den  folgenden  Betrachtungen  zu  Gtrunde  gelegt,  und  die  dadurch  aus  T  entstehende, 
von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  &,  c  begrenzte,  einfach  zusammenhangende  Flache 
fortan  als  Flache  T1  bezeichnet  werden.  Es  erscheint  mcht  uberflussig,  zu  bemerken, 
dass  man  dieses  neue  Schnittnetz  aus  dem  ursprunghchen  auch  durch  einfache  Dehnungen 
der  Schnitte  c1?  cs,  ,  cj}_l,  verbunden  mit  Verschiebungen  ihrer  Mundungspunkte  auf 
den  Schmtten  a,  I  erhalten  kann 

2. 

In  der  Flache  T'  fixire  man  beliebig  r  Punkte  ^,  ,  e(l,  ,  e,,  und  bilde  aus 
der  Flache  Tr  eine  neue  Flache,  mdem  man  von  dem  fraher  angenommenen  Punkte  n, 
in  welchem  die  sammtlichen  Schnitte  c  zusammenstossen,  durch  das  Innere  der  Flache  Tr 
r,  emander  und  auch  sich  selbst  mcht  schneidende  Linien  I  nach  den  r  Punkten  e  zieht, 
allgemein  nach  ^  die  Lime  lg.  Eine  jede  solche  Linie  lq  fasse  man  als  einen  Schmtt 
in  der  Flache  T9  auf,  und  bezeichne,  voin  Punkte  n  aus  gesehen,  die  rechte  Seite  eines 
solchen  Schmttes  als  positive,  die  linke  als  negative  Die  auf  diese  Weise,  durch  Em- 
fuhrung  der  r  Schnitte  I  aus  der  Flache  T'  entstehende,  von  den  beiden  Seiten  der 
Schnitte  a,  &,  c,  I  begrenzte,  einfach  zusammenhangende  Flache  bezeichne  man  als 
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Flache  J".  In  der  Begrenzimg  dieter  Fkdie  J"  nenne  man  ent^prechende  Punkte 
ilberhaupt  je  z\vei.  denen  dasselhe  Coordinatenpaai  j,y  zukommt,  und  die  sich  nur 
dadurch  unterscheiden,  dass  der  erne  auf  dei  posmven,  der  andere  auf  der  negativen 
Seite  eines  Schnittes  a*l,  c  oder  I  liegt 

Bezeichnet   man    die   rechtwmkligen  Coordinaten   des  Punktes  su   in  Bezug  auf 
das  gew&hlte  Axensystern   durch  JL^  y^   setzt  x^y^t^z^   und  veisteht   unter  >?  ent- 

T- 
weder  den  Ansdruck  2  —  2,J9   oder  den  Ausdruck  't  —  g  \l ,  oder  den  Ausdruck  -i,   oder 

endhch  den  Ausdi'uck  (-r)\  jenachdem  der  Punkt  s^  entweder  iin  Endhchen  liegt  und 

kein  Terzweigungspnnkt  ist,  oder  nn  Endlichen  liegt  und  ein  v  —  1  tacherTeizweigungs- 
punkt  ist?  oder  im  Unendlichen  hegt  und  kein  Yerz^veigungspiinkt  ist,  oder  endhch  im 
TJnendhchen  liegt  und  ein  v  —  1  facher  Verzweigungspunkt  ist:  so  wird  /•  in  der  Um- 
gebung  des  Punktes  e9  eine  einwerthige  und  stetige  Function  des  Ortes  sein,  die  im 
Punkte  s9  unendhch  klein  von  der  ersten  Ordnung  ( O1;  wird  (E.  A.  F  2.  fag  17 j.  Be- 
zeichnet man  dann  ferner  durch  <(  emen  endhchen  Ausdruck  von  der  Form 


wo  LQ,  Lf,  Lf,  -  willkurliche  Constante  bedeuten,  die  auch  theilweise  den  Wert  Xull 
haben  konnen,  so  wird  die  Function  <^  (;><>)  m  der  Umgebung  des  Punktes  ep,  wenn  2 
den  Schnitt  lg  nicht  flberschreitet,  einwerthig  sem  im  Punkte  ^  unstetig  werden  in  der, 
durch  den  Ausdruck  <p  bestinunten  Art,  und  in  den  Punkten  auf  der  positiven  Seite 
des,  in  die  Umgebung  des  Punktes  e9  hineinfallenden  Stuckes  des  Schnittes  l^  um  die 
Constante  —  2mL^  grosser  sem  als  m  den  entsprechenden  Punkten  auf  der  negativen 
Seite.  Einem  jeden  der  r  Punkte  ^  ordne  man  nun  eine  solche  Funktion  g>9(r^  zu, 
ohne  damit  etwa  spater  zu  treffenden  Bestinimungen  uber  die  Constanten  L  vorzugreifen. 

3. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  lasst  sich  das,  in  der  Einleitung  erwahnte  Eesultat 
folgendermassen  aussprechen: 

y.Nimmt  man,  den  %p  Schnitten  ar,bv  (y  =  l,2,  ,p)  entsprechend ,  2p  constante 
Grossen  A,,  Bv  (i/=*l,2,  ,p),  die  sdmmtlick  den  Moduli  besitzen,  w^UMrlich  an:  nennt, 
mt  RticJcsicht  auf  Folgendes,  A,,  Bv  em  Factorenpaar  der  ersten  Art}  wenn  nicht  l&ide 
Grossen  Av,  Bv  den  WertJi  1  haben,  dagegen  ein  Factorenpaar  der  zw&iten  Arty  wenn  leide 
Grossen  gleich  1  sind  nimmt  fernei  m  jedem  Factorenpaare  Av,  B,  eine  Grosse  dy  an: 
der  en  Werfh  behebig  gewahlt  werden  darf,  wenn  A,,  Bv  ein  Factorenpaar  der  ersten  Art  ist, 
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WntJi  (laytf/tH  XtdJ  bttti  soil,  tienn  A,  H,  em  Fadorenjjaat  der  zueiten  Art  ist  . 
tttmmt  tttdltL.lt.  tfioft  fin  emeu  iMtleji  v  die  diet  friussen  A,,  J5,,  J}  die  YFettlie  \,  1,  0  resp 
habeit*  noch  cine  tteite  Giosse  A(  mlRurlicli  an,  tuid  legt  dru  >.  in  den  oben  angenommenen 
Ausdiat'ken  <f±,  (f^  </,  cuiLotninetideu  Constanten  L1,  L^  L,  suldte  Wettlte  zu,  dass 
de*  G-letdnuiy 


(J  =  l  V  -  1 

yeleistet  uud,  wain  end  die  Weitlie  (hi  nocli  ulngen  Constanten  in  den  Ausdtucken  (p 
kemen  Besctu  cmlmgen  unterliegen  sollen  und  vollstandig  nittkwhch  gewalilt  werden  mogen; 
so  ewstut  211  der  Flachc  T"  unmet  eine  complexe  Function  u  +  vi  der  Coordinates  &,  y 
mit  folgenden  Eigenscliaften. 

1}   Die  Function  u  +  ui  ist  eine  in  dei   Flaclie  T"  allentlialben  einwe)  tinge,  und  mit  AMS- 
nalime  det  Punlte  sly  e2,       ,  et  aucli  stetige  Function  des  Ottes  oder  Pmiktes  %,  y,  die 

in  det  ganzen  Flaclie  T"  den  Lifte*  eiitialyleiclmngen  j^  =  j~,  ^T==~J£  9®w>gt. 
2)    Fu)  die  )   Piuikte  e±,  e2;       ,  a,  mid  diese  Function  dei   complexen  Variable  x  +  yt  un- 
stetiy,  und  ZULU  allgemeiu  fu>  den  PtmU  SQ  unstetig  in  det,  durcli  den  Ausdruck 


anyegelenen  Art,  so  dass  die  Different  (u+vi)  —  y(l(^}  fur  den  Punkt  ^  stetig  lleiU. 
3)  Die,  Weitlie  von  u  +  vi  m  je  zwei  entspveclienden  PunUen  auf  der  positiven  und  nega- 
tiven  Seite  der,  von  den  leiden  Seiten  de)  Sclmitte  a,b,  c,l  gebildeten  Begrenzung  der 
FUclie  T",  die  man  dwelt  (u  +  vi}+  und  (u  +  vi)~  lezeiclme,  smd  in  dei  Weise  ver- 
knupft,  dass  allgemein 

langs  av{(u 

langs 

langs  cv{(u  +  ?n)+ 

langs 


fw  v  =  1,  2,      ,_p;  ^  =  1,  2,      ,  r,  wdbei  zwisclien  den  5p  Constanten  A,,  Bv, 
B'v  (v  =.  1,  2,  -    ,  p)  die  p  Eelatwnen 


fur  v  =  1,2,      ,  p  stattfinden. 

4)  Dwell  die  lis  yetzt  erwalmten  Eigenscliaften  (immer  mit  RucMclit  auf  die  vorher  ge- 
macliten  AnnaJimen,  wonach  also  die  Wertlie  der  sammtlichen  Constanten  A,  B,  4,  L, 
L(1\  i(2);  festgelegt  sind,  und  ausserdem  nocli  die  Weitlie  all  der  Constanten  Av,  die 


Zur  Integiation  der  irleich/euigen  Differentialgleichungen  7^  =  7^  77  ^"T^ 

<?«   Indtcrs  v  geJtonn     ftu    <lte  A,,  Bv,  J>  =  L  1.  0  tes2*j    /*/   r?^  Function  u  —  ti  Its 
auf  tine  addittte  atlRioltclic  Convict  itte  lestunnit^ 
Man  bemerke,  da&s  clie  y  —  1  Relationen: 


die  zwischen  den  5^-f  >,  in  den  Grenzbedmgungen  3;  auftretenden  Constanten  statt- 
finden,  nicht  den  Charakter  von  Beschrankungen  haben,  sondern  aus  der  Einweithigkeit 
der  Function  it  +  it  allein  schon  nothwendig  folgen  Smd  alle  p  Facto  venpaare  A^  Bv 
von  der  zweiten  Art,  so  ergiebt  sich  ^7i?-=0  (cf  R.  A.  F.  3  pay.  19).  Das  unter  4) 
enthaltene  Resnltat  lasst  sich  auch.  folgendennassen  aussprechen 

,,Eme  tn  de>  Flaclie  T  (die  die  Scltnitte  I  mclit  enftialt)  allentlidlen  emuertlnge 
und  stetige  Function  u  +  ti  der  complexen  Vanalle  x  +  yi,  do  en  We)flie  in  je  zuei  ent- 
sptetlienden  Punlten  auf  der  positiien  und  neycdiven  Seite  der,  von  den  leiden  Seiten  der 
StJtnitte  <7,  I,  c  gelildeten  Beytenzung  de>  Flattie  Tr  tn  der  Weise  tetkmijjft  sind,  dass  all- 
yemeht  (ftu  r  =  l,2.  •  ,  p) 

lanys  a,  {(u  +  c  if  =  Av  (it  +  v  i)~~  +  A[  , 
langs  bt  {  (u  +  v  i)+  =  B%(u+  ui)-  +  B'v  , 
langs  cv 


^st  immei  erne  Constante,  itenn  nur  die  *2_p  Gtossen  A>,  Bv  sammtlicli  den  Moduli  lesitzen, 
und  fetner  con  den  %p  ubtigen  Constanten  A'l9  B\  all  die  Constanten  Av,  die  zu  Indices  v 
geJioten,  fur  die  yleiclizeitig  A,  =  l?  B%=1  ist,  den  Wett  Null  lialen^ 

Durch  diese  Eesultate  memer  Untersuchungen  erschemt  nun  anch  die  Theone 
dieser  merkwurdigen  transcendenten  Functionen  u  +  vi  auf  erne,  von  der  Ausdrucksform 
unabhangige,  keinen  Ausnahinefallen  unterwoifene  Q-rundlage  gestutzt  Nennt  man  von 
den  unzahlig  vielen  Functionen  u  +  vi  der  coniplesen  Variable  x  +  y^,  deren  Existenz 
mi  Yorigen  ausgesprochen  wurde,  zu  derselben  Gruppe  gehorig  alle  diejenigen,  fur  die 
die  2p  Constanten  A,,  B,  dieselben  sind,  und  bezeichnet  eme  solche  Gruppe  durch  das 

Symbol  f^11^'  1^f>),  Gruppencharakteristik  genannt,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die 
Gesammtheit  der,  zu  der  Flache  T'  gehongen  sogenannten  Abelschen  Integrale  die 
Gruppe  (J'J1  'J)  bildet.  Diese  specielle,  von  Btemam  untersuchte  Gruppe  nimmt  zu 

\1  »    •*•  T  I    •*•/ 

den  ubrigen  Gruppen  gleichsam  eine  Ausnahmestellung  dadurch.  ein,  dass  von  den  zu 
ihr  gehorigen  allenthalben  endlichen  Functionen  eine  jede  sich  durch  je  p  specielle 
dieser  Functionen,  die  linearunabhangig  smd,  linear  ausdrucken  lasst  (E.  A.  F.  4.  pag.  20), 
wahrend  von  den?  zu  irgend  einer  andern  Gruppe  gehorigen  allenthalben  endliehen 
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Zweite  Abliandlune. 

fc  zweier  Siitze  der  Functionentheorie. 


al  fvr  the  r'-me  imd  ang-ewandte  jlathenaatik    Si   71,  xeite  223—23*3 


1. 

Man  nehme  eine  2^ —  finch  zusammenhangende  Flache  T  uncl  zerlege  die.-elbe 
genau  in  rler  Weise.  wie  ait  1  memer  Arbeit  in  Bd.  70,  Heft  4  dieses  Journals  e?  an- 
giebt,  in  eine  emtach  zusammenhangende  Flache  T  durch  p  Schnittpaare  a,,&,  und 
durch  jj.  von  demselben  Punkte  .T  ausgehende  Schnittlinien  c^  c>.  -  .  cp.  Die  doit  an- 
ge^vandten  Bezeichnungen  und  getroffenen  Bestimmiingen  lasise  man  ungeandert  bestehen 
unrl  fuge  die  folgenden  neu  hmzu.  Den  gemeinsamen  lliindungspunkt  der  drei  Schnitte 
(/,,  Z»,,  t,  bezeichne  man  funffach  als  p^  ^,,  rr.  s^  t^  jenachdem  man  sich  in  dem  einen 
odei  andern  der  fiini*,  von  den  drei  Schmtten  dort  gebilcleten  Winkelraume  befindet. 
Den  gemeinsamen  Mundungspunkt  der  p  Schnitte  c  bezeichne  man  -.unter  Wegnahme 
des  Buchstaben  n  ohne  Indexjj>-fach  als  ji^,  n^  -  ,  jrp, 
und  zwar  als  nv9  wenn  man  sich  auf  der  positiven 
Seite  des  Schnittes  c,  befindet.  Ausserdem  treffe  man, 
lediglich  der  einfachem  Bezeichnung  sp&ter  wegen, 
die  Bestimmungj  dass  die  p  Schnitte  c  so  gezogen 
seien,  dass  man,  um  den  gemeinsamen  Mundungs- 
punkt derselben  umgekehrt  wie  der  Zeiger  einer 
Uhr  herumgehend,  die  Schnitte  c  successive  in  der 
Reihenfolge  cly  cs,  •  •  -,  cp  uberschreitet.  Die  neben- 
stehende  Figur  veranschaulicht  eine  mogliche  Art  der 
Bezeichnung. 

Fur   die   Begrenzung   der   Flache  T',   die   von 
den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  &,  c  gebildet  wird, 
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Functionen  M  +  w  erne  jede  sich  schon  durch  je  p  -  1  specielle  dieser  Functionen,  die 
linearunabhangig  sind,  linear  ausdrucken  lasst 

Es  existirt  noch  erne  zweite  grosse  Klasse  von  Functionen  U  +  V^  der  com- 
plexen  Variable  x  +  yt,  die,  in  T  oder  T"  einwerthig,  nur  in  den  Punkten  s^  unstetig 
werden  wie  Functionen  <pg  (rQ)  und  beim  Ueberschreiten  der  Querschmtte  in  Imeare  Aus- 
drucke  von  sich  selbst  ubergehen.  Sie  unterscheiden  sich  von  den  vorher  betrachteten 
Functionen  u  +  v^  wesentlich  dadurch,  dass  fur  sie  die  2p  Constanten  AV9  Bv  nicht 
sammtlich  den  Modul  1  besitzen,  und  dass  sie  in  Folge  dessen  nicht  wie  die  Functionen 
u  +  v^  durch  von  emander  unabhangige  Gtrenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen  allein  be- 
stimmt  werden  konnen.  Alle  diese  noch  ubrigen  Functionen  U  +  V^  smd  in  der  Form 


darstellbar,   wobei  J  eine  allenthalben  endliche  Function   der  Gruppe   ^  ^     '  J    be- 

deutet,  u  +  vi  eine  der  vorher  betrachteten  Functionen,  und  C  eine  Constante  Meme 
in  der  Einleitung  erwahnte,  demnachst  erschemende  Arbeit,  auf  die  ich  wegen  weiterer 
Ausfuhrungen  hier  verweisen  muss,  enthalt  die  vollstandige  Theorie  sowohl  der 
Functionen  u+v^  wie  der  Functionen  U+Vt:  eine  Theorie,  dadurch  bemerkenswerth, 
dass  aus  ihr  die  Haupteigenschaften  der  durch  Quotienten  von  #-  Functionen  darstell- 
baren  G-ebilde  (vergl  meme  Arbeit*  ,,Zur  Tlieone  der  Functionen  in  emer  zweiblattngen 
Fladie,  Zunch  1866.")  unabhangig  vom  Ausdrucke,  ohne  also  die  Kenntniss  der  ^-Function 
vorauszusetzen,  abgeleitet  werden  konnen.  Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  emige 
meiner  hierhergehongen  Methoden  und  Eesultate  durch  meme  sich  regelmassig  wiedei- 
holenden  Yorlesungen  uber  Functionentheone  schon  in  den  Besitz  meiner  Schuler  uber- 
gegangen  smd. 

Wtrzburg,  im  Sommer  1869. 


2U4  Anhaiin  II. 

sei  gegeben  iz  15  in  Folge  graphischei  Annahmei  erne  langs  dei  ganzen  Begrenzung 
emwerthige  und  stetige  Function  f  des  Urtes  odei  Punktes  in  der  Begrenzung,  deren 
Werte  "in  je  zwei  eiit  spree  henden  Punkten  auf  der  positiven  und  negativen  Seite  der 
Begrenzung,  die  man  durch  f^  und  /'"  bezeiclme,  in  der  Wei&e  veiknupffc  sein  sollen, 
dass  allgemem  fur  v  =  1,  '2,  ,  p 


wobei  die  op  Grossen  A,.  B^  A^  B\,  ^  constante  Werthe  haben  sollen.  Die  Prage  ist 
dann,  ob  die  der  Function  f  aufeiiegte  Bedingung,  langs  der  Begrenzung  emwerthig 
und  stetig  zu  sein,  nut  beliebigen  Weithen  der  op  Constanten  vertraglich  ist,  oder  ob 
dieselbe  nothwendige  Eelationen  zwischen  diesen  Constanten  zur  Folge  hat. 

Bezeichnet  man  den  Werth,  den  die  Function  f  in  irgend  einem  Punkte  /?  der 
Begrenzung  hat,  durch  fp,  und  wendet  die  Gleicliungen  (G]  zunachst  auf  die  Mundungs- 
stelle  der  diei  Schmtte  «,,&,,  6,  an,  so  ergeben  sich  mit  Eucksicht  auf  die  Figur  die 
folgenden  Gleichungen 

1)  4=  A,f»  +  A't  ,      -2)  /;,-  BJ»  +  B[, 

3)  ^  =  4,f,.  +  4  -  ±BJ»  +  ±V,  +  X  , 

4)  ^  =  Bvfqv  +  B'r  =  AvBvfp,  + 

5)  4  =  4+4 

Aus  den  G-leichungen  3)  und  4)  folgt  durch  Subtraction 


wahrend  aus  der  G-leichung  5)  die  Differenz  derselben  Functionswerthe  sich  gleich 
ergiebt.     Man  hat  also  fur  v  =  I,  2,      ,  p  , 


Wendet  man  ebenso  die  Grleichungen  ((?.)  auf  die  Mundungsstelle  der  p  Schmtte  c  an, 
so  erhalt  man  die  p  Grleichungen 


und  durch  Addition  dieser  sammthchen  p  Gleichungen 


v-l 


zwezei  Sat/e  d^r  FiinrtionPntheorif  ;>05 

Man  hat  so  das  Resultat,  dass  wenn  eine  langs  der  ganzen  Begrenzung  der 
Flache  T  emwerthige  und  stetige  Function  /  des  .  Ortes  oiler  Punktes  in  der  Be- 
grenzung  gegeben  vorliegt,  deren  Werthe  /-  und  f~  in  je  zwei  enfprechenden  Be- 
grenznngspunkten  durch  Gleichungen  von  der  Form  iffi  veiknupft  sind,  dann 
den  op  Constanten  A,,  Bt,  4,  S't,  J,  nothwendig  die  j>  +  1  Relationen 


stattfinden.  Lage  an  Stelle  der  Fldche  Tr  die  im  art  2  der  oben  citirten  Arbeit  ge- 
bildete  Flache  T  vor,  so  dass  im  Punkte  n  noch  ;  Lmien  Z0  mundeten,  und  ware 
dann  Itogs  Z(J:  f+=-f~-2mL^  wahrend  f  im  Punkte  e(>  und  in  dessen  Uingebung  sich 
wie  eine  Function  <pQ  (r^  verhielte,  so  wurde,  unter  Festhaltung  der  Ubrigen,  der  Function  f 
auferlegten  Bedingungen,  an  Stelle  der  ersten  Gleichung  unter  (G-f  )  die  neue 


treten,  wahi-end  die  ubrigen  p  Gleichungen  unter  (ff.)  ungeandert  blieben.  Es  folgt 
dies  unmittelbar,  wenn  man  m  derselben  Weise  wie  vorher  openrt;  auch  erkennt  man 
leicht,  dass  diese  Eesultate  unabhangig  sind  von  der  Ordnung,  in  der  die  Schnitte  c 
und  I  um  ihren  gemeinsamen  Mundungspunkt  herum  auf  einander  folgen. 

2. 

Eine   complexe   Function  u  +  v^    der   Coordinaten  x,  y   sei    definirt    durch   die 
folgen  den  Bedingungen. 

1)  In  der  ganzen  Flache  T'   soil   sie   eine  allenthalben  einwerthige  und  stetige 
Function   des  Ortes  oder  Punktes  x,  y   sein  und   den  Differentialgleichungen 

du       ov     8u  dv 

^=^'^  =  -^senugen- 

2)  Ihre  Werthe  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  sollen  in  der  Weise 
verknupft  sein,  dass  allgemein  fur  y==l,2,  -    ,p 


langs  av 

langs  6,  { 

langs  cv  {  (u  +  vty  =  (u  +  vff. 

Ueber  die  4p  Constanten  Av,  Bv,  Av,  I?v  sei  Folgendes  festgesetzt  Die  2p 
G-rossen  A*,  Bv  sollen  sammtlich  den  Modul  1  besitzen,  im  ubrigen  aber  will- 
ktlrlich.  gewahlt  sein.  All1  die  Constanten  A?,  die  zu  Indices  v  gehoren,  far 
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die  gleichzeitig  A,  -  1 ,  ~BV  -  1  gewahlt  1st,  sollen  den  Werth  Xull  haben  In 
Betreff  der  Werthe  der  noch  ubrigen  Constanten  sei  mchts  festgesetzt;  aus 
dem  vorigen  Artikel  weiss  man,  dass  in  Folge  der  Bedingungen  1)  in  chesem 
Falle  zwischen  den  Constanten  immei  die  $  Relationen 


stattfinden  mussen,    weil  sonst  die  Bedingungen  1)  und  2)  schon  von  vorn- 
herein  nicht  vertiaglich  waren. 

Dass  nun  diese  Definition  m  sich  selbst  keinen  Widerspruch  enthalt,  dass  die  auf- 
gestellten  Bedingungen  vertraglich  sind,  dass  uberhaupt  Gebilde  u  +  v^  existiren,  die 
die  erwahnten  Eigenschaften  besitzen,  leuchtet  unmittelbar  em,  wenn  man  uberlegt, 
dass  jede  beliebige  Constante  c  als  Function  u  +  vi  mit  den  erwahnten  Eigenschaften 
betrachtet  werden  kann;  es  erhalt  dann  A,  den  Werth  (1  —  A,)c,  B'v  den  Werth  (1  —  B^)c. 
Jede  Constante  gehort  also  zu  den  oben  definirten  Functionen;  dass  umgekehrt  auch 
jede  solche  Function  in  der  ganzen  Flache  T'  denselben  Werth  hat,  also  eine  Constante 
ist,  soli  jetzt  bewiesen  werden. 

Zu  dem  Ende  betrachte  man  das  Integral 

77=5 

ausgedehnt  uber  die  ganze  Flache  T'.  In  Folge  der  Bedingungen  1)  hat  dieses  Integral 
einen  bestimmten  Werth,  und  zwar  stellt  dasselbe,  wenn  man  von  dem  Factor  2i  ab- 
sieht,  den  Inhalt  der  Flache  dar,  welche  die  Gresammtlieit  der  Werthe,  die  w  =  u  +  v^ 
innerhalb  T'  annimmt,  auf  einer  Tf-Ebene  reprasentirt  In  Folge  der  Differential- 
gleichungen,  denen  u  und  #  genugen,  lafit  sich  77  auch  schreiben 


Nach  bekannten  Methoden  folgt  nun: 


wobei  die  rechts  stehenden  Integrale  in  positiver  (durch  die  Pfeile  markirter)  Richtung 
durch  die  ganze  Begrenzung  H  der  Flache  T'  zu  erstrecken  sind  Es  bezeichnen  dabei 
also  du  und  dv  die  Aenderungen,  die  u  und  #  erleiden,  wenn  man  von  emem  Punkte  %,  y 


Beweis  zweier  Sdt/e  der  Functionentheone  207 

der  Begrenzung  zu  einem.  m  der  Eichtung  der  Pfeile  dem  Punkte  *,  y  benachbarten 
Begrenzungspunkte  j,-rlx<  y  -  dy  uhergeht  Fuhrt  man  nun  diese  Eandmtegrale  ein, 
so  folgt 

11=  t  I  \ttdr-n1u\i 

fi 

und  addirt  man  zu  dieser  Gleichung  die  Gleichung 


deren  Eichtigkeit  einleuchtet,  da  u  und  v,  und  folglich  auch  ihre  Quadrate  beim  Durch- 
laufen  der  ganzen  Begrenzung  als  emwerthige  und  stetige  Functionen  wieder  zu  ihren 
Anfangswerthen.  nut  denen  man  ausging,  zuruckkehren,  so  erhalt  man  endkch 

+ 
77=  C  (11  —  01}  d(u  +vt) 

R 

Bei  der  Integration  durch  die  ganze  Begrenzung  E  wird  langs  jedes  Sckoittes 
a,  6,  c  zweimal  integrirt,  einrnal  auf  der  positiven,  das  andere  Mai  auf  der  negativen 
Seite,  und  zwar  1st  die  Eichtung  der  Integration  auf  der  negativen  Seite  bestandig  ent- 
gegengesetzt  der  Eichtung  der  Integration  in  den  entsprechenden  Theilen  auf  der 
positiven  Seite.  Kehrt  man  also  bei  dem  uber  die  negative  Seite  der  Begrenzung  zu 
erstreckenden  Integrate,  unter  Anwendung  des  negativen  Vorzeichens,  die  Integrations- 
ordnung  um,  so  erhalt  dieses  Integral  in  alien  Theilen  dieselbe  Integrationsnchtung, 
wie  das  uber  die  positive  Seite  zu  erstreckende  sie  besitzt,  und  durch  Zusammenfassen 
je  zweier  entsprechender  Elemente  der  beiden  Integrale  ergiebt  sich 


wobei  jetzt  das  hinter  dem  Summenzeichen  stehende  Integral  einmal  uber  die  positive 
Seite  ernes  jeden  der  drei  Schnitte  a,,  lv,  c%  von  Anfang  bis  zu  Ende  in  der  Eichtung 
der  Pfeile  auszudehnen  ist,  wahrend  («  —  vi)+,  (u—w£j~  die  Werthe  der  Function  u—  vt 
in  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten,  und  d(u  +  wi)+,  d(u  +  vi)~  die  Aenderungen 
bezeichnen,  die  (u  +  vi)+  und  (u  +  vi)~  gleichzeitig  erleiden,  wenn  man  auf  einem  der 
Schnitte  in  der  Eichtung,  die  die  Pfeile  auf  der  positiven  Seite  desselben  haben,  sich 
fortbewegt 

Bezeichnet  man  die  zu  einer  complexen  Zahl  g  =  m  +  ni  conjugirte  Zahl  m  —  ni 
durch  g,  wobei  dann  gg  =  (mod.  gf,  berucksichtigt  ferner,  dass  in  Folge  der  Uber  die 


^(^  Anhang  IE 

Grossen  J, ,  i\  genitichten  Annahnien  dann  allgemem  A, A,  =  1,  J2,J3,  =  1  ist,  so  eigeben 
sich  fur  die  Begrenzun^  die  folgenden  (jleichungen: 

i  {  H  —  n  r  =  ^1,  i  M  —  n  f  —  ^  <  d  u-ri  if  =  A, d(u  +  t  <M~, 
langs  at' 

langs  ll  j 

( ("?/  -  i  tfd  { u  +  nf  =  ( «  —  ^  ird  (u  +  ii)~  +  B\  d  (u  +  rtf, 

I  {11  —  uf  =  ( u  —  1 1  r,  rf  u^  -j-  '1  ^J+  =  f?  (u  +  ^  ^J"? 
langs  c, 

lut—  1 1)~ dt  it  4-  *  0*=  '^  —  cif  ddi  +  r^~. 

Entmmmt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werthe  der  unter  dem  letzten  Integral- 
zeichen  yorkommenden  Differenzen,  ausgedruckt  durch  d(u  +  vif  allem,  und  fuhrt  die- 
selben  in  das  Integral  ein,  so  zeigt  sich,  dass  die  auf  die  Limen  c  bezuglichen  Theile 
des  Integrals  sammtlich  yerschwinden,  und  es  wird 

4-  + 

^=^       


r  f 
* 


Ein  Darchlaufen  der  ganzen  positiven  Seite  des  Schmttes  av  in  der  Richtung 
der  Pfeile  fohrfc  nun,  mit  Rucksicht  auf  die  Figur,  vom  Punkte  &  zum  Punkte  sl9 
wahrend  ein  Durchlaufen  der  ganzen  positiven  Seite  des  Schmttes  lv  m  der  Richtung 
der  Pfeile  voni  Punkte  tl  zum  Punkte  *  ,t  fuh.it.  Bezeichnet  man  also  den  Werth  der 
Function  it  +  w  in  irgend  emem  Punkte  /?  der  Begrenzung  abgekurzt  durch  /J,,  so  er- 
giebt  sich 


und  die  vier  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden,  dem  Index  v  entsprechenden  Functions- 
werthe  sind  m  Folge  der  Grenzbedmgungen  2)  mit  dem  Wertlie  der  Function  u  +  vi 
im  Punkte  p,  durch  die  Grleichungen 


f,f=Atf,r  +  A'v  =  A,B,f,,+  A,ffv  + 

fir-£,fSr+ff,-A,B,f,t  +  B,4  + 
verknupffc.     Aus  diesen  Gleichungen  folgt  weiter* 

f^-f^A^B-Vf^  +  AM,     frr~ft^Br(l 

4  (f.-  4)  +  K  (fr-  /y  -  [B.  %  (1  -  Ar)  -  Aflr  (1  -  2?,,)]  £ 
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Auf  der  lechten  Seite  der  letzten  Ixleichung  ibt  der  Coefficient  von  fPt  gleich  Null 
denn  derselbe  ist  auch  gleich  A,  B.  \_B\  A,—  lj  —  A^B^—  1/j,  und  der  hier  in  der  eckigen 
Klammer  stehende  Ausdruck  hat  den  Werth  XulL  da  er  aus  dem,  den  Werth  Null  be- 
sitzenden  Ausdrucke  B\  (Av—  1)  —  A[  i  Rv—  Ij  hervorgeht,  indem  man  dann  an  Stelle  von 
i  die  Zahl  —  I  schreibt.  Man  eihalt  also  schliesslich 


v=p 


Die  emem  bestiinniten  Index  v  entsprechenden  Grrossen  AVJ  Bv  sind  nur  der  Be- 
dingung  unterworfen,  Zahlen  nut  deni  Modul  1  zu  sein,  ausserdem  sind  nnt  ihnen  die 
demselben  Index  r  entsprechenden  Grrossen  A[,  ty  dnrch  die  Relation 


verknnpft.     In  Bezug  anf  die  Werthe  von  A^  Bv  unterscheide  man  die  folgenden  vier, 
alle  Moglichkeiten  nnifassenden  Falle: 

Ij    A,    nnd    J3,    seien    beide    von    1    verschieden,    dann    folgt    aus    den   beiden 
Grleichungen 

B'v  (Av-  1)  -  j;  (JB,-  1)  ,  Av  (Bv-  1)  =  B'v  (Av-  1)  , 

mdem  das  Product  der  Imken  Seiten  gleich  ist  dem  Producte  der  rechten, 


und   aus   dieser   letzten  G-leichung   durch  Division   mit   der  in  diesem  Falle  von  Null 
verschiedenen  Grosser  —  (Av  —  1)  (Bv—  1)  : 


n)  Av  sei  gleich  1,  Bv  von  1  verschieden,  dann  liefert  die  Relation  (JR.).  X  =  0, 
folglich  ist  dann  auch  A'v  -  0  und  AVAVB'V  -  BVB'VAV  -  0 

IE)  Av  sei  von  1  verschieden,  Bv  gleich  1,  dann  liefert  die  Relation  (JJ.):  J5'r  =  0? 
folglich  ist  dann  auch  B'V  =  Q  und  A^B^  —  BVB\,AV  =  Q. 

IY)  Av  und  Bv  seien  beide  gleich  1.  In  Folge  der  ursprunglichen  Grenzbedin- 
gungen  2)  hat  in  diesem  Falle  Av  den  Werth  Null,  folglieh  ist  auch  A\  =  Q  und 


Es  zeigt  sich  also,  dass  das  irgend  einem  Index  v  (y  =  1,  2,  -  -  ,jp)  entsprechende 
Glied  der  letzten  Summe,  die  77  darstellt,  immer  den  Werth  Null  besitzt,  und  dass 
folglich  unter  den  gestellten  Bedingungen  das  Integral  77  selbst  den  Werth  Null  erhalt. 
77  kann  aber,  da  es  in  seiner  ursprunglichen  Grestalt,  wenn  man  von  dem  Factor  2  a 
absieht,  ein  Integral  mit  immer  positiven  Elementen  ist,  nur  dann  Null  sein,  wenn 

P-E,  I  27 
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jedes  Element  fur  wch  den  Werth  Xull  hat      Aus  77  =o  folgt  demnach  fur  die  ganze 

FUche  Tr:  ^  =  0,  f^=*0,  und  mit  Beiucksichtigung   dei  Differ entialgleichungen  sub  1) 
c  t  &  v 

auch  ^-  =  0,  £^-  =  0,  allgeiuem  zu  leden,  so  dass  die  Punkte,  fur  die  diese  vier  Diffe- 

G&  c  y 

rentialquotienten  nioglicher  Weise  mcht  Xull  wareu,  kemen  auch  noch  so  klemen 
Flachentheil  stetig  erfullen  konnen.  Die  Function  u^-ct  hat  also,  soweit  sie  in  T' 
stetig  ist,  nothwendig  emen  constanten  Werth,  imd  da  sie  den  Bedingungen  Ij  gemass 
in  Tr  allenthalben  stetig  sem  soil,  in  der  ganzen  Flache  T'  denselben  Werth.  Man 
hat  so  den  schon  fruher  ausgespiochenen 

Satz  I.  Erne  in  do  Flaclie  T  allentltaWen  emwwtluye  und  stetige  Function  u  +  vi 
der  complexen  Variable  £±yi,  deren  Wetflie  in  je  zwei  entsp*  edienden  Pmikten  auf  dei 
jpositiven  imd  negativen  Seite  der,  ion  den  leiden  Setfen  dei  Sclimtte  a}  I,  c  gebildeten  Be- 
grenzung  de>  Flache  I'  in  der  Weise  vetknupft  smd,  dass  allgenmn  (fur  v  =  l,2,  ,  p) 

langs  a,  { (u  +  t;if=  Av (u,  +  v i)'  +  Av , 
langs  lv  { (u  +  v  tf  =  B,  (u  +  o  i}'  +  B'v , 
langs  cv  { (u  +  v  tf  =  (u  +  w)~  +  Jv , 

wobei  die  2jp  Gtossen  Aiy  B,  sammthcJi  den  Modul  1  lesitzen,  vst  winw  erne  Constante, 
tvenn  die  p  Grrossen  J,  Null  smd  und  feme)  wn  den  2p  ulugen  Con  stouten  A,,  B'v  aW 
die  Constanten  Av,  die  &u  Indices  v  gelioten,  fu)  die  gleiclizeiUy  A,  =  1;  B,  =  l  ^st,  ebenfalls 
den  Werfli  Null  Jiaben 

3. 

Haben  die  2$  Constanten  Ay,  B,  samintlich  den  Werth  1,  so  verwandelt  sich 
der  gefundene  Satz  in  den  folgenden  speciellen,  fur  die  Theone  der  j46efechen  Integrale 
fimdamentalen  Satz. 

»Xhm,e  in  der  FlacJie  TT  allentJialben  emwertlnge  und  stetige  Function  co  =  u  +  m  der 
complexen  Variable  2=*%  +  yi,  deren  Wei  the  in  je  zwei  entspreclmiden  Begrenzungspunkten 
in  der  Weise  verknupft  sind,  dass  allgemein 

langs  av{co+  =  o;~;     langs  lv{co+  =  co"  +  B'v,     langs  cv{a)+  =  co""7 

fur  v=*l,2,  ,p?  wolei  es  dalun  gestellt  Ueibt,  welclie  WertJie  die  p  Constanten  B'v  le- 
sitzen,  ist  immer  eine  Constante.te 

In  anderer  Fassung  lasst  sich  dieser  Satz  auch  so  aussprechen. 

,,Verschwinden  bei  einem,  zur  Flache  Tr  gehorigen  allenthalben  endkclien  Abelschen 
Integrale  ($.  B.  durch  Variation  der  linear  in  ihm  enthaltenen  willkurlichen  Constanten)  die 
sammtlichen  p  Perwdicitatsmoduln  Av  fur  die  Schnitte  a,,  so  verschwinden  gleichmtig  aucli 
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<J?e  sammthcbett  p  Pexotl/cttafs/vofhtlx  B\  fur  <lte  Sdt/uft<  &,,  un<l  '/</$  fifty/  al  *dbst  r&luurt 
sicli  auf  eme  Constants." 

Xur  wenn  man  diesen  Satz  zui  Hulte  nimmt,  lasst  feieh  zeigen,  class  es  iinmer 
moglich  ist,  aus  p  gegebenen,  zur  Flache  T  gehoiiaren  linearuuabhangigen  allenthalben 
endlichen  Alekchen  Integralen  co1,  o/J;,  ,  a*  durcli  hneare  Composition  em  System 
yon  Integialen  a>^  w,.  ,  cop  zu  Lilden,  dadurth  cbaracterisirt  ,  dass  allgemein  der 
Penoclicitatsmodul  von  wt  fur  den  Schnitt  a,  den  Werth  .12,  fur  jeden  der  f  —  1  ubrigen 
Schnitte  a  den  Weith  Xull  besitzt  Bezeiclmet  man  namlich  den  Penodicitatsmodnl 
von  CD™  fur  den  Schnitt  at  <^=1,  2,  ,^  durch  A?',  so  wu*d  es  dann,  aber  auch  nur 
dann  moglich  sem,  die  veilangten  p  Integrale  tol9  o?2,  •  .  wp  zu  bilden,  und  zwar  in 
der  Form 

a?1  =  nin  o}(1)  4-  w    w(-^  +       +  m    rt* 


co(p), 


wenn  es  moglich  ist,  die  p*  Constanten  m  so  zu  bestunmen,  dass  die  2}  Systeme  yon 
je  p  Gleichungen  erfullt  werden,  die  aus  dem  Systeme 


0 

0 


0  =  w_ 

successive  hervorgehen,  wenn  man  darin  fur  v  successive  die  Zahlen  l,2,--*,jp  setzt 
und  gleichzeitig  m  in  die  linke  Seite  der  ersten,  zweiten,  -  -,^ten  Gleichung  emrticken 
lasst,  wahrend  jedes  Mai  alle  p  —  1  ubrigen  linken  Seiten  den  Werth  Null  haben. 
Bezeichnet  man  die  Determmante  der  $?  Grossen  A  in  dem  oben  stehenden  Systeme 
von  p  Gleichungen  durch  D,  so  wurde  fur  jedes  v  und  p  folgen 


"*     D 

sobald  bewiesen  ware,  dass   die  Determinante  D  einen  yon  Null  verschiedenen  Werth 
besitzt.     Ohne  diesen  Nachweis*)  hat  die  letzte  Formel  keinen  Sinn. 

*)  Vergleiche     „  Vorlesungen  ubet  faemann's  Theone  der  Abelschen  Integrale  von  Carl  Neumann  pag  435 " 
und  ,,Theone  der  Abelschen  Functionen  von  A  Glebsch  und  P  Gf-ordan  pag  108" 

27* 
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Dass  nun  unter  alien  Uiustanden  dei  Wert  der  Deternimante  D  von  Xull  verschieden 
ist,  lasst  sich  mit  Hulfe  des  oben  ausgesprochenen  Satzes  wie  folgt  zeigen.  Ware  D  =  0, 
so  hessen  sich  fur  die  p  Grossen  ml±,  w,2,  ,  mlp  immer  p  Werthe  finden,  die  mcht 
sammtlich  Xull,  und  die  dern  System  e  von  p  Glelchungen  genugen  warden  ,  das  aus 
dem  Systeme  ($,  .J  entsteht,  wenn  auch  in  die  linke  Seite  der  ?/ten  Gleichung  0  statt  ni 
eingefuhrt  wird.  Der  mit  diesen  Weithen  gebildete  Ausdruck 

co,  -  m,iafV  +  w,  3o/2)  +       +  Mtpafp] 

ware  dann  em  allenthalben  endliches  Integral,  das  fur  alle^;  Schmtte  a  den  Penodicitats- 
modul  Null  besasse,  und  folghch  eme  Constante  Es  existirte  also  zwischen  den 
p  Functionen  o>(1),  o/S),  *  -,  w(p)  eine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten,  was 
gegen  die  ursprungliche  Voraussetzung,  nach  der  diese  p  Functionen  Imearunabhangig 
sein  sollen,  verstossen  wurde.  Die  Determmante  D  kann  also  nie  Null  sein,  und  folglich 
ist  die  Bestimmung  der  p  Functionen  col9  o?3,  ,  wp  den  aufgestellten  Bedingungen 
gemass  stets  moglich 

Im  Obigen  ist  der  Satz  mitenthalten,  dass  wenn  co(1\  o?(2),  .  co(^  irgend  em 
System  zur  Flache  T'  gehoriger,  allenthalben  endhcher  Alekche?  Integrale  bezeichnet, 
und  diese  Integiale  Imearunabhangig  smd,  dann  auch  immer  gleichzeitig  die  p  Systeme 
zusammengehoriger  Periodicitatsmoduln,  die  dem  Integralsysteme  fur  die  p  Schmtte 
#1?  #a>  •  9  ap  zukommen,  linearunabhangig  sind. 


Bine    complexe    Function    u  +  vi    der    Coordinaten  x,  y   sei   definirt   durch   die 
folgenden  Bedingungen: 

1)   In  der  ganzen  Flache  Tr  soil  sie  eine   allenthalben  einwerthige  und  stetige 
Function   des  Ortes   oder  Punktes  x,  y  sein  und   den   Differentialgleichungen 

du       8v     du  dv 


2)   Ihre  Werthe  in  je   zwei   entsprechenden  Begrenzungspunkten    sollen   in   der 
Weise  verknupft  sein,  dass  allgemem  fur  y==l,2,      ,  p- 


langs  av  {  (u  +  ^^)+  =  A,  (u  +  vty~  +  A[  , 
langs  lv  {  (u  +  vi)+  =-  Bv(u  +  m}"  +  B'v, 
langs  cv  {  (u  +  ^^)+  =  (u  +  vi)~~  +  4V  , 

wobei  uber  die  5jp  Constanten  Av,  Bv,  A'v,  B'v,  4V  Folgendes  festgesetzt  sei, 
Den  2p  Grossen  A^9  Bv  sollen  bestimmte  Zahlwerthe  zugelegt  sein,  deren 
Quadrate  sammtlich  1  sind.  Ffrr  das  irgend  einem  Index  v  entsprechende 


/\veiei  Sat/e  drr  Function^nthrour 


Factoi  enpaai   J,,  Ij,  i&t  aKo  en^  der  Mer  Weithepaaie   1,1      1,  -  1  ,    —1,1, 
•  —  1,  —  1  nach  willkuilicher  Wahl  zukb&ig.   Die  reellen  Theile  der  '2^  Constanten 

A[9  B\  sollen  sarumtlich  Null  sem,  wahrend  uber  die  rein  miasma  mi  Theile 

t_/ 

dieser  Constanten  mchts  festgesetzt  sei      Da^s  zwisiken  den  5/>  Constanten 
mirner  die  ^  ^-  1  Relationen 


als  hestehend  vorausgesetzt  werclen  inussen,  weiss  man  aus  art.  1,  mdem  sonst 
die  aufgestellten  Bedingungen  kemenfalls  vertiaglich  waren 

Man  erkennt  sofort,  dass,  wenn  die  2^  Grossen  A,,  B,  sanuntlich  den  "Weith  1  haben, 
jede  willkuiiiche  Constante  C=c-J-qz,  wenn  die  2p  Grossen  dagegen  mcht  sammtlkh 
den  Werth.  1  haben,  jede  rein  unagiBdre  Constante  C=c^  als  Function  u  —  vi  nut  den 
erwahnten  Eigenschaften  betrachtet  werden  kann;  es  erhalt  dann  A,  den  TTerth  d—JtjC 
B\  den  Werth  (1  —  J?,)C,  Jv  den  Werth  Null  Dass  uragekehrt  anch  jede  Funktion  u  +  1  1 
die  den  oben  anfgestellten  Bedingnngen  genugt,  in  der  ganzen  Flache  T'  denselben 
Werth  hat,  also  erne  Constante  1st,  soil  jetzt  bewiesen  werden. 
Zu  clem  Ende  betrachte  man  wieder  das  Integral 


ansgedehnt  uber  die  ganze  Flache  Tr.   Nach  den  schon  m  art.  2  angewandten  Methoden 
und  Schlussweisen  erhalt  man 


wobei  das  hmter  dem  Summenzeichen  stehende  Integral  einmal  uber  die  positive  Seite 
eines  jeden  der  drei  Schnitte  a,,  lv,  c,  von  Anfang  bis  zu  Ende  in  der  Eichtung 
der  Pfeile  auszudehnen  1st,  wahrend  u+,  u~  die  Werthe  der  Function  it  in  zwei  ent- 
sprechenden  Begrenzungspunkten,  und  dv*,  dv~  die  Aenderungen  hezeichnen,  die  y+ 
und  v"  gleichzeitig  erleiden,  wenn  man  auf  emem  der  Schnitte  in  der  Eichtung,  die 
die  Pfeile  auf  der  positiven  Seite  desselben  haben,  sich  fortbewegt  Berucksichtigt  man 
nun,  dass  in  Folge  der  Bedingungen  2)  die  2p  Grossen  Av,  Bv  stets  reell  sind,  und  dass 
in  dem  Falle  aus  der  Kelation  ^/r  =  B'V(AV—  I)  —  A'V(BV—1}  immer  auch  der  reelle  Theil 
von  4,  sich  gleich  Null  ergiebt,  wenn,  wie  vorausgesetzt  wurde,  die  reellen  Theile  von 
AV9  B'v  Null  sind?  so  ergeben  sich  fur  y  =  l,  2,  •-  ,p  die  folgenden  Gleichungen: 

langs  av  {u+  =  Aftr,  dv+  =  A^dv, 
langs  T)v  {u+  =  Bvu~,  dv+  =  Bvdv~, 
langs  cv  {u+  =  tr,  dv+  «  dv~, 
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JDiese  Gleichungen  zeigen,  da^  das  hinter  clem  Summenzeichen  stehende  Integial  fur 
jeden  Index  r  den  Weith  Xull  hat  indem  seine  sdmmtlichen  Eleniente  veischwmden, 
In  Folge  dessen  1st  aiich  U  selb^t  Xull  und,  nacli  ahnlichen  Schlussen  wie  fiuhei, 
2(4-'?  eine  in  der  ganzen  Flache  T1  constante  Grosse  C^c-rc^,  deren  leeller  Theil  c 
immei  Xull  sem  muss,  wenn  mcht  alle  2^>  Giossen  J,,  J5,  den  Weith  1  haben,  wahiend 
in  alien  Fallen  der  TVerth  ihres  rein  imagmaren  Theiles  c±i  durch  die  aufgestellten 
Bedingungen  in  keiner  Weise  beeinflusst  wild  Man  hat  so  den  folgenden 

Satz  IL  Erne  in  dei  Flacfie  T  allenflialhen  einue)  tinge  und  stetige  Function  u  +  v^ 
der  complexen  Yanalle  x  +  yi,  deieu  We)  the  in  je  zwei  entspi  eclienden  Punlten  auf  der 
positwen  und  negativen  Se^te  de),  ion  den  leiden  Seiten  de>  Sdimtte  a,  b,  c  gebildeten  Be- 
gienzung  det  Flache  T1  in  det  Weise  rerlmqjft  Bind,  dass  allgenmn  fw  v  =  l,2,-  -,p. 

loyigs  av  {(u  +  v  if  =-  A,  (u  +  wi)'  +  A'v, 
langs  &,  {(u  +  vi)+  == 
langs  c,  ((u  +  v^)Jh  =  (u  + 


icolei  die  2p  Giossen  A,,  B,  Zalilueitlie  lesitzen,  deien  Quadrate  sammthcli  1  sind,  ^st 
^mmer  erne  Constants,  wenn  die  teellen  Tlmle  der  2p  Constanten  A[,  B\  ^md  folghdi  auch 
die  teellen  Tlieile  der  p  Constanten  Jr  sammthcJi  den  Wertli  Null  lialen. 

Mit  Hulfe  dieses  Resultates  lasst  sich  aus  dem,  im  art.  3  rnemer  fruhern  Arbeit 
aufgestellten  Satze  duich  emfache  Auflosung  eines  Systems  linearer  Gleichungen  ein 
neuer  Satz  ableiten,  der  sich  auf  alle  diejenigen  Functionen  u  +  vi  bezieht,  die  zu 
Gruppen  gehoren,  deren  Characteristiken  aus  nur  reellen  Grossen  zusammengesetzt  smd 

Es  smd  dies  diejenigen  Gruppen,  deren  Characteristiken  aus  dem.  Symbol  (t11^21     '  »*) 

\-"l  1  -"3  i  J   •**  JJ/ 

hervorgehen,  wenn  man  fur  die  A  und  B  nur  reelle  Grossen  mit  dem  Modul  1  setzt. 
Da  demnach  fur  jede  der  2p  Grossen  Av,  B,  sowohl  die  Zahl  +•  1  wie  die  Zahl  —  1 
zulassig  ist,  so  giebt  es  im  Ganzea  22^  solcher  Gruppen  Der  erwahnte  Satz,  der  speciell 
dem  Gebiete  der  Functionen  u  +  vi,  die  diesen  22p  Gruppen  angehoren,  eigenthumlich 
ist,  insofern  als  em  analoger  Satz  fur  die,  den  ubrigen  Gruppen  angehongen  Functionen 
u  +  vt  mcht  existirt,  mag  theilweise  hier  noch  erne  Stelle  finden.  Fur  die  allenthalben 
endlichen  Functionen  ausgesprochen,  lautet  er  wie  folgt. 

)3Nimmt  man,  den  2p  ScJinitten  ar,  lv  (y«l,2,  ,_p)  entsprechend,  ein  System  von 
2p  Grossen  Av,  Blt  (v  =  l,2,  ,p),  deren  Quadrate  sammthch  1  sind,  willkurlich  an,  waMt 
ausserdem  2$  reelle  Grossen  A!ljV,  S^v  (y  =  1,  2;  -  ,p),  deren  Werthe  nur  der  e^nngen  Bed^ng^mg 


Beweis  zweier  Sut7^  »l<-i  F  inctioJJt^tbon*'  -!•"> 


za  geliorclien  Jiale/i  uttd  uu  ?A////e//  #a>^  iMltzbuj  aiHit'ttomwit  ueidett  dtnfen.  so  ejustitt  za 
der  riff  die  T'  mime)  tine  tonijjleje  Fiutdtoti  //  —  n  der  (.wrdntnten  j.  y  nat  folyttiden 
Eigenscltaften  . 

1)  Die  Function  u  —  vi  ist  eute  ///  (let  Flache  T  allettflialbeh  rwutrthtge  und  stetige 
Function  des  Ottes  ode/  Punltes  s  y.  Ate  in  (let  gau&n  FlacJie  T'  den  Biffv  etdial- 
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qleicliungen,  -z—^^^,  ^—=—-?—  t/etttwt. 
y  y       2jc      &y     tfy          c  *'  f/      J 

2)  Die  Wettlie  ion  ii-rii  tn  ye  zuet  tntsprecliendtn  Punkten  auf  dt*  postttwn  and 
negativen  Beite  det\  ion  den  leiden  Seiten  de>  Sthtutte  a,  &,  c  gebildeten  Begren&img 
det  Flaclie  Tf  Bind  in  det   \Veise  tetl.nujjft,  dass  altyemem  fit}'  ^  =  1,2.      ,p: 

langs  a,  [(u  +  vtf  -  A,  (u  +  vi)~  -  J.'v  -t-  iA'2^  , 
langs  lv  {(u  +  ii)+ 
lancjs  c,  [fa-r  vi}+ 


nobei    zwischen   den  5p   Constanten   Av,  JBl?  Av  =  £^%  +  i^v, 
=  2/    +t4      y  =  l,2,      ,>    die  lelannten      +  l  Relatwnen 


stattfinden 

3)  Durcli  die  fas  jetzt  emalmten  Eigenscltaften  (unmet  md  HucksicM  auf  die  writer 
gemacliten  Annalimen,  wonacli  also  das  System  der  2p  Grossen  A^  B,  fixht  ist, 
und  ausserdem  die  reellen  Tlieile  der  2j>  Constanten  Av,  B'v  det  Relation  (JB.) 
gemass,  wi  ubngen  dber  willkurlicli  angenommen  sM)  ist  die  Function  u  +  vi 
lestwimt  Us  uuf  erne  additive  Constante,  die  vollstandig  inllkurlicli  lleibt,  wenn 
alle  Av,  B,  den  Werth  1  liaben,  die  dagegen  nm  vein  maginar  sein  Imin,  wenn 
niclit  alle  A13  Bv  den  Werth  1  lesitzen." 

Fur   die   allenthalben   endlichen   Functionen  der  Grrappe  (J1^     '  J)   hat  diesen 
Satz  znerst  Eiemann  (A  F.  4.  $ag.  20)  ausgesprochen. 

Duren,  im  September  1869. 


Dritte  AWiandlung. 

Uefoer  ein  Randintegral. 


Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik ,  Band  71,  Seite  305—315 


Erne  Menge  wichtiger  Eigenschaffcen,  die  den  von  mir  in  Bd.  70,  Heffc  4  dieses 
Journals  aufgestellten  Functionen  u  +  i>i  zukotmnen,  kann,  nachdein  zuvor  bestimmte 
einfachste  Formen  dieser  Functionen  als  Nonnalforinen  fixirfc  sind,  erhalten  werden 
durch  die  Betrachtung  emer  gewissen  Art  von  Randmtegralen.  Um  bei  spateren  Mit- 
theilungen  mcht  immer  wieder  von  neuem  specielle  Falle  dieser  Randmtegrale  be- 
trachten  zu  mussen,  soil  hier  fur  dieselben  die  allgeniemste  Form  gegeben  und  be- 
handelt  werden 

1. 

Gegeben  sei  eine  Flache  T"  von  dhnlicher  Beschaffenheit  wie  die  in  art  1  und  2 
meiner  eben  erwahnten  Arbeit  gebildete  Flache  T"  Die  p  Schnitte  c  und  die  r  nach 
den  r  Punkten  e  fiihrenden  Schnitte  I  seien  so  gezogen,  dass  dieselben  in  der  Ordnung 
<i,  c2?  ,  cp,  liy  \,  •  ,lr  aufeinanderfolgen,  wenn  man  ihren  gememsamen  Mundungs- 
punkt  positiv  (d.  h  umgekehrt  wie  der  Zeiger  emer  Uhr)  umkreist  Die  in  den  er- 
wahnten Artikeln  getroffenen  Bestimmungen  und  gewahlten  Bezeichnungen  lasse  man 
sammthch  ungeandert  bestehen,  und  fuge  die  folgenden  neu  hmzu.  Den  gememsamen 
Mundungspunkt  der  drei  Schnitte  av,  lv,  cv  bezeichne  man  funffach  als  pv,  qv9  rv,  sv,  tv, 
jenachdem  man  sich  in  dem  emen  oder  andern  der  funf,  von  den  drei  Schmtten  dort 
gebildeten  Winkelraume  befindet  Den  gememsamen  Mundungspunkt  der  p  Schnitte  c 
und  der  r  Schnitte  I  bezeichne  man  p  +  rfach  als  nly  n%,  •  -,  np,  A13  A2,  -  ,  Ar,  und  zwar 
als  nv,  wenn  man  sich  auf  der  positiven  Seite  des  Schmttes  cv9  als  A?J  wenn  man  sich 
auf  der  positiven  Seite  des  Schmttes  ^  befindet.  Man  scheide  dann  die  sammtlichen 
r  Punkte  e1?  £3,  ,  '^  durch  r  Curven  k  aus  der  Flache  T"  aus,  allgemein  den  Punkt  6^ 
durch  eine,  weder  sich  selbst  noch  irgend  eine  der  r  —  1  ubrigen  Curven  k  schneidende 


ill 


Curve  X-r  die  man  run  emem  Puukte  0,  uuf  der  negativen  Seite  des  Schnitte-  ?„  durdi 
die  Flache  Tr'   uni   den  Punkt  ^  heium   bis   zu   dem,   dem  Punkte  a,,  entsprechenden 

und    die  Gestalt    der 


Punkte  rg   auf   der   positiven  Seite   von  ?„   zieht      Dei   Punkt 


Cuive  kc  seien  zunaihst  so  gewahlt,  dab>s  die&eibe.  wenn  etl  ein  Yerzweigungspunkt  ist, 
keinen  weitern  Yerzweigungspunkt  der  Flache  T'\  da>s  dieselbe  daae^en,  wenn  sn  kein 
Yerzweigungspunkt  ist?  uberhaupt  keinen  Yerzweigungspunkt  mit  dem  Punkte  e,t  zu- 

sammen  emschliesst     und  ferner  so,    dass  wenn  der  Punkt  aD  iin  Endlichen  liesrt,    die 

>  *-~ 

Punkte  der  Curve  i?  alle  denselben  Abstand  vom  Punkte  e0,  wenn  dagegen  der  Punkt  $ 
im  Unendlichen  liegt,  die  Punkte  der  Cuive  kg  alle  denselben  Abstand  vom  Punkte 
£  =  0  haben.  Diesen  Annahnien  gemass  wird  also  die  Curve  Ar  wenn  £?  ein  v  —  itacher 
Yerzweigungspunkt  ist,  sich  ^-mal  kreisformig  um  den  Punkt  su  winden  mussen,  urn 
vom  Punkte  aQ  zum  Punkte  rg  zu  gelangen,  dagegen  nur  einmal.  wenn  eQ  kein  Yer- 
zweigungspunkt ist.  Bei  der  Curve  £„  nenne  man  die  deni  Punkte  ^  zugewandte  Seite 
die  rnnere,  die  andere  die  aussere,  und  das,  durch  diese  Curve  aus  der  Flache  T"  aus- 
geschiedene,  den  Punkt  eQ  enthaltende  Flachenstuck 
die  Uingebung  des  Punktes  eu  Denjenigen  Theil 
des  Schmttes  lg,  der  sich  von  clem  genieinsamen 
Mundungspunkte  aller  Schnitte  c  und  I  bis  an  die 
Curve  k9  erstreckt,  nenne  man  ^.  Die  neue  Flache, 
die  aus  der  Flache  T"  durch  Ausscheidung  der  ? 
Punkte  s  vermittelst  der  Curven  k  entsteht,  und 
die  ebenfalls  einfach  zusammenhangend  ist,  bezeichne 
man  als  Flache  I7*  Derselben  fehlen  Flachentheile, 
die  der  T"  angehoren.  Ihre  Begrenzung  wird  ge- 
bildet  von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  I,  c,  T 
und  von  den  ausseren  Seiten  der  Curven  k  Langs 
dieser  Begrenzung  niarkire  man  die  positive  Eichtung 
des  Durchlaufens  durch  Pfeile.  Man  bemerke,  dass 
dabei  die  aus  T"  ausgeschiedenen,  nicht  zu  T*  ge- 
horigen  Flachentheile,  oder,  was  dasselbe,  die  Punkte  a  negativ  umlaufen  werden. 
Die  nebenstehende  Figur  veranschaulicht  eine  solche  Flache  T*. 

Zugleich  mit  der  ursprunglichen  Flache  T"  seien  gegeben  zwei  Functionen 
der  complexen  Variable  z  =  x  +  yt,  co  die  eine,  a>'  die  andere,  mit  folgenden  Eigen- 
schaften.  Mit  Ausnahme  der  r  Punkte  s  sollen  die  Funktionen  in  der  ganzen  iibrigen 
Flache  T"  allenthalben  einwerthig  und  stetig  sein  In  dem  Punkte  e^  (9  —  1,2,  -  -,  r) 
sollen  a*  und  cor  unstetig  werden,  und  zwar  in  der,  durch  endkche  Ausdrucke  von 
der  Form 

P-R,  I  28 


218  Anhang  HI 


—  -i-  —  L       — 

TO  '  '?  rQ  « 

_1_  ^     y- /            _J_ 

?0  '             ^"?      ^ 


resp  charactensirbaien  Art,  so  dass  die  Differenzen  CD  -  <pg(rg)  und  o/-<^(?$)  fur  den 
Punkt  SQ  stetig  bleiben.  lu  cliesen  Ausdrucken  bezeichnen  die  L  und  I!  Constante, 
m^  und  ng  ganze  Zahlen;  ^  hat  die  im  art  2.  ineiner  erwalinten  Arbeit  angegebene 
Bedeutung,  und  es  muss  fur  den  Fall,  dass  eQ  em  v  —  1  facher  Verzweigungspunkt  ist, 
noch  der  Werth  yon  tg  in  einem  Punkte  der  Urngebung  yon  e^  festgesetzt  sein  (was 
auf  v  Weisen  geschehen  kann),  clann  ist  *Q  fur  die  ganze  Umgebung  yon  SQ  einwertbig 
bestimmt.  Die  Werthe  yon  co,  w  in  je  zwei  entsprechenden  Punkten  auf  der  positiven 
und  negatiyen  Seite  der,  yon  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  &,  c,  I  gebildeten  Be- 
grenzung  der  Flache  T",  die  man  durch  ca+  und  ct)~,  co'+  und  o/~  bezeiclme,  sollen  in 
der  Weise  yerknupft  sein,  dass  allgemem  fur  v  =  1,  2,  ,  p\  $  =  1,  2,  ,  ^  : 

langs  ar  {  co4"  =  J.,  co~  -f  X?  w'+  =  A^"  +  X\ 
langs  lv  {  o>+  -  J?,CD-  +  ^;,  ca/+  -  ^cy'-  +  S^ 
langs  cr  {  co+  ==  a?"  +  X,,  co  +  =  cor"  +  X> 


wobei  die  -4,  .4,  J.',  -4'f,  B,  B,  Br,  B",  4,  J  Constante  bezeichnen,  und  die  2_p  Producte 
AVA%,  BVBV  (v  =  l,%,  •  ,jp)  sammtlicb  den  Werth  1  besitzen  sollen.  Functionen  a?,  a?' 
nut  diesen  Eigenschaften  kann  man,  nebenbei  bemerkt,  m  unbegrenzter  Anzahl  erhalten 
durch  Integration  von  in  Tr  emwertbigen  Functionen  der  Variable  0,  die  fur  eine  end- 
liche  Anzahl  von  Punkten  in  2"  unendlich  von  angebbarer  Ordnung  werden  und  beim 
Ueberschreiten  der  Schnitte  a,  I  coDstante  Factoren  annehmen.  Der  speciellere  Fall,  wo 
ein  Unstetigkeitspunkt  von  w  nicht  auch  zugleich  em  Unstetigkeitspunkt  von  co'  ist, 
oder  wo  eine  der  Functionen  oder  auch  beide  allenthalben  endlich  smd,  ist  in  dem 
obigen  allgemeinen  Falle  mitenthalten,  insofern  als  fur  jede  der  Oonstanten  L,  U  in 
den  Ausdrucken  9,  y,  ohne  Storung  der  weiteren  Entwicklungen,  auch  der  Werth  Null 
zulassig  ist. 

Aus  den  bis  jetzt  erwahnten  Eigenschaften  der  Functionen  CD,  co'  ergeben  sich 
durch  bekannte  Schlusse  die  folgenden  als  secundare.  Zwischen  den,  m  die  Grenz- 
gleichungen  (G-.)  eintretenden  Constanten  existiren  nothwendig  (vergl  m  Arbeit  Bd.  71, 
Heft  3,  art  1)  die  2jp  +  2  Eelationen 


ei£  Randmtegral 

1=1,2,        jT 

^  d*  —  2n^^^jU£=o      _/,=  .£',' Jt  —1  —  A-i  '.B,  —  1  . 

Da  die  Differenzen  cy  —  ytj  '/^i,  a/  —  9y/y  in  dem  Punkte  €,  stetig  sind  und  benn  Ueber- 
schreiten  des  Schmttes  1Q  ungeandeit  bleiben,  so  haben  dieselben,  wenn  man  sie  fur  die 
Umgebung  des  Punktes  s9  als  Functionen  von  >0  betrachtet,  bis  zu  einem  endlichen 
Modul  von  )Q  den  Character  emwerthiger  und  stetiger  Functionen  der  coinplexen  Variable 
t  =  >r  Setzt  man  also  fur  die  Umgebung  des  Punktes  sft  idem  iminer  der  Werth  rf=0 
entsprichtj 

so  lassen  sich  die  Functionen  T//,  *y  bis  zu  einem  endlichen  Modul  von  r  darstellen 
dui*ch  Eeihen  von  der  Form 

wobei  die  c,  c  Constante  bezeichnen.  Nach  den  uber  die  Curve  7^  vorher  getroffenen 
Bestimmungen  kann  man  dieselbe  als  mit  all  ihren  Theilen  in  dem  Gebiete  liegend 
ansehen,  fur  das  die  obigen  Eeihenentwicklungen  gelten.  Es  werden  also  w  und  w  in 
dem,  durch  die  Cnrve  TtQ  aus  T"  ausgeschiedenen  Flachenstucke  und  auch  noch  auf  der 
Begrenznng  A?  desselben  dargestellt  durch 

f  \  \       f "\  r '^-^j.    ' (  \ 

wobei  <f,  <pr,  -y/,  y   die  aufgestellten  Eeihen  bezeichnen 

Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachte  man  das  Integral 

J~=  j  coda), 

R 

ausgedehnt  in  positiver  Eichtung  durch  die  ganze,  aus  den  beiden  Seiten  der  Schnitte 
a,  &,  c,  T!  und  den  ausseren  Seiten  der  Curven  k  bestehende  Begrenzung  It  der  Flache  T*. 
Da  die  Functionen  co,  w  in  der  Flache  T*  allenthalben  einwerthig  und  stetig  sind,  in- 
dem  diese  Flache  die  r  Punkte  e  nicht  mehr  enthalt,  so  hat  nach  bekanntem  Satze 
das  obige  Integral,  ausgedehnt  uber  die  ganze  Begrenzung  dieser  Flache,  den  Werth 
Null.  Dasselbe  ist  aber  auch  gleich  der  Summe  der  Integrale,  die  erhalten  werden, 
wenn  man  der  Eeihe  nach  tiber  die  einzelnen  Begrenzungstheile  integrirt.  Die  Aus- 
fuhrung  dieser  Integration  liefert  zwischen  den  Constanten,  die  das  Verhalten  der  beiden 

28* 
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Functionen  o> ,  a>'  an  der  Begrenzung  von  T"  und  in  den  Unstetigkeitspunkten  e  characte- 
risiren,  erne  merkrmrdige  Relation  ,  cleren  Herleitung  der  Zweck  der  voiiiegenden 
Arbeit  ist. 


Das  Jntegial  J  kann  man  zunachst  in  zwei  Integrate  J^  und  J~2  zerlegen,  von 
denen  das  erste  sich  auf  das  System  der  Schmtte  a,  &,  c,  das  zweite  sich  auf  das  System 
der  Schmtte  lr  und  der  Cnrven  A  bezieht.  Das  Integral  J^  kann  weiter  als  Summe 
von  p  einfacheren  Integralen  S,  (r  =  1 .  2,  ,p)  aufgefasst  werden,  von  denen  das  dem 
Index  v  entsprechende  in  der  Eichtung  der  Pfeile  uber  den  Theil  der  Begrenzung  der 
Flache  T*  zu  erstrecken  ist,  dei  von  den  beiden  Seiten  der  drei  Schmtte  a,,  biy  c,  ge- 
bildet  wird.  Das  Integral  J"2  dagegen  kann  als  Summe  von  ?  einfacheren  Integralen  TQ 
(9  =  1,2,-  ,  ?)  betrachtet  werden,  von  denen  das  dem  Index  9  entsprechende  in  der 
Eichtung  der  Pfeile  uber  den  Theil  der  Begrenzung  der  Flache  T*  zu  erstrecken  ist, 
der  von  den  beiden  Seiten  des  Schmttes  Z^  und  von  der  aussern  Seite  der  Curve  KQ 
gebildet  wird.  Da  ferner  bei  der  Ausfuhrung  des  Integrals  Sy  langs  jedes  der  drei 
Schnitte  av,  1)^  cv  zweimal  integnrt  wird,  emmal  auf  der  positiven,  das  andere  Mai  auf 
der  negativen  Seite,  und  die  Eichtung  der  Integration  auf  der  negativen  Seite  imrner 
genau  entgegengesetzt  ist  der  Eichtung  der  Integration  in  den  entsprechenden  Theilen 
auf  der  positiven  Seite,  so  kann  man  die  beiden,  auf  die  positive  und  negative  Seite 
bezughchen  Theile  von  Sv  durch  Zusammenfassen  correspondirender  Blemente  in  em 
emziges  Integral  vereimgen,  das  nur  uber  die  positive  Seite  zu  erstrecken  ist.  Die- 
selbe  Betrachtung  ist  anwendbar  auf  denjenigen  Theil  von  T^  der  sich  auf  die  beiden 
Seiten  des  Schmttes  bezieht,  man  erhalt  so  schliesslich: 


:/"}  +J*a)da)'~^, 
V  *« 

wobei  also  jetzt  das  Integral 


emmal  uber  die  positive  Seite  emes  jeden  der  drei  Schnitte  av,  lv,  cv  von  Anfang  bis 
zu  Ende  in  der  Eichtung  der  Pfeile  zu  erstrecken  ist,  und  ebenso  das,  als  Theil  von  TQ 
auftretende  Integral 


Uebei  fin  RancLntegial  -21 


euunal  uber  die  positive  Seite  des  Schnitte^  /^  \on  Aufang  las  zu  Ende  in  dei  Richtung 
der  Pfeile  zu  erstrecken  ist,  \vahrend  zugleich  w~9  vf  die  TTerthe  der  Function  w  in 
zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten.  r/a/~.  rfw'~  die  Aenderungen  bezeicknen,  die 
a/"  und  a/~  gleichzeitig  erleiden,  \venn  man  auf  emem  der  Schnitte  r/»,  ft,.  c,  oder  ^  in 
der  Richtung,  die  die  Pfeile  auf  der  positiven  Seite  desselben  haben,  sich  fortbewegt. 
Das  Integral  S,  soil  zunachst  herechnet  werden. 

Aus  den,  unter  (G.)  aufgestellten  Grenzbedingungen  ergeben  sich,  mit  Beruck- 
sichtigung  der  Gleichungen  A,A^  =  l,  B,BV=1,  die  folgenden  Relahonen- 


langs  at  [dco^  =  J./7o/~,     co^rZco'*  =  card  to"  + 
langs  &,  {dco>  +  == 
langs  cr  {rZco'"1"  == 
Entnimmt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werthe  der  Differenzen 


ausgedruckt  durch  da>'+  allein,  und  fuhrt  dieselben  in  das  Integral  S,  em,  so  folgt: 

+  5;  A 


Em  Durchlaufen  der  ganzen  positiven  Seite  des  Schmttes  a,  in  der  Richtung  der  Pfeile 
fuhrt  nun,  mit  Rucksicht  auf  die  Figur,  vom  Punkte  qv  zum  Punkte  $„  ein  Durch- 
laufen der  ganzen  positiven  Seite  des  Schnittes  I,  in  der  Richtung  der  Pfeile  vom 
Punkte  t,  zum  Punkte  rt,  endhch  em  Durchlaufen  der  ganzen  positiven  Seite  des 
Schnittes  cv  in  der  Richtung  der  Pfeile  vom  Punkte  s,  zum  Punkte  n,.  Bezeichnet  man 
also  den  Werth  der  Function  a?'  in  irgend  emem  Punkte  /?  der  Begrenzung  abgekurzt 
durch  rip,  so  ergiebt  sich 

8,-A,  «-  co'J  +  fy  «,-  O  +  4,  (o>^-  <). 

In  Folge  der  Grenzbedingungen  (6r.)  sind  die  Werthe  der  Function  co'  in  den 
vier  Punkten  qv,  rv,  sv,  tv  nut  dem  Werthe  der  Function  a/  im  Punkte  pv  verknupft 
durch  die  Gleichungen 

~ 
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/  r  t  ^r 

wdaj  =  [L9  a>  In  rQ  +  (M£-  +  Xf})  In  rjj  -  L^J  &  -^ 

V 

Setzt  man  hier  fur  den  mit  dr^  multiplicirten  Quotienten  der  Grossen  o>'  und  rQ  die 
betreffende  Reihenent \vicklung,  so  liefert  die  Integration  derselben 


'.  %  +  W  T  -  [T  4  '»'  '.  +  <•  '"  ''.I' 

"  a          ^ 

indem  die,  zwischen  den  Grenzen  a  und  r  genommenen  Integrale  aller  ubrigen  Glieder 
der  Reihe  verschwmden.     Fuhrt  man  den  gefundenen  Werth  m  (3.J  ein,  und  setzt 


so  folgt 

+ 
(4)  fa>da>'-[L9a>'  In  r,  +  (M9-N9)  In  t,-± 

Ae 

und  hieraus  ergiebt  sich  nach  einfacher  Reduction,  unter  Berucksichtigung  der  Gleichungen 

[In  rQ]a  =  [In  rQ]r  +  2m, 
endlich 

(5.)  /co  rfw  -  -  27w2^ 

l? 

Setzt  man  nun  fur  die  beiden  Integrate,  deren  Summe  oben  mit  TQ  bezeichnet 
wurde,  die  gefundenen  Werihe  ein,  so  erh^lt  man  schliesslich: 


4. 

Fuhrt  man  in  die  Gleicbung  des  art  2. 


U  —  v   —  v  1    f     v  2  —  J^-J  ^v    '   J^  ~*~  Q 

an  Stelle  von  Sv  und  T9  die  gefundenen  Werthe  em,  so  ergiebt  sich 
0  =*^CV  —  2ni^(Mq  —  N^)  +  2nz^L^Lf^  +^^ 

Die  in  diesem  Ausdrucke  noch  vorkommenden  Werthe  der  Funktion  co   fur  die  p  +  r 
Punkte  n  und  A   erschernen  in  Folge   der   Grenzbedingungen  ($.)  und   der,   flber   die 
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Aufeinanderfolge  der  Schnitte  c  mid  I  gemachten  Annahmen  verknfcpft  durch  die  jj  +  > 
Grleichungen 

^-a**8-^!'    ^-"4  ===^2-  -   W^_1  -6^  =  ^,!,    O^-O^-./;, 


Druckt  man  nun  aus  diesen  Grleichungen  die  sammtlichen  p  4-  r  Functionswerthe  durch 
den  einen  o/^  aus,  indem  man  von  der  letzten  Gleichung  ausgehend  successive  bis  zur 
ersten  aufsteigt,  setzt  ferner  zur  Al3kurzung 


und   berucksichtigt   die   beiden   ersten  Grleichungen  (&'.),  die  unter  Anwendung  dieser 
Abkurzungen  sich  schreiben 


so  folgt 


r=l 


+  4  ) 


und  durch  Einftdxrang  dieses  Ausdruckes  erlialt  man  schliesslich  die  gesuchte  Relation 
in  der  Form: 


0 


1=1 


+4') 


'  +4'+ 


wobei  also  zur  Abkiirzung  gesetzt  ist* 


0.  -  JTX-B:  -  B. 


Sind  die  Functionen  co,  CD  beide  allenthalben  endlich  in  T"  oder  T',  so  haben 

P-B,  I  29 
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Anhang  in      Ueber  ein  Randintegral 


die  Constanten  L,  L'   sammtlich  den  Werth  Null,  und   es  ergiebt  sich  dann   aus   der 
obigen,  alle  Falle  umfassenden  Formel  die  speciellere: 


0 


Vertauscht  man  in  dem  links  stehenden  Integrals  die  beiden  Functionen  a>  und  CD',  so 
hat  das  dann  entstehende  Integral  ebenfalls  den  Werth  Null.  Die  Vertauschung  von 
co  und  a/  zieht  aber  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Grleichung  eine  gleichzeitige 
Vertauschung  von  A,  und  A,,  Bv  und  S%9  Av  und  A[,  B\  und  g'l9  J,  und  J'v  nach  sich. 
Man  erhalt  so  fur  diesen  Fall  die  folgende  Relation, 


o 


v-p 


+  4(4+4+ 


die  von  der  vorhergehenden  sich  nur  durch  die  Form  unterscheidet,  mdem  mit  Hulfe 
der  Gleichungen  (6r'.)  die  eine  leicht  in  die  andere  ubergefuhrt  werden  kann  Fur 
manche  Untersuchungen  ist  die  letztere  Form  vorzuziehen. 

Wurzburg,  im  November  1869 


Yierte  Abhandlung. 

Zur  Integration  der  Differentialgleichung  fp  +  gi75  =  0- 


Journal  far  die  reine  und  angewanclte  Mathematik ,  Band  73,  Seite  340 — 364 


Em  fundamentaler  Satz  der  Functionentheorie  lautet: 

,,Bezieht  man  die  Punkte  emer  Kreisflache  durch  Coordmaten  a?,  y  auf  em  recht- 
winkliges  Coordinatensystem,  so  existirt  zu  dieser  Kreisflache  immer  eine  und  nur  eine 
reelle  Function  u  der  Coordinaten  oc,  y  nut  folgenden  Eigenschaften: 
I.    Die  Function  u  ist  far  die  ganze  Kreisflache,  den  Eand  embegnffen,  eine  einwerthige 
und  stetige  Function  des  Ortes  oder  Punktes  %9  y  und  stunmt  am  Rande  vollstandig 
mit  einer  for  den  Rand  willkurlich  angenommenen,  langs  des  Randes  allenthalben 
stetigen  Function  uberein. 

II.  Die  sammtlichen  Derivirten  der  Function  u  von  angebbarer  Ordnung  sind  im  Innern 
der  Kreisflache,  d.  h.  bis  in  jede  endHche  Nahe  zum  Rande,  einwerthig  und  stetig, 
und  die  zweiten  Derivirten  gemigen  der  Gleichung  ^  +  ^1  -  0." 

Das  bekannte  Verfahren,  dessen  man  sich  bei  mathematisch-physikalischen  Unter- 
suchungen  bedient,  um  eine  Function  u  mit  den  erwahnten  Eigenschaffcen  zu  erhalten*), 
beruht  auf  der  unbewiesenen  Voraussetzung,  dass  jede  einwerthige,  stetige,  reelle,  und 
mit  der  Periode  2n  penodische  Function  f(<p)  des  reellen  Argumentes  y  sich  far  jeden 
Werth  des  Argumentes  cp  durch  eine  Fowiersche  Reihe  darstellen  lasse.  Nur  fur  den 
Fall,  dass  die  Function  f(cp)  auf  der  Strecke  von  -n  bis  +n  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  besitzt,  hat  Dirichkt  (d.  Journal  Bd  4)  diesen  letztgenannten  Satz 
bewiesen,  und  die  TJntersuchungen  von  Eiemann  in  der  Arbeit:  ,,Ueber  d^e  Darstettbar- 
Jcett  einer  Functim  durch  eine  tngmmetnsche  Re^Jle",  wie  manche  wichtige  Aufschlusse 
uber  die  zur  Darstellbarkeit  erforderlichen  Bedingungen  man  ihnen  auch  verdankt,  haben 
dennoch  gerade  fur  diejenigen  Functionen,  die  unbeschadet  der  Stetigkeit  unendlich 

*)  Vergleiolie  z   B      ^Das  Ihriehletsche  Puncyp  in  seiner  Anwendung  auf  die  Rwmannsehen  Flachen,  wn 

Nwmawrf\  pag.  5  u.  fig 
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oft  ostilliren,  die  Dar^tellbarkeit  nirht  bewiesen  E*  heiuht  auf  einem  Iiithume,  wenn 
HeiT  Hintlrl  in  einer  kurzlich  erschienenen  Schnft'i  anmniint,  clei  Beweis  far  die  Dai  - 
stellhaikeit  eolcher  Functionen  diuch  tiigononietnsche  Reihen  sei  von  Ewmann  gehefert 
worden,  und  zur  Bestatii>ung  dieser  seiner  Ansicht  auf  art  10  der  oben  citirten  Eiemann- 
schen  Arbeit  veiweist  In  dem  genannten  Artikel  hat  Itiemann  nur  bewiesen  class, 
wenn  die  Function  f\  <f ,  durchweg  endlich  bleibt  und  erne  Integration  zulasst,  dann  die 
Coefficienten  dei  tngouometrischen  Reihe  zuletzt  unendhch  Mem  werden,  womit  fur 
die  Convergenz  der  Reihe  noch  mchts  bewiesen  ist.  Im  Gegentheile  bemerkt  Etemann 
ausdruckhch,  niit  Rucksicht  auf  die  vorangegangene  Untersuchung  im  art  9,  dass  in 
diesem  Falle  die  Convergenz  der  Reihe  far  einen  bestmunten  Werth  von  <p  nur  abhange 
von  dem  Yerhalten  der  Function  f(<p)  in  unmittelbaier  Nahe  dieses  Werthes  Und  in 
der  That  muss  man,  urn  uber  die  Convergenz  entscheiden  zu  konnen,  sei  es  dass  man 
sich  dazu  des  im  art.  9  unter  El.  gegebenen  Satzes  oder  anderer  Methoden  bedienen 
will,  uber  das  Yerhalten  der  Function  f(<f),  auch  wenn  sie  allenthalben  stetig  ist,  noch 
weitere  einschiankende  Yoraussetzungen  treffen.  Erne  solche  Yoraussetzung  wurcle  z.  B 
die  sein,  dass  die  Function  f(y)  fur  jeden  Werth  cp  einen  endlichen  Differentialquotienten 
besitzt,  oder  die  von  Herrn  Ltpsclntz  in  seiner  Arbeit  uber  denselben  Gregenstand 
(d.  Journal  Bd  63,  pag  296 — 308)  gemachte  Annahme,  dass  der  absolute  Werth  von 
f(<p  +  d)  —  f(q>)  mit  positivem,  abnehmendem  $  schneller  abmmmt  als  eine  positive 
Potenz  von  3,  multiplieirt  mit  einer  endlichen  Constanten.  Die  Darstellbarkeit  einer, 
nur  der  Bedingung  der  Stetigkeit  unterworfenen  Function  f(y)  durch  eine  tngonometrische 
Reihe  ist  also  bis  jetzt  noch  mcht  bewiesen,  und  es  kann  folglich  auf  diese  Annahme 
auch  kein  Beweis  des  im  Anfange  ausgesprochenen  Satzes  gestutzt  werden 

Zu  den  nachstehenden  Betrachtungen  fuhrte  mich  die  Yermuthung,  dass  die 
Unmoghchkeit,  den  obigen  Satz  allgemem  zu  beweisen,  sobald  man  fur  w  die  bekannte 
Reihenentwicklung  aufstellt,  die  auf  dem  Rande  der  Kreisflache  m  eine  JFbmersche 
Reihe  ubergeht,  lediglich  in  der  gewahlten  Ausdrucksform  ihren  Grund  habe.  Wenn 
man  von  emem  Ausdrucke  fur  u  veiiangt,  er  solle  auf  dem  Rande  selbst,  seinem  Werthe 
nach,  mit  einer  far  den  Rand  willkurlich  angenommenen  Function  uberemstimmen,  so 
verlangt  man  eben  zu  viel.  Es  wurde  vollkommen  genugen,  wenn  man  von  einem 
Ausdrucke  in  #,  %  der  die  ubrigen  far  u  aufgestellten  Eigenschaffcen  besitzt,  zeigen 
konnte,  dass  sein  Werth,  wenn  der  Punkt  x,  y  sich  einem  Randpunkte  unbegrenzt  nahert, 
ohne  Unterbrechung  der  Stetigkeit  gegen  den  Werth  convergirt,  den  die  fur  den  Rand 
willkurhch  fixirte  Function  in  dem  betreJffenden  Randpunkte  besitzt.  Zur  Durchfahrung 
dieser  Untersuchung  kann  man  die  eben  erwahnte  Reihenentwicklung  fur  u,  die  nach 


„  Untersuchimgen  ufo)  die  unendltch  oft  oscilhrenden  iwd  wnstetigen  Fwnctwnen,  pag  15  und  pag  33." 
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steigenclen  Potenzen  des  Radius  vectors  foitschreitet,  iiicht  heuatzen,  dagegen  ttihrt  die 
Anwendung  emer  andem,  durch  Summation  der  genannten  Reihe  entstehenden  und 
schon  vou  Herrn  C.  Xeitmonn  J'd  Journal  Bd  59  pag  <%4i  aufgestellten  Ausdmcksfoiin 
zu  deni  gewunschten  Ziele  und  damit  zu  einem  strengen  Beweise  des  ausgesprochenen 
Satzes.  Dies  zu  zeigen,  ist  dei  Zweck  der  folgenden  Seiten  Ich  habe  mich  dabei  nicht 
auf  den  Fall  beschrankt,  wo  die  far  den  Rand  gegebene  Function  allenthalben  stetig 
ist,  sondem  auch  gleich  den  Fall  mit  beruoksichtigt,  wo  dieselbe  eine  endhche  Anzahl 
von  Btetigkeitsunterbrechungen,  hervorgerufen  durch  sprungweise  Aenderungen  urn  endliche 
Grossen,  besitzt  Die  Untersuchung  dieses  letztem  Falles  lasst  zugleich  den  innern  Grand 
erkennen  fur  die  merkwurdige  Brschemung,  class  erne  convergente  Founeische  Reihe, 
die  eine  Function  f(y)  darstellt,  fur  diejemgen  Werthe  a  von  r/?,  fur  die  f(<p)  springt, 
den  Mittelwerth  aus  den  Werthen  f(a  —  0)  und  f(a  +  0j  liefert,  Andere  Falle  bleiben 
hier  ausgeschlossen;  dagegen  habe  ich  mit  der  obigen  verwandte  Fragen  in  den  Kreis 
der  Untersuchung  emgeflochten 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  mir  wahrend  der  Ausarbeitung  dieses  Auf- 
satzes  eine,  ini  XV.  Jahrgange  der  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft 
in  Zurich  fpag  113  —  128)  unter  dem  Titel-  ,,Ueb&  die  Integiation  ck)  partiellen  Differential- 

erschienene  Abhandlung  des  Herrn 


^  +  c-     =  b  fw    die  Flaclie  ernes 

E  A.  Scliwarz  zukam,  in  der  der  Verfasser,  unter  Anwendung  derselben,  oben  erwahnten 
Ausdrucksform  fur  u,  ebenfalls  emen  Beweis  des  zu  Anfange  aufgestellten  Satzes  geliefert 
hat.  Da  im  Uebrigen  meine  Untersuchung,  sowohl  durch  den  Gang  des  Beweises  als 
durch  die  angewandten  Methoden,  sich  wesentlich  von  derjenigen  des  Herin  Sclmat* 
unterscheidet,  so  habe  ich  ihre  Veroffentkchung  nicht  fur  uberflussig  gehalten. 


1. 

In  emer  Ebene  sei  em  Kreis  vom  Radius  E  gegeben  (s.  cl.  Figur)  Den  Mittel- 
punkt  0  desselben  nehme  man  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen  Coordmaten- 
systems  und  wahle  die  Axen  X,  ¥  so,  dass  die  Richtung 
der  wachsenden  Abscissen  die  Eichtung  der  wachsenden 
Ordmaten  zur  Linken  hat  Mit  a;,  y  bezeichne  man  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  P  der 
Ebene,  bezogen  auf  das  System  X,  Y,  mit  r,  t  die  Polar- 
coordinaten  desselben  Punktes,  bezogen  auf  den  Punkt  0 
als  Pol  und  die  X-Axe  als  Polaraxe.  Der  Winkel  t  werde 
wachsend  gezahlt  bei  emer  Drehung  des  Radius  vectors  r 
von  der  Z-Axe  durch  den  ersten  Quadranten  zur  T-Ase. 
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Eineii  beliebig  gewablten  Punkt  0'  dei  Kreisperipherie,  dessen  rechtwinklige  Coordmaten 
<f,  //,  des>en  Polairoonlinaten  li,  a  seien?  nehrne  man  zum  Anfangspunkte  eines  neuen 
rechtwmkligen  Coordmatensystems  X\  T  Die  T'-Axe  soil  durch  den  Punkt  0  gehen, 
und  O'O  soil  die  Eichtung  der  wachsenden  Ordinaten  sem  Die  T-Axe  wird  dann  im 
Punkte  0  Tangente  zum  Eieise  sein,  und  die  Richtung  der  wachsenden  Abscissen  soil 
die  t<clion  tixirte  Eichtung  der  wachsenden  Ordinaten  zur  Eechten  haben.  Mit  x,  ij 
bezeichne  man  die  Coordinate!!  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  neue  System,  mit  $,  r 
die  Polarcoordmaten  desselben  Punktes,  bezogen  auf  em  Polaicoordmatensystem,  dessen 
Pol  der  Punkt  0',  dessen  Polaraxe  die  JT-Axe  1st  Dei  Winkel  r  weide  wachsend 
gezahlt  bei  emer  Drehung  des  Radius  vectors  $  von  der  X'-Axe  durch  den  ersten 
Quadianten  zur  F-Axe  Man  hat  dann  zwischen  den  vier,  dem  Punkte  P  zukommenden 
Paaren  von  Coordmaten  die  folgenden  Beziehungen: 

x  =  r  cos  t  ,       $  =  a  +  sma   x  —  cos  a  y  ,       %  —  9  cos  r, 


,        y=b  —  cos  cu   x'  —  sin  a   y  ,        j   =  psmT. 

Xach  diesen  Festsetzungen  betrachte  man  zwei  Functionen  u  und  v  der  Coordi- 
naten  y,  f,  definirt  durch  die  Gleichungen: 


?2  — 2E;  cos  (i  —  <p)  +  ?8' 

(p=l-Tt 

1      /./»/    \          22?7Sin(£ — qpj  rfgj 


unter  folgenden  Voraussetzungen.  Die  Coordmaten  r,  2  sollen  einem  Punkte  P  im  Innern 
der  Kreisflache  angehoren,  d  h  r  ist  kleiner  als  E  vorausgesetzt  Das  Symbol  f(<p) 
soil  eme  reelle,  mit  der  Periode  2n  periodische  Function  der  reellen  Variable  cp  be- 
zeichnen,  die,  mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  p  von  Unstetigkeitsstellen  in  jedem 
Intervalle  93  bis  y  +  2ft,  emwerthig  und  stetig  ist,  und  deren  Verhalten  fur  die,  durch 
die  Congruenzen 

y  =  c±  (mod  2ft),  cp  =  c2  (mod  2ft),    •  •,  <p  =  cf  (mod  2ft) 
festgelegten  Unstetigkeitsstellen  characterisirt  sei  durch  die  Grleichungen: 

wobei  \,ha,  ,\  irgend  welche  reelle  endhche  Constante  bezeichnen.  Im  Uebrigen 
sind  der  Function  f(<p)  kemerlei  Bedingungen  aufgelegt,  sie  kann  beliebig  oft  durch 
Null  gehen,  sie  kann  beliebig  oft  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  ubergehen  oder  umgekehrt, 
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sie  kann  graphisch  willkurlich  angenommen  werden  Unter  I  i&t  eine  willkurhche  reelle 
Constante  verstanden,  welchen  Werth  man  dem  I  auch  beilegen  mag,  die  Werthe  von 
u  und  i  werden  dadurch  nicht  beeinflusst,  da  die  unter  den  Integralzeichen  vorkommen- 
den  Functionen  von  cp  sammtlich  penodisch  sind  mit  dei  Periocle  2rr. 

In  Folge  der  Bedmgung  >  <  _K  besitzen  die  unter  den  Integralzeichen  stehenden 
Functionen  fur  jeden  Werfch  von  cp  einen  bestimmten  endlichen  Werth.  Da  sie  ausser- 
dem,  als  Functionen  von  x,  y  betrachtet,  innerhalb  cler  KreisfUche  einwerthig  und  stetig 
sind,  auch  die  Grenzen  der  Integrale  endliche  Grossen  sind,  so  folgt  zunachst,  dass  u 
und  i  zwei,  innerhalb  der  Kreisflache,  bis  in  jede  endliche  Nahe  zuni  Rande,  emwerthige 
und  stetige  Functionen  des  Ortes  oder  Punktes  a,,  y  sind.  Da  ferner  auch  die  ersten, 
nach  x  und  y  genomnienen  Differentialquotienten  der  unter  den  Integralzeichen  vor- 
komrnenden  Functionen  innerhalb  der  Kreisflache  einwerthig  und  stetig  sind,  so  kann 
man  die  ersten  Differentialquotienten  von  u  und  r  nach  x  und  y  durch  Differentiation 
unter  dem  Integralzeichen  bilden,  und  erhalt  dann,  wenn  man  zur  Abkurzung  setzt. 


=      -  2r  cos  t-<    +  >=      -  2x  cos  y  -  2%  sin  y 

2-2/2)  cos  cp  +  2xy  sin  (p  -  2Rx], 
z*+y*)  sin  cp  +  2xy  cosy  -  2Ey], 

a  =  l  +  it  <p  =  l  +  rt 

du         1    /  /,/   x  N,    7  3^7  1     i*,   N  N*  7 

?z  -  n  J  fM&  d(f>        T*  -  -  ^  J  Av)  &  <*<?> 


Die  ersten  Denvirten  von  u  und  v  nach  a;  und  y  sind  also  im  Innern  der  Kreisflache 
ebenfalls  allenthalben  einwerthig  und  stetig,  und  da  zudem  zwischen  ihnen  die  Eela- 

tionen:    ~  =  =  —      .  bestehen,  so  zeigt  sich  w  +  ?n  als  eine  Function  der  complexen 


Variable  #  +  yi,  die  mit  ihren  sammtlichen  Derivirten  von  angebbarer  Ordnung  innerhalb 
des  Kreises  allenthalben  einwerthig  und  stetig  ist  Es  ist  damit  zunachst  bewiesen, 
dass  der  Ausdruck  u,  wenn  man  die  Bewegung  des  Punktes  P  auf  die  Kreisflache  mit 
dem  Radius  E  beschrankt,  eine  reelle  Function  der  Coordmaten  x,  y  darstellt,  die  mit 
ihren  sammtlichen  Derivirten  von  angebbarer  Ordnung  im  Innern  der  Flache,  d.  h.  bis 
in  jede  endliche  Nahe  zum  Rande,  allenthalben  einwerthig  und  stetig  ist,  und  deren* 

zweite  Derivirte  der  Gleichung        +  -i^O  genugen. 
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Es  soil  jetzt  weiter  untersucht  werden,  wie  der  Ausdruck  w  sich  verhalt,  wenn 
dei  Punkt  P  dern  Rande  der  Kreisflache  naher  und  naher  ruckt:  ob  dann  der  Werth 
von  u  sich  einer  festen  Grenze  naheit,  oder  ob  etwas  clavon  Verschieclenes  stattfindet. 
Zu  dem  Ende  konnte  man  untersuchen,  was  aus  clem  Integrale  u  wird,  wenn  bei 
constant  bleibendern  t  die  Variable  >  sich  wachsend  dem  Werthe  R  nahert  Es  wurde 
dies  dem  Falle  entspiecheu,  wo  der  Punkt  P  sich  eineni  festen  Punkte  0'  der  Penphene 
in  der  Richtung  des  Radius  00'  nahert  Das  Resultat  konnte  unter  Umstanden  em 
anderes  werden,,  wenn  der  Punkt  P  sich  dem  Punkte  0'  m  einer  von  0  O  verschiedenen 
Richtung  naherte  Urn  also  gleich  den  allgemeinsten  Fall  zu  untersuchen,  wo  der 
Punkt  P  m  einer  beliebig  angenommenen  Richtung  zum  Punkte  0'  geht,  indem  nur 
auf  chese  Weise  der  Charaktei  der  Function  u  fur  den  Randpunkt  0'  klar  erkannt 
werden  kann,  fuhre  man  m  clem  Ausdrucke  u  an  Stelle  von  >  und  t  die  Coordmaten 
$  und  T,  von  dem  Punkte  0'  als  Pol  aus,  ein  Durch  passende  Wahl  von  r  zwischen 
0  und  n,  die  Grenzen  selbst  ausgeschlossen,  kann  man  dann  fur  das  Heranrucken  des 
Punktes  P  zum  Punkte  O  jede  zulassige  Richtung  fixiren,  imcl  das  Heranrucken  selbst 
wird  bewirkt,  indem  man  das  immer  positive  ^  unter  jede  Grenze  sinken  lasst. 

Zunachst  geht  nun  der  Ausdruck  u  durch  Einfuhrung  von  9  und  t  uber  m: 

(2.) 


"-sJVtoi 


[2  j?2 — 2 RQ  smtj  [1  —  cos  (cp — u\]  +  2  EQ  cos  T  sin  (<p  — 

Setzt  man  darm,  da  der  Werth  von  u  von  dern  Werthe  der  Constante  I  unabhangig  ist, 
I  =  a,  und  zerlegt  das  Integral  zwischen  den  Grenzen  a  —  n  und  a  +  n  in  zwei  neue 
Integrale  u(i)  und  u(^,  von  denen  das  erste  die  Grenzen  a  —  n  und  a,  das  zweite  die 
Grenzen  a  und  a  +  n  besitzt,  fuhrt  femer  in  dem  Integrale  u(I}  erne  neue  Integrations- 
variable  (fi  em  durch  die  Substitution  <p  =  a  —  <pl9  ebenso  in  dem  Integrale  u®  eine  neue 
Integrationsvariable  y>2  durch  die  Substitution  cp  =  a  +  (p2,  so  erhalt  man  schliesslich, 
weun  man  in  den  Endresultaten  bei  y1?  y>2  einfach  die  Indices  unterdruckt  und  zur 
Abkurzung  ~  =  x  setzt 


(3.) 


U(l]   A- 
M/jr    i 


TV  (2  —  2  v.  sm  r)  (1  —  cos  qp)  —  2  x  cos  T  sin  9  -j-  x2  ? 
o 

it 

1 


Zur  Integration  dei   Drffeientialgleichung  ^-r~^ 
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Mag  nun  die  Function  ff<p)  fur  (f  =  a  eme  Cnterbrechung  der  Stetigkeit  erleiden 
oder  nicht,  immer  lasst  sich  eine  positive  Zahl  2y  kleiner  als  —  angeben,  so  dass  in 
den  beiden  Intervallen  von  <p  =  a  —  2y  bis  (f  =  a  —  0  und  von  cp  =  a  +  0  bis  (f  =  a  -f  2y 
die  Function  /(<p)  stetig  ist  Zeiiegt  man  dann  ein  jedes  der  beiden  Integrale  u*1*  und  u{*> 
in  zwei  neue,  von  den  en  das  erste  die  Grenzen  0  und  2y,  das  zweite  die  Grenzen  2y 
und  n  besitzt,  setzt  ferner  zur  Abkurzung: 


2y  smr  — 


\  —  2  A  sin  T)  (1  —  cos  9)  —  2  %  cos  T  sin  qp  +  K*  * 
2  x  sin  r  —  *2 


—  cos 


TC  cos  r  sn 


2y 


yj 

0 


*/' 


TT 

y  /  ft 

"a/ 

TT 

y  J  ft 


,  ^,  r), 


-  J/(y,  »:,  T), 


und  berucksichtigt,  dass  die  Grrossen  ^  und  Q2  ihr  Zeichen  nicht  wechseln,  wie  auch 
(p,  x  und  T  vaniren  mogen,  indem  die  Nenner  dieser  Ausdrucke  in  der  Form 

(2  -  2#  sin  r)  (1  —  cos  cp)  ±  2x  cos  T  sin  <p  -f  x2  =  [2  cos  r  sin  -|  ±  x  cos|]2+  [(2  sin  r—  x)  sin  -|]2 

enthalten  smd?  ihr  gemeinsamer  Zahler  2xsmr  —  x*  dagegen  fiir  jeden  Punkt  P  im 
Innern  der  Kreisflache  positiv  ist  und  erst  auf  der  Peripherie  den  Werth  Null  erhalt, 
so  folgt,  indem  man  bekannte  Satze  aus  der  Theone  der  bestimmten  Integrale  anwendet, 


«^ 


(5) 


wobei  0t,  02  zwei  reelle  Zahlen  bezeichnen,  die  den  Bedingungen  0^0X< 
genugen,  Mt,  M2  zwei  reelle  Zahlen,  die  den  Bedingungen  K^M^^G, 
unterworfen  sind,  wenn  K  den  klemsten,  G  den  grossten  uuter  all  den  Werthen  be- 
deutet,  die  f((p]  uberhaupt  annehmen  kann.  Und  man  mag  noch  bemerken,  obschon 
dies  durch  die  Bezeichnung  nicht  hervorgehoben  wurde,  dass  bei  festangenommenem  a 
die  Werthe  der  Zahlen  01?  82,  MI}  M2  von  den  drei  Grossen  y,  x,  t  abhangen,  dass  aber 
bei  jeder  zulassigen  Wahl  von  7,  x,  r  die  eben  aufgestellten  Grenzen  fur  die  6  und  M 
unveranderlich  bewahrt  bleiben 

P-B,  I  30 
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3, 

Zur  Untersuchung  der  vier  Functionen  Jly  J^,  J2,  J%  ubergehend,  kann  man 
zunachst  bemerken,  dass  die  beiden  letzten  sich  leicht  auf  die  beiden  ersten  zuruck- 
fuhren  lassen.  Denn  da  Q^  in  $2  ubergeht,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  fur  Ql  statt  r 
die  Grosse  n  —  r  einfuhrt,  so  hat  man  dem  entsprechend  auch 

(6  )  Jjy,  x,  r)  =  c/ify,  x,  n  -  r),          J*'(y,  x,  r)  =  Ji'(y,  *,  n  -  r) 

Man  fuhre  nun  in  den  Integralen  Ji  und  J[  an  Stelle  von  (p  eine  neue  Integrations- 


variable  £  em  durch  die  Gleichungen  |  =  ~tg  -|-,  ^  =  ~  —  />   mdem  man  beruck- 
sichtigfc,  dass  cos 


und  dass  bei  dieser  Transformation  den  Werthen  cp  ==  0  bis  9  ==  2^  die  Werthe  £  =  0 
bis  g==  tangy  ^  ^en  •\yer(}jien  ^  =  2/  bis  ^)  =  7r  die  Werthe  g=  a^gy  bis  £  =  oo  entsprechen 
Es  wird  dann 


(2smr  —  %) 


(4  — 


-fe 


(2  SUIT  —  M) 


und  da  das  unbestimmte  Integral  der  hinter   den  Integralzeichen  stehenden  Function 
von  g  dargestellt  wird  durch 


so  folgt  schliesslich,  wenn  man  zur  Abkurzung  tangy  =  n  setzt,  und  berucksichtigt,  dass 
die  G-rossen  2  sin  r  —  #  und  4  —  4#  sin  r  +  x2  immer  positiv  sind, 


fo.) 


Unter  arctga,  bei  reellem  Argumente  a,  ist  Mer  und  im  Folgenden  immer  derjenige 
einzige  besttmmte,  zwischen  --f-  und  +^-  enthaltene  Werth  verstanden,  der  entsteht, 


Zur  Integration  d^r  DifFeientialglpiclmng  f^^^l— Q  -35 

wenn  man  rfarc  tang/  =  (\+jrj"ldx  auf  diiectem  Wege  zwischen  den  Grenzen  0  und  a 
integrirt.     Fur  em  positives  a  und  em  ebenfalls  positives  fi  gelten  dann  die  Formeln: 

arc  tg  a  =  y  —  arc  tg~,         arc  tg  a  —  arc  tg  /?  -=  arc  tg  (YX^ 


von  denen  die  zweite  auch  fur  negatives/?  noch  gultig  bleibt,  wenn  nurl  +  «/3>0  ist 
Man  nehine  nun  den  Punkt  P  in  dem,  durch  die  Grosse  r  fixirten  Strahle  so 
nahe  zum  Punkte  O  liegend  an,  dass,  wie  klein  auch/  gewahlt  sei,  x  kleiner  als  tgy 
sei.  Darm  ist,  weil  tg y  <  1,  auch  x  <  1,  xn<l,  dagegen  n  >  1.  Unter  dieser  Yoraussetzung 
ist  der  Ausdruck  (4— 4%smT+%2jn  —  2  cos  t  fur  jeden  Werth  von  T  positiv,  denn  der  kleinste 
Werth,  den  er  bei  vanablem  r  uberhaupt  annehmen  kann,  ist  (4  +  ar)w  —  2J/1  +4^3^23 


und  dieser  Minimumwerth  ist  positiv,  weil  (4  +  x2j2w2— 4(l+4^2^2j  =  f!6  — 8^2+^4)^2— 4 
fur  sc  <  1  und  » >  1  immer  positiv  ist,     Man  hat  also  stets 

-(4  —  4^  am  r  -4-  x2)  >i  —  2  cos  r~l 


Bezeichnet  ferner  T  einen  zulassigen  Werth  fur  r,  der  zwischen  0  und  y  liegt,  so  hat  man 

oF7~"J7 


sin  T  — 


r2sinr'1  —  xH 

L  2  cos.'  J  =  arc  *  ~  arc 


und  durch  Subtraction  der  zweiten  Gleichung  von  der  ersten  eigiebt  sich 


7t  r 


Man  erkennt  nun  leicht,  dass  diese  letzte  Formel  noch  richtig  bleibt,  wenn  T  «  y  wird, 
und  auch  noch,  wenn  man  an  Stelle  von  r  die  Grosse  n  —  r  schreibt.  Die  Formel  (&.) 
gilt  demnach  wie  (a]  fur  jeden  zulassigen  Werth  des  Winkels  t  zwischen  0  und  n. 
Berucksichtigt  man  noch,  dass 

2  sin  r  —  %  "I  *     r    Most    ~\  ,     [~     sin  n  —  v.  n  cos  n 


,     r     si 
«  U»- 


n-eoe 


und  dass  xn  durch  tg/  ersetzt  werden  kann,  so  folgt  aus  den  Grleichungen  (8.) 

Ji(y,  x,  r)  -  TT  -  r  -  arc  tg  [5 
(9.) 

und  hieraus  welter,  indem  man  r  durch  TI  —  T  ersetzt  und  die  Gleichungen  (6.)  beachtet, 

J»  (y>  x>  *)  =  T  - ; 

(10.) 


.     r  Ssirn:  — 

arc  tg  [(4_4xsiar  +  x.) 

80* 
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Emfache  Betiachtungen,  wie  sie  in  dei  Theone  der  Maxima  und  Minima  vor- 
kommen,  zeigen  nun,  das*  der  Werth  des  Ausdruckes 


Swcosy-f  cns0' 

wenn  0,  7,  w  reelle  Grossen  bezeichnen,  und  0<y<-j-,  «>1  ist,  immer  zwischen  den 
Grenzen  -  -  und  +  -J-  liegt  Ebenso  leicht  ergiebt  sich,  dass,  in  Folge  der  vorher 
uber  die  Lage  des  Punktes  P  getroffenen  Bestimmungen,  die  Differenz 

2        r  _  2  smr  —  a  _  ~| 
"H        L(4  —  4v  sint-j-x8)  w  —  2co8fJ 

fur  jeden  zul^ssigen  "Werth  von  r  zwischen  0  nnd  n  positiv  ist  Berucksichtigt  man 
dann  nocli,  dass  for  jedes  reelle  positive  a  der  Werth  von  arctg  (±a)  zwischen  -a 
und  +a  liegt,  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (9)  und  flO)  die  Relationen: 


o<  Jfo,  x,  *)<£, 


und  man  erhalt  schliesslich,  indem  man  unter  e1?  e2  zwei  reelle  Zahlen  zwischen  -1 
und  +1,  unter  $(,  4  zwei  reelle  Zahlen  zwischen  0  und  1  versteht,  die  Grenzen  selbst 
ausgeschlossen: 


(12.) 


*,  •*-' 


4 

Fuhrt  man  die  fur  Ji,  Jx',  /„  /2'  gefundenen  Werthe  in  die  Formeln  (5.)  em, 
so  folgt: 


(13.) 


nit 


unter  der  vorher  gemachten  Yoraussetzung,  dass  y  eine  Grosse  zwischen  0  und  -j-  be- 
zeichnet,  die  so  klein  angenommen  ist,  dass  die  Function  f(<p)  in  den  beiden  Intervallen 
von  <p  =  a  —  2y  bis  <p  «•  a  —  0  und  von  (p  —  a  +  0  bis  (p  =  a  +  2y  stetig  bleibt,  und  unter 
der  fernern  Yoraussetzung,  dass  x<tg^  ist,  w^ihrend  zur  Abkurzung  n  fur  -|^  geschrieben 
wurde.  Die  obigen  Formeln  bleiben  also  nchtig  bei  einer  YerMemerung  von  y  von 
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u-  c    fx-        cy- 

dem  fixirten  Werthe  au&,  wenn  man  nur  gleichzeitig  auch  -/,  so  weit  abnehmen  lasst, 
class  tf  klemer  als  tgy  bleibt     Setzt  man  nun  tg  ;'=«  —  ,  so  ist  r>l,  da  tg;'  <  1,  und 

der  Bedmgung  %<tgy  \vird  genugt,  wenn  man  x  =  -^  setzt;  es  wird  dann  n=*r.     Da 
femer,  well  y  zwischen  (>  und  y  liegt,  y<tg/  ist,  so  kann  man 


setzen,  wobei  0^^<1,  0^^<1,  mdem  die  Werthe  von  019  d,  nacli  Fruherem  den 
Bedmgungen  <>  ^  ^  ^  1,  0^02^1  genugen  Bildet  man  jetzt  durch  Addition  del  hnken 
Seiten  der  GMchungen  (IB)  die  Function  u,^,  so  folgt  bei  passender  Anordnung 


(14) 


fur  i/-=—-  und,  nach  dem  oben  Bemerkten,  also  auch  fur  jedes  grossere  v.  Lasst  man 

nun,  bei  constant  gehaltenem  T,  durch  fortwahrende  stetige  Vergrosserung  von  v  die 
Grosse  %,  also  auch.  $  =  jRx?  stetig  klemer  und  klemer  werden,  so  entspricht  diesem 
Processe  geometrisch  ein  unbegrenztes  stetiges  Anrucken  des  Punktes  P  gegen  den 
Begrenzungspunkt  0'  in  der?  durch  den  Wmkel  r  fixirten  Eichtung,  und  es  convergirt 
dann,  wie  die  letzte  Tormel  unmittelbar  zeigt,  ^x>r  gegen  die  feste  Grenze 

(15.)  km 


denn  man  kann  stets,  wie  klein  auch  eine  von  Null  verschiedene  positive  Zahl  a  an- 
genommen  werden  mag,  dazu  den  Werth  von  g  so  fclein,  oder  was  dasselbe,  den  Werth 
von  v  so  gross  annehmen,  dass  die  Summe  der  Grossen,  die  auf  der  rechten  Seite  der 
Formel  (14.)  in  der  zweiten  und  dntten  Zeile  stehen,  far  dieses  v  und  auch  fur  jedes 
grossere  v  ihrem  absoluten  Werthe  nach  die  Zahl  a  mcht  ubersteigt,  eineiiei,  welchen 
von  den  zulassigen  "Werthen  t  besitzt  oder  anmmmt 

Gehort  nun  zu  dem  Eandpunkte  0',  dem  im  ersten  Polarcoordinatensysteme  die 
Coordinaten  r  =  R,t  =  a  zukommen,  em  Werth  a  von  t,  fur  den  die  willkurlich  angenommene 
Function/*  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet,  so  ist  f(a  +  ff)  =  f(a—  0)  =  /'(«), 
und  die,  durch  den  Ausdruck  u  dargestellte  Function  der  Coordinaten  0,  y  des  Punktes  P 
erhalt  dann,  wenn  P  vom  Innern  her  auf  irgend  eine  Weise  in  den  Punkt  O  ruckt? 
immer  den  bestimmten  Werth  f(a).  Erleidet  dagegen  die  Function  f  far  den  Werth  a 
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de*  Arguments  erne  Unteibrechung  der  Stetigkeit,  d  h  ist  a  einem  der  fruher 
fixirten  2,  Werthe  ^,  cr  -  ,  CF  nach  clem  Modul  2rr  congiuent,  so  zeigt  die  Fonnel  <15), 
dass  in  dem  Falle  der  Werth,  den  die  Function  u  henn  Emuicken  des  Punktes  P  in 
die  Lage  O  erhalt,  von  der  Eichtung,  in  der  dasselbe  gesckieht,  abhangig  ist,  und  zwar 
so,  dass  zu  jeder  bestmunten  Eichtung  ein  und  nur  ein  bestimmter  Werth  von  u  gehort, 
der  sich  mit  dem,  die  Eichtung  bestimmenden  Wmkel  t  in  dei  Weise  stetig  andert, 
dass  die  Aenderungen  von  u  den  Aenderungen  von  r  proportional  sind  Durch  passende 
Wahl  der  Richtung  des  Einruckens  kann  man  dann  fur  u  jeden  Werth  erhalten,  der 
zwischen  f(a-0i  und  /"(a  +  0)  liegt,  und  geht  man  in  der,  durch  r  =  |-  fixirten  Eichtung 
des  Kreisradms  gegen  den  Punkt  0',  so  tnfffc  man  dort  mit  dem  Werthe  f{a  °  2  "~ 
ein.  Der  Punkt  0'  bildet  in  diesem  Falle  einen  Unstetigkeitspunkt  fur  die,  durch  den 
Ausdruck  u  dargestellte  Function,  ohne  dass  darum,  wenn  man  sich  die  Werthe  von  u 
durch  Ordinaten,  die  in  den  entsprechenden  Punkten  a?,  y  senkrecht  auf  der  Ebene  des 
Kreises  stehen,  reprasentirt  dachte,  die  daduich  entstehende,  uber  der  Kreisflache  im 
Eaume  ansgebreitete  Flache  irgendwo  erne  Unterbrechung  ihres  Zusammenhanges  erlitte, 
Damit  ist  bewiesen,  dass  immer  eine  Function  u  existirt,  die  ausser  den,  schon 
am  Ende  von  art.  1  erwahnten  Eigenschaffcen  noch  weiter  die  besitzt,  dass  sie  am  Eande 
der  Kreisflache  vollstandig  mit  einer  fur  den  Eand  (r  =  R,  t  =  t)  willkuiiich  angenom- 
menen  reellen  Function  f(t)  uberemstimmt,  wenn  nur  f(t)  der  Bedingung,  langs  des 
Eandes  allenthalben  emwerthig  und  stetig  zu  sem,  unterworfen  ist.  dass  dagegen,  wenn 
die  Function  f(t]  die  Bedingung  dei  Stetigkeit  in  der  Weise  verletzt,  dass  sie  fur  emzelne 
Punkte  (r  =  R,  t  =  cl?  c2,  ,  cp}  des  Eandes  spnngt,  dann  die  Uebereinstnnmung  nur  fur 
die  von  den  c  verschiedenen  Punkte  des  Eandes  besteht,  wahrend  in  den  Punkten  c 
selbst  die  Function  u  alle  nur  moglichen  Werthe  zwischen  den  Werthen  f(c  —  G)  und 
f(c  +  0)  besitzt.  Im  ersten  Falle,  wo  f(f)  allenthalben  stetig  vorausgesetzt  wird,  ist, 
wie  Formel  (14.)  zeigt,  die  Function  u  fur  die  ganze  Kreisflache,  den  Eand  embegriffen, 
stetig-  im  zweiten  Falle  kann  von  der  Stetigkeit  der  Function  u  nur  die  Eede  sein  in 
einem  Gebiete,  das  aus  der  Kreisflache  entsteht,  mdem  man  die  _p  Punkte  c  durch 
ebensoviele  Kreise,  die  diese  Punkte  zu  Mittelpunkten  haben  und  deren  Eadien  endliche, 
im  tlebngen  beliebig  kleine  Werthe  besitzen,  ausscheidet. 

5. 

Eine  weitere  Frage  ist  die,  ob  ausser  der,  durch  den  Ausdruck  u  dargestellten 
Function  u  mcht  noch  eine  zweite  Function,  ul9  existirt,  die  die  bis  jetzt  gefundenen 
Eigenschaften  von  u  ebenfalls  besitzt:  oder  ob  durch  die  erwahnten  Eigenschaften  die 
Function  u  eindeutig  bestimmt  erscheint  Die  Existenz  einer  zweiten  Function,  u^9 


f"3.  P*u 

Zur  Integiation  der  Differentialgleiciung  7^7^-^77  =  0  j?39 

vorausgesetzt,  wird  dann  die  durch  fi  =  u  —  ^  zu  bezeichnende  Differenz  der  beiden 
Functionen  fur  die  ganze  Kreisflache,  den  Rand  einbegiiffen,  eine  einwerthige  und  stetige 
Function  des  Oites  oder  Punktes  jc*  y  sein.  die  am  Rande  allenthalben  den  Werth  Null 
besitzt.  In  welcher  Richtung  also  auch  der  Punkt  P  in  emen  Randpunkt  Or  einrucken 
mag,  der  zugehorige  Werth  von  /LC  wird  stets  gegen  Null  convergiren.  Damit  ist  aus- 
drftcklich  festgesetzt,  dass  fur  den  Fall,  wo  die  Function  u  am  Rande  Unstetigkeits- 
punkte  Cj,  cJ5  -•  ,  cf  besitzt,  die  Function  u±  fur  diese  Punkte  in  gleicher  Weise  unstetig 
werden  soil  wie  die  Function  u.  Was  femer  die  Denvirten  von  p  betnfft,  so  werden 
jedenfalls  die  ersten  und  zweiten  Derivirten  von  tu  ini  Innern  der  Kreisflache,  d  h 
bis  in  jede  endliche  Nahe  zum  Rande,  einwerthig  und  stetig  sein,  und  die  nach  x  und  y 

G*it       fftt 

genommenen  zweiten  Denvirten   der  Gleichung  ^  +  ~— i  =  0  genugen 

Eine  Function  ^  mit  diesen  Eigenschaffcen  kann  aber,  wie  jetzt  gezeigt  werden 
soil,  fur  keinen  Punkt  irn  Innern  der  Kreisflache  einen  von  Null  verschiedenen  Werth 
besitzen.  Das  Gegentheil  angenommen,  sei  PI  ein  Punkt  im  Innem  der  Kreisflache, 
fur  den  die  Function  p  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  M^  besitze.  Mit  M '  be- 
zeichne  man  den  absoluten  Werth  von  M19  mit  M"  eine  von  Null  verschiedene  fest  an- 
zunehmende  positive  Zahl,  die  um  eine  endliche  Grosse  klemer  als  Mr  sei.  Da  nach 
der  Voraussetzung  der  Werth  von  ^  durch  stetige  Aenderung  stets  gegen  Null  con- 
vergirt,  wenn  der  Punkt  P  sich  in  irgend  einer  Richtung  gegen  einen  Punkt  des  Randes 
bewegt,  so  werden  die  Punkte  der  Kreisflache,  fur  die  der  absolute  Werth  von  p  grosser 
oder  gleich  M"  ist,  alle  in  angebbarer  endlicher  Entfernung  vom  Rande  liegen.  Man 
kann  also  um  den  Mittelpunkt  0  emen  zweiten,  dem  ersten  concentrischen  Kreis  ziehen, 
dessen  Radius  B^  um  eine  endliche  Grosse  kleiner  ist  als  jR,  und  der  die  genannten 
Punkte  sammtlich  einschliesst,  so  dass  in  keinem  PunMe  auf  der  Peripherie  dieses 
Kreises  der  absolute  Werth  von  /a  die  Zahl  M"  ubersteigt 
Setzt  man  dann 


und  beschrankt  die  Bewegung  des  variablen  Punktes  x,  y  auf  diese  klemere  Kreis- 
flache F',  ohne  den,  mit  K1  zu  bezeichnenden  Rand  derselben  auszuschliessen,  so  ist 
/a  +  vi  in  der  Flache  F',  den  Rand  einbegriffen,  eine  allenthalben  einwerthige  und 
stetige  Function  der  complexen  Variable  #  =  #  +  yi,  die  bis  in  jede  Nahe  zum  Rande 
und  auch  noch  auf  dem  Rande  K1  selbst  einwerthige  und  stetige  Denvirte  besitzt. 
In  Folge  dessen  hat  das  Integral 
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ausgedehnt  in  positiver  Richtung  durch  die  Begrenzung  K'  von  F'  immer  emen  be- 
stiimnten  Werth,  wenn  nui  der  Punkt  i,  y  der  Ebene,  far  den  2  den  Werth  /  hat, 
niclit  auf  K'  selbst  liegt.  Und  zwar  1st  der  Werth  dieses  Integrals  bestandig  Null, 
wenn  der  Punkt  /.  y  au&serhalb  F'  liegt,  wain-end  fur  emen  Punkt  z,  y  im  Innern 
yon  F'  der  Werth  des  Integrals  mit  dein  Werthe  ubereinstiinmt,  den  die  Function 
fju  +  vi  in  diesem  Punkte  besitzt 

Bezeichnet  man  nun  die  rechtwinkligen  Goordinaten  des  Punktes  P1  mit  x±9y^ 
die  Polarcoordinaten  niit  >1,  tl9  und  den  zugehorigen  Werth  von  z  mit  ^,  so  wird  jeden- 
falls  )\  um  eine  endhche  Grosse  klemer  sein  als  E^  weil  der  Punkt  P±  im  Innern  der 
Flaehe  F^  in  endlicher  Entfernung  vom  Eande  Kr  liegt  Der  Punkt  #2,  y2  dagegen, 
fur  den  0  den  Werth  #3=^^'  besitzt,  wild  dann  nothwendig  ausserhalb  F1  liegen. 
Bezeichnet  man  noch  den  Werth,  den  die  Function  v  im  Punkte  P1  besitzt,  durch  N19 
wahrend  der  Werth  der  Function  ^  m  diesein  Punkte  schon  vorher  durch  M^  be- 
zeichnet  wurde,  so  folgfc,  wenn  man  in  dem  letzten  Integrate  an  Stella  von  s  einmal  gv 
andeie  Mai  #  einfuhrt: 


Trennt  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  die  reellen  Theile  von  den  rein  imaginaren, 
nachdem  man  flir  #1?  ^  ihre  Ausdnlcke  durch  Polarcoordinaten  eingefuhrt,  und  s  durch 
B^1,  dz  durch  B^^dy  ersetzt  hat,  so  folgt  weiter,  indem  man  den  Ausdruck 
Bl  —  2.8^  cos  (tt—  cp)  +  r\  zur  Abkurzung  mit  Q  bezeichnet* 


cos     -       ' 


(I6.) 


(IP)  °  = 

Mit  Hulfe  dieser   Gleichungen  kann  man   die  Werthe  Mt  und  JV"X   der  Functionen  fi 
und  r  fur  den  Punkt  PA  ausdrticken  durch  die  Werthe  allein,  die  die  Function  /a  auf 
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der  Integrationscurve  K'  besitzt  Suhtiahirt  man  namlich  die  Gleichung  \TL\i  von  (Ia., 
und  acldirt  die  Gleichung  :TT.i  zu  (T ;,  beiuek&ichtigt  auch,  dass  die  Function  r  im 
Kreismittelpunkte  0,  0  den  Werth  Null  besitzt,  so  zerstoren  sich  die  Tenne  unter  den 
Integialzeichen,  in  denen  v  vorkommt,  und  man  erhalt  schliesslich . 

3f.-^-  "' 


?  —  2^  ?1  cos  /fx 


-ar 


Die  erste  dieser  beiden  Gleichnngen  zeigt,  dass  zwischen  dem  Werthe  1/1?  den 
die  Function  p,  im  Punkfce  P1  besitzt,  und  den  Werthen  von  JLL  am  Eande  K'  von  JT' 
ein  bestimmter  Zusammenliang  besteht.  Aus  dieser  G-leichung  sollen  jetzt  weitere 
Schlusse  gezogen  werden.  Da  den  fruher  getroffenen  Anordnungen  gemass  der  absolute 
Werth  von  /^  in  keinem  Punkte  der  Integrationscurve  K1  die  positive  Zahl  M"  uber- 
steigt,  auch  der  Factor,  mit  dem  JLL  unter  dem  Integralzeichen  auf  der  rechten  Seite 
der  in  Eede  stehenden  Gleichung  naultiplicirt  erschemt,  wahrend  der  Integration  sein 
Vorzeiclien  nicht  andert,  sondern,  da  >\<Ri  ist,  stets  positiv  bleibt,  so  folgt  aus  der 
obigen  Gleichung,  unter  Anwendung  eines  Satzes  von  CaucJiy, 


_  zr  (Ri-*$dg>          ^iir^EL  i-Ef 

2*  J  Rl  —  2El<i1eos(t1  —  <p)  +  il=i<*  23T  J  R\  —  2^?! 


und  hieraus  endlich,  nach  Ausfuhrung  des  bestimmten  Integrals 

-M"£M^M". 

Dieses  letzte  Resultat  steht  aber  im  Widerspruche  mit  Fruherm,  wonach  die 
positive  Zahl  M"  endlich  klemer  als  der  absolute  Werth  Mr  von  M^  gewahlt  war, 
unter  der  einzigen  Voraussetzung,  dass  der  Werth  Mv  den  die  Function  /t  im  Punkte  P± 
besitzt,  von  Null  verschieden  sei.  Die  einander  widersprechenden  Ergebnisse,  zu  denen 
diese  Voraussetzung  gefuhrt  hat,  beweisen  ihre  Unnchtigkeit  und  damit  zugleich  die 
Unhaltbarkeit  der  ursprunglichen  Annahme,  dass  die  Function  ^  fur  irgend  emen 
Punkt  P  im  Innern  der  Kreisflache,  deren  Eadius  R,  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  besitze  Die  Function  ^  hat  also  fur  jeden  mnern,  in  endlicher  Entfernung 
vom  Rande  gelegenen  Punkt  der  Kreisflache  den  Werth  Null;  da  sie  ausserdem  fur  die 
ganze  Kreisflache,  den  Rand  einbegriffen,  einwerthig  und  stetig  ist,  und  ihr  Werth  beim 
Uebergange  vom  Innern  zum  Rande  stets  gegen  Null  convergirt,  so  ist  sie  far  alle 
Punkte  der  Kreisflache  und  des  Randes  Null  Aus  ^  =  0  folgt  aber  \  =-  u,  d.  h.  die 
Function  w1  ist  mit  der  Function  u  identisch,  und  es  existirt  denmach  nur  erne 
Function  u,  die  die  fruher  angegebenen  Eigenschaften  besitzt  Damit  ist  der  im  An- 
fange  dieser  Arbeit  genannte  Satz  in  alien  seinen  Theilen  bewiesen. 

P-E,  I  31 
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6. 

Fur  alle  Punkte  P  im  Innern  der  Kreisfl&che  kann  der  Ausdrnck  fur  u  in  eme 
nach  steigenden  Potenzen  von  ~  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden  Man  hat 
namlich 

~ T.  r s  = 4-  COS  \t—  W)  —  4-r  COS  2(t  —  Cf)  -f  4s  COS  3(t—(f>)  -f 

2   R-—  2j?rcos  t — $)  —  ?-         2         ±t  T          JK~  '  ±t  '' 

gultig  ftr  jedes  r,  dessen  Werth  kleiner  als  die  Zahl  E  Multiplicirt  man  hnke  und 
rechte  Seite  dieser  Gleichung  mit  ^f((f}(l<f  und  mtegrirt  nach  cp  zwischen  den  Grenzen 
—  7i  und  -r  ^  so  folgt,  indem  man,  was  hier  erlaubt  ist,  auf  der  rechten  Seite  die  Auf- 
einanderfolge  der  Operationen  der  Summation  und  Integration  andert' 

+n 

tit    ~.  I      f(  (T  )   '- i 

27P  f  f  \'J  It" —  2  J2?  cos  it — (p)  -\-r 
—it 

+*  «=«    .     .       +JT 


Den  Werth,  den  die  zu  unterst  stehende  Reihe  fur  einen  Punkt  P  mit  den  Coordinaten 
r,  tf  im  Innern  des  Kreises  besitzt,  bezeichne  man  durch  Srtt,  den  Werth  der  Function  u 
in  demselben  Punkte  dui-ch  ur,t  Fur  jeden  iimern,  in  endlicher  Bntfernung  vom  Rande 
gelegenen  Punkt  der  Kreisflache  ist  dann  Srit=*ur^. 

Die  in  der  untern  Zeile  stehende  Reihe  geht?  wenn  man  r  wachsend  gleich  E 
werden  lasst,  der  Foini  nach  uber  in  die  Founersche  Reihe 


+  JT 

—  ,i  __  w-         .  n 

~  xi  cos  n  (t— 


Convergirt  nun  diese  Founersche  Reihe  fur  einen  Werth  t'  der  Variable^,  und  bezeichnet 
man  ihren  Werth  fur  dieses  t  durch  Sf,  so  ist,  wie  AM  und  ^riclikt  bewiesen,  8,  zu- 
gleich  die  Grenze,  gegen  die  der  Werth  Sr^  der  fruhern,  nach  steigenden  Potenzen 
von  L.  fortschreitenden  Reihe  ohne  Unterbrechung  der  Stetigkeit  convergirt,  wenn  r 
stetig  gegen  E  convergirt  Dieser  Werth  Sf  kann  dann  aber  nicht  von  dem  Werthe 
fff+o)  +  f(*--o)  verschieden  sein,  gegen  den,  nach  art.  4,  die  Function  ur^  convergirt, 

wenn  bei  constant  bleibendem  tf  die  Variable  r  gegen  E  convergirt  Denn  da  die  beiden 
Functionen  8ftf  und  ur^  fur  jedes  r<E  gleichwerthig  sind,  und  ausserdem  jede  von 
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ihnen  fur  limr  =  J?  ohne  Unteibreclmng  der  Stetigkeit  gegen  eine  feste  C4ienze  con- 
vergirt,  so  konnen  ihre  Werthe  an  der  Grenze  des  Gehietes  der  Variable  r,  d.  h.  fur 
r  =  R  mcht  verschieclen  sem 

Fur  die  Function  u  smd  damit  zwei  Ausdrucksfonnen  aufgestellt,  das  bestimmte 
Integral  und  die  unendhche  Reihe,  die  sich.  was  ihr  Terlialten  auf  dem  Rande  der 
Kreisflache  selbst  betrifffc,  wesentlich  unteischeiden.  Die  eiste  Ausdrucksfomi  rersagt 
auf  dem  Rande,  d.  h.  fur  r  =  R,  inimer,  indem  sie  dort  allenthalben  den  Werth  Null 
liefert  Die  zweite  Ausdrucksform  kann  unter  Umstanden  auch  noch  auf  dem  Rande, 
d.  h.  fur  r  =  It,  sei  es  allenthalben  oder  nur  in  einzelnen  Punkten  R9  f  die  Function  u 
darstellen,  und  zwar  wird  sie  diese  Darstellung,  wie  ehen  bewiesen,  leisten,  wenn  die 
Founersche  Reihe,  in  die  sie  fur  r  =  R  ubergeht,  fur  die  betreffenden  Werthe  von  t 
convergirt  Aber  auch  in  dem  Falle,  wo  die  Reihe  S,ti  fur  r*=*R  noch  convergirt,  wird 
sie  nur  for  die  Randpunkte,  in  denen  f(f)  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet, 
den  Werth  darstellen,  den  die  Function  u  in  dem  Punkte  besitzt,  wahrend  fur  die  Un- 
stetigkeitspunkte  auf  dem  Rande,  wo  f(f)  sprmgt  und  die  Function  u  unendlich  viele 
Werthe  besitzt,  die  Reihe,  ihre  Gonyergenz  yorausgesetzt,  nur  den  emzigen  Werth 
^^^"0)t"^^~0>  von  all  den  Werthen  der  Function  u  liefert,  der  einem  Emiacken  in  der 

2 

Richtung  des  Radius  R  entspncht  Alle  ubrigen  Werthe,  die  u  in  emem  solchen  Punkte 
je  nach  den  verschiedenen  Richtungen  des  Emruckens  erhalten  kann,  werden  von  der 
Reihe  8rjt  fur  r  =  R  mcht  niehr  geliefert,  sind  also  gleichsam  beim  Uebergange  vom 
Innern  auf  den  Rand  ausgefallen  Bei  dieser,  immer  zulassigen  Auffassung  der  Fourier- 
schen  Reihe,  wonach  sie  lediglich  als  Grrenzform  emer  Reihe  Sftt,  die  fur  die  Ereisflache 
bis  in  jede  endliche  Nahe  zum  Rande  eine  Function  u  darstellt,  erscheint,  aber  als 
Grrenzforrn,  die  einem  Anrucken  vom  Innern  gegen  den  Rand  in  der  Richtung  des  Kreis- 
radms  entspncht,  erklart  sich  ihr  Verhalten  far  die  Punkte  t,  wo  die  Function  f(t) 
sprmgt,  auf  naturliche  Weise  aus  dem  Verhalten  der  Function  u  fur  die  entsprechenden 
Randpunkte  R,  t. 

7. 

Urn  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises,  dessen  Radius  R,  beschreibe  man  einen 
zweiten,  dem  gegebenen  concentnschen  Kreis  mit  einem  Radius  R'<R.  Die  Flache 
des  ersten  Kreises  bezeichne  man  mit  F,  die  des  zweiten  mit  F':  entsprechend  die 
Periphenen  der  beiden  Kreise  durch  K  und  K'  resp.  Unter  u  werde  dieselbe  Function 
wie  vorher  verstanden.  Dieselbe  ist  eindeutig  bestimmt,  sobald  die  Function  f(y),  die 
in  art.  1  ausfuhrlicher  charaktensirt  wurde,  gegeben  vorliegt,  und  mit  Rucksicht  darauf 
moge  zur  Abkurzung  gesagt  werden,  eine  Function  u  correspondire  mit  emer  gegebenen 
Function  f(<p\  Unter  diesen  Voraussetzungen  betrachte  man  das  Integral 

31* 


944  Anhang  IV 


ausgedehnt  uber  die  Flache  F'  Da  die  Denvirten  von  it  bis  in  jede  endliche  Xahe 
zum  Rande  K  clei  ursprunglichen  Kreisflache  emwerthig  imd  stetig  sind,  so  smd  sie 
es  jedenfalls  in  F'  mid  auch  noch  auf  der  Begrenzung  K1  von  F'  Es  besitzt  also  das 
obige  Integral  einen  endlichen,  positiven  Werth,  clei  sich,  wie  bekannt,  auch  ausdruckt 
durch  das  emfache  Integral 


Oder  fu'cls, 

K- 


erstreckt  m  positiver  Richtung  uber  die  Begrenzung  K'  von  F',  \venn  ds  em  Element 
dieser  Begrenzung,  p  die  nach  Innen  gerichtete  Nonnale  bezeichnet.  Ldsst  man  nun 
durch  successive  Tergrosserung  von  IK  die  Flache  F'  gegen  F  convergiren,  so  konnen 
in  Bezug  auf  den  Werth  Up  des  obigen  Doppelintegrals  zwei  Falle  eintreten.  entweder 
wachst  Ur  uber  alle  Grenzen,  oder  es  convergirt  UF,  gegen  einen  festen  Grenzwerth  G-. 
Im  erstem  Falle  hat  das  Integral  Uf  keine  Bedeutung  mehr,  im  zweiten  Falle  1st  sein 
Werth  G.  Dass  der  erste  Fall  imrner  emtritt,  wenn  die  Function  f((p),  mit  der  die 
Function  u  correspondirt,  far  einzelne  Werthe  c  des  Argumentes  springt,  soil  zunachst 
bewiesen  werden.  Die  folgende  Untersuchung  liefert  diesen  Beweis  m  allgememerer 
Form,  und  bildet  so  gleichsam  eme  Erganzung  zu  dem  art.  17  der  Riemannschen 
Dissertation,  mdem  sie  zeigfc,  dass  eme  sammt  ihren  ersten  Denvirten  emwerthige  und 
stetige  Function  I  von  x  und  y  sich  nicht  einer,  in  emem  Punkte  in  der  gleich  fest- 
zusetzenden  Weise  unstetigen  Function  /LI  unendlich  annahern  kann,  ohne  dass  das 
Integi-al  £(X)  aufhort  endlich  zu  sem. 

Fixirt  sei  ein  begrenztes  endliches  Stuck  T  der  XJ-Ebene,  und  in  demselben 
liegend  ein  Punkt  P  Fur  diese  Flache  sei  eme  reelle  Function  /u,  der  rechtwmkligen 
Coordinaten  a?,  y  gegeben,  die  sammt  ihren  ersten  Denvirten  im  Innern  von  T  bis  in 
jede  endliche  Nahe  zum  Punkte  P  einwerthig  und  stetig  ist,  und  zugleich  mit  ihren 
Denvirten  diese  Eigenschaften  auch  noch  auf  dem  Rande  von  T  besitzt  Das  Verhalten 
der  Function  /a  im  Punkte  P,  von  dem  aus  man  Polarcooidinaten  r,  t  einfuhre,  sei 
dadurch  charakterisirt,  dass  wenn  man  in  irgend  einer  Richtung  t  auf  den  Punkt  P 
zugeht,  dann  der  Werth  von  ^  ohne  Unterbrechung  der  Stetigkeit  gegen  eme  feste 
Grenze  G(t]  convergirt,  die  von  der  gewahlten  Richtung  abhangig,  sich  mit  t  um  den 
Punkt  P  herum  allenthalben  stetig  andert.  Cr(f)  wird  also  eine  einwerthige,  stetige, 
und  mit  der  Periode  2n  penodische  Function  von  t  sein;  der  Fall,  dass  Q-(f)  fur  jedes  t 
denselben  Werth  besitze,  sei  ausgeschlossen.  Was  die  Denvirten  von  p  betrifft,  so  soil 
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bezuglich   ihrer  Existenz   oder   ihres  Terhaltens  ini  Punkte  P  nichts   festgesetzt   sein 
Fur  eine  solche  Function  u,  behaupte  ich  dann,  wird  das  Integral 


Jfjf!  (f  )'+  *  &}'|  '»  « 


wenn  man  es  uber  die  Flache  T  ausdehnt,  kemen  angebbaren  Werth  erhalten,  indem 
sein  Werth,  je  inehr  sich  die  Summation  dem  Unstetigkeitspunkte  P  nahert,  um  so 
mehr  uber  alle  Grrenzen  wachst 

Um  dieses  zu  beweisen,  beschreibe  man  um  P  als  Mittelpunkt  emen  Kreis  mit 
dem  Radius  r2,  dessen  Flache  vollstandig  inneihalb  T  liegt,  und  einen  zweiten,  diesem 
concentnschen  Kreis  mit  emem  endlich  klemern  Radius  ?r  Ausserdem  fixire  naan  zwei 
Radii  vectoren  t  =  t^  und  *  =  £,,  (ts>t1),  die  so  gewahlt  seien,  (was  nach  den  gemachten 
Annahmen  immer  moglich).  dass  die  "Werthe  J/t  und  M2  von  /j.,  die  man  erhalt,  indem 
man  das  eine  Mai  in  der  durch  f1?  das  zweite  Mai  in  der  durch  t2  bestiniinten  Richtung 
in  den  Punkt  P  einruckt,  endlich  verschieden  smd.  Betrachtet  man  dann  das  Integral 


>1       *I 

so  bilden  dessen  Elemente  einen  Theil  der  Elemente  des  obigen  Integrals  jQf/u),  und 
da  dieses  letztere  nur  positive  Elemente  besitzt,  me  also  Elemente  sich  gegenseitig 
auf heben,  so  ward  der  verlangte  Beweis  erbracht  sein,  wenn  man  zeigt,  dass  der  Werth 
des  Integrals  W^  dadurch,  dass  man  die  Zahlen  rt  und  r2  in  passender  Weise  klein 
genug  nimmt,  grosser  gemacht  werden  kann  als  eine  willkurlich  gegebene,  beliebig 
gross  angenommene  positive  Zahl 

Die  Function  p  ist  der  Annahme  gemass  sammt  ihren  ersten  Derivirten  in  dem, 
durch  die  Grrenzwerthe  rt,  r2  und  tl9  t2  fixirten  Gebiete,  den  Rand  desselben  einbegriffen, 
eine  einwerthige  und  stetige  Function  von  r  und  t.  Man  setze  ft=*F(r,f),  und  zur 
Abkurzung  jF(r,  tfj  =  /?1(r),  F(rft^  =  f^(r):  dann  hat  man  nach  den  uber  ^  und  fa  vorher 
getroffenen  Bestimmungen  Inn  ffa]  =  Jf,  lim  f^  (r}  =  M^  Betrachtet  man  nun  das  m 

r  =  0  r=  0 

dem  Doppelmtegrale  W^  vorkommende  mnere,  von  t±  bis  t2  zu  erstreckende  Integral, 
so  bleibt  bei  der  Ausfuhrung  dieser  Summation  nach  t  die  Grrosse  r  constant,  und  fur 
die  Grrenzen  ^  und  #2  hat  fju  die  Werthe  f^  (r)  und  f2  (r)  resp.  Unter  all  den  Functionen 
v  von  t,  die  von  t  =  ^  bis  t  «=  ig  sammt  ihrer  ersten  Derivirten  einwerthig  und  stetig 
sind,  und  ausserdem  fur  die  Grrenzen  tl9  t^  die  gegebenen  Werthe  ^(r),  ^(^)  resp.  be- 
sitzen,  existirt  nun  erne,  f&r  die  das  Integral 
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am  kleinsten  wird  Es  ist  die*  die  Function  r  =  ct  -  q,  tvenn  man  die  Coustanten  <,  ^ 
aus  den  Gleichuugen  /;</  -f^-r^,  £  rj^-et^c,  bestimmt,  der  betreflende  Werth  des 
Integrals  wird  dann  c \f-tj.  Man  liat  also  untei  alien  Umstanden 


I/.  "••'-/;'"]* 

J.        +  J 


und  daher  auch,  weil  >  und  f7>  immer  positiv  smd, 


Tl 


Da  die  beiden  Functionen  f^r)  und  fs(r)  von  >  =  /9  bis  r-0  stetig  smd,  und 
fur  verschwindendes  /  die  erste  den  Werth  Mit  die  zweite  den  Werth  M2  eihalt,  so 
kann  man  jedenfalls  die  positive  Zahl  »,,  ohne  gegen  fruhere  Voraussetzungen  zu  ver- 
stossen,  von  Xnll  verscmeden  so  klein  annehmen,  dass  der  Werth  des  Ausdruckes 
j-/;^j  _  /j(/;]3,  der  fur  limr  =  0  ohne  Unterbrechung  der  Stetigkeit  gegen  die  feste  Grenze 
[i-JTj  convergirt,  in  dem  Intervalle  von  »-0  bis  v  =  rs  stets  grosser  als 
-[J/,-  J/J2  bleibt.  Unter  dieser  Yoraussetzung  uber  die  Grosse  von  ?2  wird  dann,  wie 
man  auch  die  positive  Zahl  rit  die  kleiner  als  tz  vorausgesetzt  ist,  wahlen  mag,  stets 


sein,  wobei  der  In  rein  reell  zu  nehmen  ist.  Lasst  man  nun,  wahrend  rt  den  fest- 
gesetzten  Werth  behalt,  >\  kleiner  und  kleiner  werden,  so  kann  man  dadurch  den  Werth 
von  In  &)  ohne  Aufhoren  grosser  und  grosser  machen,  und  es  wird  folglich  Wp  ,  und 
um  so  mehr  Q($  bei  successive!-  Vergrosserung  des  Integrationsgebietes  durch  Abnahme 
von  rt  uber  jede  angebbare  positive  Zahl  heruberwachsen 

8. 

Ganz  anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn  die  Function  f(yi),  mit  der  die  Function  u 
correspondirt,  allenthalben  stetig  ist  Wahrend,  wie  eben  bewiesen,  die  Voraussetzung, 
dass  f(<f)  far  emzelne  Werthe  des  Argumentes  sprmgt,  mit  Nothwendigkeit  das  Un- 
endlichwerden  des  Integrals 
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vrenn  man  es  uber  die  Kreisflaclie  F  vom  Radius  J?  ausdehnt,  nach  sich  zieht,  konnen, 
wenn  f'(f>  allenthalben  stetig  1st,  in  Bezug  auf  Uj  beide  vorher  genannte  Falle  ein- 
treten,  d  h  es  kami,  je  nach  der  sonstigen  Beschaffenheit  von  f'yi,  das  Integral  Ul 
entweder  endhch  sein  oder  auch  keinen  angebbareu  Werth  be&itzen.  Die  Richtigkeit 
der  erst  en  Behauptung  leuchtet  unmittelbar  ein,  man  bi  audit  nur  fur  u  den  reellen 
Theil  einer  Function  von  z  zu  wahlen,  die  mit  ihren  ersten  Derivirten  m  der  Flache  F 
und  auch  noch  auf  dem  Eande  K  derselben  emweithig  und  stetig  1st  Den  Beweis  fur 
die  zweite  Behauptung  liefert  das  folgende  Beispiel 

Die  Langenemheit  wahle   man   so,    dass   der  Radius  R  des   gegebenen  Kreises, 

dessen  GHeichung  JC3  +  y~—  R~=  0  ist,   kleiner  als  —  wird.     In  Bezug  auf  diese  Kreis- 

flache,  den  Rand  einbegriffen,  definire  man  erne  Function  u  als  den  reellen  Theil  der 
Function 

u+  vi  =  i  ]/—  In  ( jR  +  x  -f-  yi) 

der  coinplexen  Variable  &  +  yi,  nachdem  man  zuvor  diese  Function  far  die  Kreisflache 
AVIS  folgt  emdeutig  bestimmt  hat.  Man  fuhre  vom  Punkte  x  =  —  R,  y  =  0  aus  Polar- 
coordmaten  (>,  r  ein  durch  die  Grleichungen  *  x  =  —  R  +  Q  cos  r,  y  =  Q  sin  r:  es  kann  dann 
durch  die  Bewegung  des  Punktes  x,  y  auf  der  Kreisflache  die  Variable  $  alle  Werthe 

von  0  bis  2jR<l,    die  Variable  r  alle  Werthe  von  —  ~  bis  +-|-  annehmen,   wahiend 

iL  & 

alle  ubrigen  Werthe  durch  die  Bedingung,  dass  der  Punkt  #,  y  mcht  uber  den  Rand 
der  Flache  hinaus  gehe,  ausgeschlossen  werden  sollen  Der  unter  der  Quadratwurzel 
voikommende  Logarithmus  werde  fur  die  Kreisflache  eindeutig  bestimmt  durch  die 
Grleichung:  —ln(RJ^x+y^}  =  —  lnq  —  r^.  indem  man  unter  In  q  den  bestnnmten  reellen 
Werth  versteht,  den  man  durch  Integration  von  din £  =  £~~:LdZ  auf  directem  Wege 
zwischen  den  Grrenzen  1  und  Q  erhalt.  Trennt  man  dann  in  der  Grleichung  fur  u  +  vi 
die  reellen  Theile  von  den  rein  irnagin&ren,  so  folgt  fur  jedes  $  und  r,  das  einem 
Punkte  der  Kreisflache  angehort,  indem  —  In  Q  immer  positiv  ist. 


-  [In*  9  +  r3]1  cos  [-1  arctg  (^)] , 


u  =  [In*  9  +  raj 

wobei  unter  arctg  mit  reellem  Argumente  a  immer  derjenige  Werth  verstanden  ist,  den 
roan  durch  Integration  von  rfarctangfl^l+a2)"1^  auf  directem  Wege  zwischen  den 
Grenzen  0  und  a  erhalt,  und  wobei  ferner  die  in  beiden  Ausdrucken  vorkommende 
vierte  Wurzel  stets  positiv  genommen  werden  soil  Damit  sind  derm  die  beiden 
Functionen  u  und  v  fur  die  Kreisflache,  den  Rand  embegriffen,  vollstandig  eindeutig 
bestimmt. 
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Zunachst  ist  nun  klai,  dass  die  Function  u  nut  ihren  sanamtlichen  Derivirten 
von  angebbarer  Ordnung  iin  Innern  der  Kreisflache  bis  in  jede  endhche  Nahe  zum  Eande 
einwerthig  und  btetig  ist,  nnd  dass  die  zweiten  Dermrten  dei  Gleicliung  j£  +  jp  =  {~} 
genugen.  Ton  den  beiden  Punkten-  x  =  —  R,  y  =  0  und  0  =  -JS  +  l,  y  =  0  um  die 
heruni  die  verschiedenen  Zweige  der  ursprunglichen  Function  u  +  w  in  einander  uber- 
gehen,  hegt  ja  der  erbte  auf  dem  Eande.,  der  zweite,  der  Bedingung  -B<y  gemass, 
vollstandig  aus&eihalb  des  Kreises.  Keiner  dieser  Punkte  kann  also  vom  Punkte  x,  y 
umlaufen  werden,  da  dessen  Bewegung  auf  die  Kreisflache,  den  Eand  embegriffen,  be- 
sclirdnkt  wurde.  Die  Function  u  ist  aber  nicht  nur  ira  Innern,  sondern  auch  noch 
auf  dem  Eande  des  Kreises  allenthalben  einwerthig  und  stetig.  Fiir  alle  Theile  des 
Eandes,  denen  von  Null  verschiedene  Werthe  der  Grosse  ^  zugehoren,  zeigt  dies  die 
defimrende  Foiinel  unmittelbar  Ura  das  Verhalten  der  Function  u  fur  den  Eandpunkt 
Q  =  0  zu  erkennen,  fahre  man  durcli  die  Grleichung 


in  den  Ausdruck  fur  u  an  Stelle  der  Variable  9  eine  neue  Variable  |  em.    Es  wird  dann 


und  da  fur  verschwindendes  $  die  Variable  |  imnier  gegen  Null  convergirt,  welchen 
Werth  auch  r  besitzen  mag,  ferner  fur  verschwindendes  §  die  Function  u  ebenfalls 
immer  gegen  Null  convergirt,  welchen  Werth  auch  r  besitzen  mag?  so  folgt,  dass  u  m 
dem  Kandpunkte  9  =  0  den  bestiminten  Werth  Null  besitzt,  und  dass  demnach  die 
Function  u  fur  die  ganze  Kreisflache,  den  Eand  embegriffen,  durchweg  einwerthig 
und  stetig  ist 

Fur  diese  Function  u  bilde  man  jetzt  das  Integral 

?+  7  (%}'}*^' 

nnd  dehne  es  uber  die  Flache  F  des  Kreises  aus  Da  dieses  Integral  nur  positive 
Elemente  besitzt,  so  wird  man  das  Unendlichwerden  desselben  bewiesen  haben,  wenn 
man  zeigt,  dass  es  uber  emen  bestimmten  Theil  F'  von  F  ausgedehnt  schon  unendhch 

wird  Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  rt  eine  positive  Zahl,  die  zwischen  0  und  ~ 
liegend,  sowohl  von  0  wie  von  2L  endlich  verschieden  ist?  unter  Q2  den  Eadiusvector 
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des  Punktes  der  Kreispenphene,  dern  der  Weith  r  =  rl  zugehoit,  <?,  =  2  it  co&  r,  ,  untei  (>j 
erne  von  Null  versehiedene  positive  Zahl,  die  kleiner  ak  9,  ge^ahlt  ist  Das  » lurch 
die  Badnvectoren  r  =^r^  r  =  —  ^  und  durch  die  Kreise  <>  =  <^,  9  =  9,  bejjrenzte  Stuck  F' 
der  Ebene  bildet  claim  emeu  Theil  der  Flache  I\  wie  klem  au(.h  QI  alb  positive  Zahl 
angenommen  sem  niag.  Da  lerner 


ist,  so  ergiebt  sich  als  Werth  des  obigen  Integrals,  wenn  man  es  nur  uber  den  fixirten 
Theil  FT  von  F  ausdehnt,  und   dem  entsprechend  semen  Werth  durch   V1    bezeichnet. 


77    =.1  C*±  C       dt 

F'     *  J  9  J  V^VH 


und    hieraus    weiter    nach    Ausfuhrung    der    Integration,    mdem    man   zur   Abkurzung 
—  In     =  a,  —  IM     =  9  setzt. 


wobei  die  vorkommenden  Quadratwurzeln  sammtlich  positiv,  die  Logarithmen  rein  reell 
zu  nehmen  sind  Lasst  man  nun  ^  kleiner  und  kleiner  werden,  so  wachst  die  positive 
Zahl  a  uber  alle  Grenzen  Von  den  drei  Theilen,  aus  denen  die  rechte  Seite  der  letzten 
Grleichung  besteht,  lindei-t  sich  der  dntte  dadurch  nicht,  weil  die  positive  Zahl  /i  von  ^ 
unabhangig  ist,  der  Werth  des  zweiten  Theiles  convergirt  far  unbegrenzt  wachsendes  a 
gegen  die  feste  Grrenze  ~,  und  der  immer  positive  Werth  des  ersten  wachst  mit  a 
zugleich  uber  alle  Grrenzen  In  Folge  dessen  erhalt  das  Integral  U^  fur  verschwinden- 
des  ^  keinen  angebbaren  Werth,  indem  es  uber  alle  Grrenzen  wachst,  und  es  wird 
daher  um  so  mehr  das  Integral  Uf9  da  es  uber  die  ganze  Kreisflache  auszudehnen  ist, 
keinen  angebbaren  Werth  erhalten. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  selbst  wenn  die  Function  f(f),  mit  der  erne  Function  u 
am  Eande  ubereinstimmt,  allenthalben  stetig  ist,  daraus  noch  lange  nicht  das  Endhch- 
sein  des  uber  die  Kreisflache  auszudehnenden  Integrals  UF  geschlossen  werden  darf  Alle 
m  neuerer  Zeit  gemachten  Versuche,  die  Zulassigkeit  des  Dmchletschen  Pnncips  zu 
beweisen  unter  der  Annahme,  dass  zu  emer  allenthalben  stetigen  Randf  unction  f(f)  auch 
P-B,  i  3a 
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immer  em  endlieher  \Vcith  de&  Intesaals  U  gehore,  smd  demnach  als  m*fehlt  zu  be- 
trachten.  da  bie  sich  auf  eine  falsche  Voraussetzung  stutzen  Xirgendwo  in  semen 
Schnften  giebt  Riemtnni  zu  emer  solchen  Annahine  YeranLissung  das  einzige  Mai,  wo 
er  verlangt,  dabs  von  fest  gegebenen  Bandwerthen  aus  eiiie  Function  a  m's  Innere  emer 
Flache  so  stetig  lortgesetzt  werden  solL  dass  das  Integral  Q,(a\  emen  endlichen  Werth 
eihalt  (Dissertation  (ut  1*1  pay.  2(>),  stellt  er  ausdrucklich  die  Bedmguog,  dass  in 
alien  Begrenzungspunkten  em  Werth  gegeben  sei,  der  sich  fui  eine  unendlich  kleine 
Oitsanrlerung  uni  eine  unendlich  kleine  Grosse  von  derselben  Ordnung  andeil. 

Wurzburg,  1  Mai  1871. 
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Erster  Absclinitt. 

Einleitende  BetraehtTiiigen. 


1. 

Eine  Funktion  TF=TF(#)  der  komplexen  Verancleiiiclien  #  von  der  im  Funda- 
nientalsatze  (s  Seite  182  des  ersten  Teiles)  chaiakterisierten  Art  ist  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt,  sobald  fur  sie  die  p  Faktorenpaare  At,  Bv,  ^=1,2,  ,P,  im  Eahmen 
der  Bedmgungen  niod^,,  =  l,  inodJ5t  =  l  und  die  Konstanten  £,  £  sowie  die  zu  un- 
eigentlicheu  Faktorenpaaren  A,  B  gehorigen  Konstanten  91  iin  Eahnien  der  Bedingungen: 


1=1  a=l 


festgelegt  sind. 

(A        A.  \       /'A.\ 
Bl     BP)  =  (B),    dessen  2p  Grofien  Av,  B^  »«!,«,    ,i»,  den 

Bedingungen  mod  -4,  =  !,  mod.Z?v  =  l  genugen,  soil  eine  Charakteristik  genannt  werden, 
und  dementsprechend  moge  von  emer  Funktion  TF,  welche  diej)  GroBenpaare  J.v?  J5,,  »=i,2,  ,p, 

als  Faktorenpaare  besitzt,  gesagt  werden,  dafi  sie  zu  der  Charakteristik  (^  j  gehore  Be- 
sitzt  eine  solche  Funktion  TF  nicht  fur  jeden  Punkt  der  Flache  T"  denselben  Wert,  so  ge- 
hort  sie  nur  zu  emer  Charakteristik  f^j;  denn  da  erne  solche  Funktion  fur  kemen  Teil 

der  Begrenzung  von  T"  konstant  ist,  so  konnen  ihre  Werte  langs  der  Begrenzung  nur 
einem  Gleichungensysteme  von  der  Form  (S.)  genugen.  Besitzt  dagegen  eine  Funktion  TF 

fur  jeden  Punkt  von  T"  denselben  Wert,  so  kann  sie  als  zu  jeder  Charakteristik  T^J 
gehorig  betrachtet  werden;  denn  nach  dem  Fundarnentalsatze  wird  die  allgenieinste  zu 
irgend  einer  Charakteristik  rf\  gehorige  Funktion  W,  bei  der  die  Grofien  S,  S  und  die 
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zu  uneigenthchen  Faktmenpaaren  A.  B  geliongen  GroBen  51  samtlich  den  Wert  Xull 
besitzen,  durch  eine  vdllkiuhdie  Komtante  C  reprasentiert 

Eine  Charaktenstik  (6  J ).  bei  cler  clie  $  Faktorenpaare  A, ,  £,,  .-1,1,  ,t,  mclit 
.samtlich  uneigentliche  bind,  soil  eine  gewohnliche  oder  eine  gemischte  Charakteristik 
genannt  werden,  je  nachdem  die  p  Faktorenpaare  samtlich  oder  nur  zum  Teil  eigent- 
liche  sind;  die  Charaktenstik  (J  })  dagegen,  bei  der  die  j)  Faktorenpaare  samtlich 
uneigentliche  sind,  inoge  die  zui  Zahl  j>  gehonge  ausgezeichnete  Charakteristik  heiflen 

Zwei  Charakteristiken  (AI     ^.(i1     ^), zwischen deren  Elementenfilry-1,2,  -,p 

v-°i     i>t    ^-°i     °t 

die  Beziehungen  A,A,  =  l,  BtB,  =  l  bestehen,  sollen  reziproke  Charakteristiken  ge- 
nannt werden.  Da  mod  A,  =  1 ,  mod  B,  =  1  ist,  so  sind  je  zwei  entsprechende  Ele- 
mente  reziproker  Charakteristiken  nicht  nur  reziproke,  sondein  zugleich  auch  konjugierte 
Zahlen.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  *2p  Faktoien  A,  B  samtlich  zweite  Einheits- 
wurzeln  sind,  und  demgeniaB  lur  j/  =  l,2,  ,p  aus  den  Beziehungen  AVA,-=1,  BVB,  =  1 
die  Beziehungen  A,=A,,  £t  =  Bt  folgen,  ist  die  Charaktenstik  ^  ^  zu  sich  selbst 
reziprok.  Unter  den  zur  Zahl  p  gehorigen  Charakteristiken  kommen  im  ganzen  22j)  zu  sich 
selbst  reziproke  Charakteristiken  vor ,  man  erhalt  dieselben,  wenn  man  in  dem  Symbole 
(s  BP)  aa  stelle  des  Systems  der  2p  Buchstaben  A1}  ,  Ap\  B±,  •  •  ,  Bp  der  Eeihe 
nach  die  &*  Vanationen  der  EJemente  + 1,  - 1  zur  2pten  Klasse  mit  Wiederholung 
treten  lafit. 

2. 

Die  im  letzten  Abschnitt  des  ersten  Teiles  gewonnene,  auf  zwei  zu  den  rezi- 
proken  Charakteristiteu  f^),  (|]  gehonge  Funktionen  W,  W  sich  beziehende  allgememe 
Fundamentalformel  (F.)  soil  jetzt,  indem  man  bei  den  Charakteristiken  T^J,  (^  die 

eigentlichen  und  die  uneigentlichen  Faktorenpaare  unterscheidet,  in  die  fur  die  spatere 
Verwendung  geeignetste  Gestalt  gebracht  werden. 

Man  nehme,  unter  A1?  A2,  •  ,  lp  irgend  eine  den  Bedingungen  h1<%2<  <^> 
^4.1<A)3+2<  -<A^  genugende  Permutation  der  Zahlen  1,2,--  ,jp  verstehend,  an,  daB 

bei  der  Charakteristik  (S}-(B[  ^)  A»  sti*  >\>  B^ eigentliche,  A^+^  J?^+1;  -;  A^  Blp 
uneigentliche  Faktorenpaare  seien.  Dementsprechend  sind  bei  der  zu  dieser  Charakteristik 
reziproken  Charakteristik  (^  =  (J  ^)  2^,  B^  •;  Iv  5^  eigentliche,  I^+1,  5Vl;  ; 
J^  ,  5^  uneigentliche  Faktorenpaare.  Die  Gtrenzfalle  J)  « j?  und  £  ==  0  sollen  nicht  ausge- 
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ii  sem;  der  eisteie  ist  dahin  zu  mteipretleren,  daB  die^  Faktorenpaare  A,  B  und 
damit  auch  die  $  Faktoienpaare  A,  B  samtlich  eigenthche  sind,  der  letztere  dahin,  daB 
die  j)  Faktorenpaare  A*  B  und  damit  auch  die  j)  Faktoienpaare  A,  B  samtlich  un- 
eigenthche  sind  Trennt  man  jetzt  eme  jede  der  beiden  auf  der  rechten  Seite  der 
Fundamentalforrael  (F.J  in  der  eisten  Zeile  stehenden  Summen  so  in  zwei  Teile,  daB  der 
eiste  die  den  Werten  v  =  )^  L,  •  ,AP,  der  zweite  die  den  Werten  ^  =  AP+1,  Avl.2,  ••  -,  Ap 
entsprechenden  Gheder  enthalt,  beachtet,  daB  fur  v  =  Ap+1,  ^p^2,  ,  Ap  Al  =  Av^ly 
B>  =  B,  =  1,  £,  =  &,  =  0,  anch  daB  ^  +  S2  +  •  +  £,„  =  E;I  +  S^  +  +  S,r  ist,  und  bringt, 
indem  man  fur  v  =  A±,  A2?  ?  ^  zur  Abkuizung 


setzt,  die  GioBen  3t,,  58,,  9t,,  25,.,  »='i.'».    .^,  auf  Giund  des  im  letzten  Abschnitt  des 
ersten  Teiles  Bemerkten  in  die  durch  die  Gleichungen. 


bestimmte  Form,  so  uinimt  die  Fundamentalformel  schliefilich  die  G-estalt: 


»=1 


(F.) 


0 


(7=1 


an.  In  dem  Grenzfalle  $  =p  fellt  die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Formel  in  der 
zweiten  Zeile  stehende  Summe  weg,  in  dem  Grenzfalle  p  =  0  dagegen  fallen  die  in 
der  ersten  Zeile  stehenden  Summen  weg  und  zugleich  ist  in  jedem  dieser  beiden  Falle 
allgemem  Ar  ==  v. 


4  Ei-<i>i  Ahsthcitt 

3. 

Die  clem  Punkte  -x  der  Z-Ebene  entsprechenden  Punkte  x±,  ocj,  ,  ooy  der 
FUche  T'  smd  nn  ersten  Teile,  m  Art  3  des  ffmften  Abschnittes,  mit  $[,  c/l,  -  ,  <^2,  die 
zugehongeu  Ordnungszahlen  nut  i\  - 1,  n  - 1,  •,  vy  - 1  bezeichnet  worden  Im  Anschlusse 
damn  warden  die  im  Endhchen  gelegenen  Windnngspunkte  s  =  a1?  2  =  a2>  •  •  •»  -  =  <*>r  der 
Flache  T'  nut  <^+1,  c^42,  ••-,  e^,  die  zugehorigen  Ordnungszahlen  mit  rtf+1-l,  fff+s-l, 
. .?  ^  ^  -  1  bezeichnet.  Weiter  wurden  dann  zu  den  aufgezahlten  </  +  >  Punkten  noch 
irgend  if  mcht  auf  der  Begrenzung  gelegene  Punkte  z^e^z^e^  ,z=>et  der  Flache  T' 
hjnzugenommen  und  mit  *^rr+1,  ^+,+3,-",^  i  =  ff  +  r+/,  bezeichnet  In  den  Fallen,  wo 
eine  Unterscheidung  der  Punkte  a,  a  nicht  notig  war,  wuide  der  kurzeren  Darstellung 
wegen  fur  diese  Punkte  eine  emheitliche,  duich  die  Gleichungen  a1-=afl+1,  as  =  aff+3,  , 
ar-fla+r;  «i  =  «S4-r+i?  e.«^r+s,  •*  **  =  <**+r+*  bestimnite  Bezeichnuug  veiwendet^  zu- 
gleich  wurde  dann  der  Punkt  <^+r+7r  ('=1.2,  ,o,  dem  dei  Wert  *  =  et  =  «j+r+tf  entspiicht, 
als  ein  0-facher  Windungspunkt  angesehen  und  denigemafi  ihm  dieOrdnungszahlr2+/+r— 1, 
wobei  rs4.r+,  =  l  ist,  zugelegt 

Mit  E.ucksicht  auf  die  folgenden  Untersuchungen  empfiehlt  es  sich  erne  neue 
Bezeichnung  emzufuhren  Die  den  Punkten  <x>1?  c?o2?  -  ,  <x>g  zukommenden  Ordnungs- 
zahlen sollen  von  jetzt  an  mit  ^—1,  ^—  13  •-  ,  i>q—  13  die  den  Punkten  aj?  «2?  ,  o;r 
zukommenden  Ordnungszahlen  mit  ^—1,^—1,-  ,^r— 1  beziehungsweise  bezeichnet 
weulen.  Zwischen  den  Zahlen  *,  ^  und  den  Zahlen  n,  w  bestehen  dann  die  Beziehungen: 

y  =  (2  /  —  Q  Q=r 

2 \  -  » ,         ^(*x- 1)  +2  &<r !) "  w  • 

x=l  y  =  l  (>  =  1 

Ferner  bezeichne  man,  unter  a  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  -  •,  s  verstehend, 
den  a*611  der  5  Punkte  oot,  ,  ooe,  aly  •  •  •,  a,.,  ^,  •  ,  ^  mit  7?,  sodaB  also  ?;,  wenn  a 
eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  ••,  q  ist,  das  Zeichen  ooa,  wenn  or  eine  Zahl  aus  der 
Reihe  £  +  1,  -  ,q  +  r  ist,  das  Zeichen  aa_q,  endlich,  wenn  a  eine  Zahl  aus  der 
Reihe  q  +  r  +  1,  -,5  ist,  das  Zeichen  ea_q_r  veitritt  Ist  im  folgenden,  zur  Unter- 
scheidung dieser  drei  Falle,  77  durch  ooa  oder  durch  a,_2  oder  endlich  durch  ea_g_r  zu 
ersetzen,  so  soil  der  emfacheren  Schreibweise  wegen,  wenn  dadurch  kein  MiBverstandms 
zu  befurchten  steht,  der  bei  den  Zeichen  <x>a,  aa_q,  ^_2_r  sowie  bei  den  zugehorigen 
Zeichen  *tf,  ^_?  stehende  Index  unterdruckt,  also  statt  ooa,  aa_Q,  8a-g,-r>  la>  Pa-?  em" 
facher  <x>,  cc,  e,  i,  /j,  geschrieben  werden.  Endlich  mogen  noch,  der  neu  eingefuhrten 
Bezeichnung  entsprechend,  die  der  Zahl  a  zugeordneten,  am  Schlusse_des  ersten  Teiles, 
in  Art.  3  des  siebenten  Abschnittes,  definierten  Funktionen  ^  &<,(£),  Fff(£)  &®s  in  seiner 
Bewegung  auf  das  Gebiet  des  Punktes  TJ  beschrankten  Punktes  ^  von  jetzt  an  mit  ^, 
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jp,O,  .F,fXf  bezeichuet  werden     Die  zu  Anfimg  des  eben  geuanuten  Artikels  au^eschrie- 
benen  Gleichungen  nehinen  rlann  die  Foim 

*        ^al    '      ^  ^ff' 


an,  wobei  r,-^-£  ',  ^-^'  oder  ^-SL-f^-a/,  *««  +  ^  oder 
*  =  «  +  &  ist,  je  nachdem  7?  den  Punkt  oo  mit  der  Ordnungszahl  r  -  1  oder  den  Punkt  a 
rnit  der  Ordnungszahl  ^-1  oder  endlich  den  Punkt  s  vertntt,  und  man  hat  dann, 
den  in  dem  eben  genannten  Artikel  fur  can,  can,  »>o,  gewonnenen  Grleichungen  ent- 
sprechencL  hier: 


aj7 

wobei  der  angehangte  Index  0  bedeutet,  daB  der  Grenzwert  der  zwischeu  den  runden 
Elammern  stehenden  nie*  Derivierten  fur  lim£,;=0  zu  nehmen  ist.  Unterscheidet  man 
jetzt  in  bezug  auf  77  die  drei  soeben  erwahnten  Falle,  so  kann  man  in  den  voistehenden 
Formeln  die  Grrofie  £  durch  die  GroBe  ^  ausdrucken  und  demgemaB 

fur 


o?    i"^~;0^  r~^r 


d&     /o* 
fur  7?  =  a 

fur  77  =  6 


iff      /o7          V    ^ 

setzen.  In  dem  letzten  dieser  drei  Falle,  wo  ij  einer  der  Punkte  ct,  ••-,  et  ist,  stellen 
die  auf  den  rechten  Seiten  der  beiden  Q-leichungen  stehenden  Ausdrucke  die  Werte  dar, 
welche  die  nach  ^  genommenen  ^ten  Derivierten  von  Fe(£),  JF,(£)  fur  ^-a  besitzen 
Man  kann  daher  auch,  wie  im  folgenden  immer  geschehen  soil, 


\  ^         ^&"   -=.         *     o  \  dj»    = 

setzen. 


Zweiter  Absclinitt 

Uiitersudrang  der  zu  einer  gewohnliclien  Cliarakteristik  (£)  gehorigen  Fuuktionen. 


1. 

Es  bezeichne  ( ±)  =  (AI     ^ )  irgencl  eine  gewohnliche,  also  nur  aus  eigentlichen 

\JD/        \Bi       _Dp/  _  _ 

Faktorenpaaren  zusammengesetzte,  Chaiaktenstik,  ( "i)  =  (i1      /)  die  zu  ihr  reziproke 

\jB/  \.£?1  -Dp/ 

Charaktenstik.  Der  im  ersten  Teile  gewonnene  Fundamentalsatz  liefert  dann  die  samt- 
lichen  zu  den  Gharaktenstiken  (  )>  (-)  beziehungsweise  gehorigen  Funktionen  W,  W, 

wenn  man  —  unter  Beibehaltung  der  im  ersten  Teile,  in  Art  1  des  siebenten  Ab- 
schnittes,  angewandten  Bezeichnungsweise  fur  die  zu  zwei  allgemeinen  Funktionen  W,  W 
gehorigen  Konstanten  —  das  erne  Mai  an  Stelle  des  Systems  der  $  +  %+  +%+jp 
Konstanten  S,  £,  das  andere  Mai  an  Stelle  des  Systems  der  s  +  ^-l--  -  +  m,+^  Kon- 
stanten S,  ®  em  jedes  die  Gleichungen  ^K,+  2m ^Sff-0,  ^\v+2m^2a^Q  mcht 

»  =  1  <T=1  v  =  l  <r=l 

verletzende  System  von  5  +  %+  +w,+jp  Werten  treten  lafit  und  zu  jeder  so  er- 
haltenen  Funktion  noch  erne  willkurliche  Konstante  addiert. 

Die  nachste  Aufgabe  besteht  nun  darm,  aus  den  zu  den  Gharaktenstiken  (A\  (A\ 

beziehungsweise  gehorigen  Funktionen  gewisse  einfachste  Funktionen,  aus  denen  die 
allgemeinsten  Funktionen  W,  W  sich  linear  zusammensetzen  lassen,  und  die  daher  als 
Elementarfunktionen  anzusehen  smd,  herauszugreifen  und  die  zwischen  ihnen  be- 
stehenden  Beziehungen  mit  Hilfe  der  in  Art.  2  des  vorhergehenden  Abschnittes  auf- 
gestellten  Fundamentalformel  (F,)  zu  ermitteln.  Da  im  vorliegenden  Falle  ein  jedes 
Faktorenpaar  Av,  Sv  em  eigenthches,  also  ^  =jp  und  dementsprechend  Ax=  1,  ;2=-  2,  -  -, 
h,p=p  ist,  so  tritt,  wenn  man  noch  die  Grrofien  *&„  S5V?  8[J(,  SB,  fur  7/  =  l,  2,  ,p  m  die 
durch  die  Gleichungen: 


Di*  zu  eiuer  yevrijlinlichen  Charaktenstik  cehungen  Funktionen 

8f.  =  c7,  g,  -  fi  -  A,  ,ft,  ,  i.  =  c7,  S.  -  a  -  I,; 

8,  =  $,  S.  -  .  l  -  U.jft,  ,  8,  =  £,  a,  -  ,  i  -  jf 

bestimmte  Form  bnngt  —  \vobei  zur  Ablcuizung 


gesetzt  ist  —  an  Stelle  der  allgememen  Fundamentalfonnel  (F.j  hier  die  Pormel. 
Jt  "l  2     '    '     '=1 

a  =  s  

(7=1 


2. 

Der  Fundamentalsatz  liefert  nun  zu  den  Charakteristiken  (    ),  (•£),  wenn  man 

\J5/      \J5/ 

zunachst  die  Konstanten  S,  2  samtlich  init  der  Null  zusammenfallen  laBt  und  dann 
an  Stelle  des  Systems  der  2p  Konstanten  £1?  •-  ,  6^,,  K1?  -,  ^  irgend  welche  die 
Gleichungen  : 


mcht  verletzende  Systeme  von  2j5  Werten  setzt,  Funktionen  TT,  T7,  welche  fur  keinen 
Punkt  der  Flache  T"  unstetig  werden.  Solche  Funktionen  mogen  allenthalben  endliche 
Funktionen  genannt  und  im  folgenden  durch  w  \  $  \  ,  w  \  z  \  oder  durch  w\  ws  oder  noch 
emfacher  durch  w,  w  bezeichnet  werden.  Glewisse  dieser  Funktionen  w,  w  sollen  jetzt 
als  Eleraentarfunktionen  aufgestellt  und  allenthalben  endlicheElementarfunktionen 
genannt  werden. 

Man  bezeichne  zunachst,  unter  Q  eine  Zahl  aus  derBeihe  1,2,  -,j9,  unter  <^y 
fr-1,3,  ,y)  eine  GroBe,  die  fur  V  =  Q  den  Wert  1,  for  V  +  Q  den  Wert  0  besitzt,  ver- 
stehend,  mit  ^|^|,  wq\»\  zwei  spezielle  allenthalben  endliche,  je  eine  willkurliche,  spater 
zu  bestimmende,  additive  Konstante  cg  beziehungsweise  %  enthaltende  Funktionen,  bei 


g  Z  weiter  Abscbnitt 

denen  die  Konstanten  (£,,  S,.  '-L-'  **,  die  speziellen,  mit  <£,„,  (L,  *=i>*>  **,  ™  be- 
zeichnenden,  duith  die  Gleichungen: 

bestimmteu  Weite  besitzen,  und  bezeichne  bei  diesen  Funktionen^die  jm  JStelle  der 
GroBen  ?(,.  SB,,  ft,  St.,  »„  S,  stehenden  GruBen  mit  31,,,  33,,,  £?T,  8l<,,  »e,,  «<„  sodaB 
also  fur  ^  =  1,  2,  -  •  ,#: 

langs  GT { «'? ] ^ |r  =  A, ic« \ z  ~  +  ^, 9  WQ \z y  =  A^c(J \g\   H-  dfn , 

langs  c,  [^|jBf|+BBs      Wtf\*\~  +  (l'~$<t*P):Jy      ^l^r™      ^1^1   +(^""('^1^"7J 
langs  l*[ut\e\+-     w,|*h  ^l'l+-      ^l^h 

1st  und  die  GroBen  §(,  23,  81,  »  mit  den  GroBen  ft,  ft  durch  die  Gleichungen: 


verknupft  smd  Die  GroBen  ^r?  R9%  hangen  von  den  in  w^  WQ  beziehungsweise  ent- 
haltenen  willkurlichen  additiven  Konstanten  c^  CQ  ab,  und  zwar  in  der  Weise,  daB  beim 
Ubergang  von  ce  in  ^  +  &0  die  GroBe  $g,  in  ^r  +  ^,  beim  Ubergang  von  c9  in  c^  +  fc^ 
die  GroBe  fi?J,  in  fi^+ft^  ubergeht.  Infolgedessen  kann  man  die  Werte  der  in  w^  w^ 
beziehungsweise  enthaltenen,  bis  jetzt  noch  willkilrlichen  additiven  Konstanten  c?,  c^ 
inimer  und  nur  auf  erne  Weise  so  wahlen,  daB  fur  9  =  1,2,  ,p. 

(3)  2  ®e*=  (?  ~^~lr)  ni  >  -^^""^""^T")^ 

ist,  und  es  sind  dann  zugleich,  nach  dem  Fundamentalsatz,  die  Funktionen  w^,  w^, 
also  auch  die  zu  ihnen  gehorigen  GroBen  ®^,  ^r,  »=i,2,  ,p,  vollstandig  bestimmt 

Dee  50  gewonnenen  wUskMifag  lestimmten  allenthalben  endkchen  Fwiktionen  w^\8\,  -  , 
wp\8\,  wA8\,  • -,  w^l^l  soZfoji  Ae  w  den  Chatdktenstiken  (  )?  (-)  leswhwigswewe  geJiwigen 
allentlialben  endhchen  ElementarfunUtonen  gencmnt  werden 

Die  Summe  der  p  Funktionen  wl9  •  •,  ^  besitzt,  ebenso  wie  die  Summe  der 
p  Funktionen  wl9  •  •  ,  wp,  fur  jeden  Punkt  8  der  Flache  T"  den  Wert  Null  Zum  Be- 
weise  dieser  Behauptung  beachte  man,  daB  die  den  allenthalben  endhchen  Funktionen . 


Die  zu  einei   ^ewuflnhcken  Ciaarakten^tik  gehurgen  Funktionen  9 

zukoinmenden  charaktenstischen  Konstanten  2t,,  33,,  (£,,  2l»  3$>,  6,,   >=i^»    ,P,  auf  Grand 
der  Beziehungen  '!.'  und  r2j  durcli  die  fur  ^  =  1,2,     -,  j)  geltenden  Gleichungen  • 


0=1  (J=l 


bestimnit  sind.  Aus  ^,  =  0,^=0,  »  =  i,s,  ,p,  ergibt  sich  nun  zunachst,  uach  dem  am 
Schlusse  des  Fundamentalsatzes  Bemerkten,  dafi  fur  alle  Punkte  der  Flache  T"  sowohl 
die  Funktion  u  denselben,  mit  C  zu  bezeichnenden,  als  auch  die  Funktion  iv  denselben, 
mit  C  zu  bezeichnenden,  Wert  besitzt.  Uru  die  Werte  der  Konstanten  C,  C  zu  be- 
stimmen,  beachte  man,  da8  aus  w  =  C,  w  =  C  die  fur  *'  =  1,2,  ••  ,j>  geltenden  Be- 
ziehungen: 


folgen,  und  vergleiche  die  so  fur  9f>?  95,,  2t,,  S3V  erhaltenen  Ausdrucke  mit  den  oben  fur 
diese  Grofien  gewonnenen      Man  erhalt  dann* 


und  schlieBlich,  indem  man  sowohl  die  p  aus  der  ersten,  wie  die  p  aus  der  zweiten 
Gleichung  fur  ^  =  1,2,  -  7Jp  hervorgehenden  speziellen  Gleichungen  zu  einander  addiert 
und  die  Gleichungen  (3.)  berflcksichtigt, 


Damit  ist  aber  bewiesen,   da6  fur  jeden  Punkt  z  der  Flache  T\   wie  oben  behauptet 
wurde,  die  Beziehungen. 

(4.)  «^M  +^|*|  +  -     +t^H-0,  ^1+^1+   •    +w^|-0 

bestehen 

Es  soil  jetzt  untersucht  werden,  ob  von  den  beiden  soeben  erhaltenen  Be- 
ziehungen die  erste  die  emzige  zwischen  den  Elementarfunktionen  w±9  ••-,  wpt  die  zweite 
die  einzige  zwischen  den  Elementarfunktionen  wl9  ,  wp  bestehende  lineare  Beziehung 
ist.  Zu  dem  Ende  bilde  man,  unter  cv,  cv,  v=o,i,s,  ,P?  unbestimmte  Konstanten  ver- 
stehend,  die  allenthalben  endhchen  Funktionen: 

W  «  CQ  +  dWi  +          +  CfWp,  W  =  C0  +  C^i  +  -  -  •  +  CpWp 

P-E,  n.  2 
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und  stelle  rich  die  Aufgabe,  die  Konstanten  c,c  w.  allgememster  Weise  so  zu  be- 
stimmen,  daB  fur  jeden  Punkt  <:  del  Flache  I"  die  G-leichungen  10  =  0,  ic  =  0  bestehen 
Sollen  aber  die  Funktiouen  ic,  u  fur  jeden  Punkt  z  der  Flache  T"  den  Wert  Null  be- 
sitzen,  so  niussen  vor  allem  die  ihnen  zukommenden,  durch  die  Gleichungen 


.>       5, 

»=i,2,     ,p 

bestinirnten  Konstanten  K>,  &t,   »=i>2>    ^,  samtlich  den  Wert  Null  besitzen,  oder,   was 
dasselbe,  es  mussen  die  QroBen  c^      ,  c^  q,     -,  c^  den  2j;  Gleichungen. 


oder  den  damit  aqnivalenten  GleichuBgen: 

Ci  —  Cj---    «Cp  =  C,  ^  =  63=         =^  =  C, 

bei  denen  c,  c  unbestimmte  Konstanten  bezeichnen,  genugen  Lafit  man  dementsprechend 
in  den  die  Funktionen  u  ,  ic  defimerenden  Gleicbnngen  an  Stelle  einer  jeden  der  Grofien 
cl9  •  -  ,  cp  die  Konstante  c,  an  Stelle  einer  jeden  der  GroBen  c19  ,cp  die  Konstante  c 
treten,  so  wird  2^  =  ^  +  ^+  +^),  S  =  c0  +  c(w1+  -  +wp),  nnd  man  erkennt  unter 
Beachtung  der  Gleichungen  (4.)  schliefilich,  daB  die  Funktionen  w,  w  dann,  aber  auch 
nur  dann,  fur  jeden  Punkt  z  der  Flache  T",  wie  verlangt  wurde,  den  Wert  Null  er- 

halten,  wenn 

C0  =  0,   (^  =  C2  ==        =  C^?  C0  —  0,   G!  =  Ca  —        =  Cp 

gesetzt  wird.  Damit  ist  aber  gezeigt,  daB  von  den  beiden  unter  (4.)  aufgestellten 
Beziehungen  die  erste  die  emzige  zwischen  den  Funktionen  wl9  -,  wp9  die  zweite  die 
einzige  zwischen  den  Funktionen  wl9  •  -,  wp  bestehende  Imeare  Beziehung  ist,  und  es 
ist  damit  zugleich  bewiesen,  daB  je  p  —  1  der  Funktionen  wl9  •  ,  wf  und  ebenso  je 
p  —  1  der  Funktionen  wi9  —,wp  linear  unabhangig  sind. 

Die  allgemeinsten  allenthalben  endhchen  Funktionen  w\s\,  w\z\  werden,  wenn 
man  unter  Kv?  ($„,  »=i,2,    ,p,  den  Bedingungen: 

(5.)  5V-0, 


r=l 


genugende  unbestimmte,  unter  C,  C  keinen  Bedingungen  unterworfene  Konstanten  ver- 
steht,  durch  die  Gleichungen: 


dargestellt.     Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erkennt   man   auf  Grund   des   Funda- 


Pit  zu  emf-r  gewuhnlirhpn  f'hai  aktenstik  gehongpn  Funktmner  11 

mentalsatzes,  wenn  man  beachtet,  claB  die  durch  diese  Gleichungen  definierten  allent- 
halben  endlichen  Funktionen  ?r,  if\  wie  aus  den  Relationen. 


folgt,  so  beschaffen  sind,  da8  fur  jedes  v  aus  der  Reihe  1,2,--%^ 
lings  c1{zf|^|T-zr|^|--hei,        if|^-  zr|*|-  +  S, 

1st,  und  dafi  diese  Funktionen  zudem  die  willkurlichen  additiven  Konstanten  G,  C  ent- 
halten.  Die  Gleichungen  (6.)  kann  man  aber  auch,  unter  2),  2)  zwei  weitere  unbe&timmte 
Konstanten  verstehend,  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (4.)  in  die  Gleichungen. 


uberfuhren,  und  die  bei  diesen  Gleichungen  als  Koeffizienten  auffcretenden  GroBen  K,,  —  2), 
Go  —  5)?  ^  =  1»2'  >p>  reprasentieren  dann,  da  die  Grdfien  (£?  S  nur  den  Gleichungen  (5) 
zu  genugen  haben?  kemen  Bedingungen  unterworfene  Konstanten.  Setzt  man,  unter  x 
eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,2,  -,^  yerstehend,  in  den  Gleichungen  (7.)  speziell  3)  =  5X3 
5D  =  Sv,  so  liefert  die  erste  derselben  die  Darstellung  der  unter  (6  )  definierten  allge- 
meinsten  Funktion  w  durch  die  p  —  1  linear  unabhangigen  Funktionen  «r±,  -  ,  wy_^ 
w,+\->  '  -9  wp>  un(i  entsprechend  die  zweite  die  Darstellung  der  unter  (6.)  definierten 
allgemeinsten  Funktion  w  durch  die  p  —  1  linear  unabhangigen  Funktionen  wl9  -  •  ,$,__!, 


Die  i?  Konstanten  ®^7  ^*=i,s,  tp9  des  Funktionensy  stems  «0i|#|,'  ,  wp\0\  sind  mit 
den  p*  Konstanten  ^V9  &»=i,a,  ,p,  des  Funktionensy  stems  w^\y  ••  7^|^|  durch  einfache 
Gleichungen  verknupft.  Um  dieselben  zu  erhalten,  beziehe  man  die  am  Ende  von 

Art.  1  aufgestellte,  auf  irgend  zwei  allgemeine  zu  den  Charakteristiken  (^)>(^)  gehorige 

Funktionen  W,  W  sich  beziehende,  Fundamentalformel  (Fj),  unter  9,  a  irgend  zwei  Zahlen 
aus  der  Reihe  1,  2,  ---,jp  verstehend,  auf  die  Elementarfunktionen  Wq\#\9  wff\0\,  ersetze 
also  in  der  Formel  (F^)  die  darin  vorkommenden  Konstanten  der  Funktionen  W,  W 
durch  die  entsprechenden  Konstanten  der  Funktionen  wQ,wa.  Man  erhalt  so  zunachst 
die  Gleichung. 


v=l 

und  weiter  dann,  indem  man  an  Stelle  der  Konstanten  ®,  K  ihre  durch  die  Gleichungen: 


2* 
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be-timmlou  Werte  tieten   laGt,  den    alien   frliedern   geniemsamen   Faktor  m   entfernt 

und  die  Summationen  nach  v  unter  Beachtung  der  Gleichungen  (3j,  der  Bedeutung  der 

*=p 

Zeichen  <?,,,,  £„,,  »  =  i,2,     *,  und  insbesonrlere  der  Relation  J^f^i-r^s-f      -r^aO"^"^"1"! 
ausfuhrt,  die  Gleichung 


Unterscheidefc  man  jetzt  in  hezug  auf  die  Zahlen  a,  <?  die  drei  Falle  a  =  Q*  a  <Q<  a>  $ 
nnd  beachtet,  daB  der  auf  der  linken  Seite  der  letzten  Gleichung  zwischen  den  eckigen 
Klammern  stehende  Ausdruck  fur  a  =  9  den  Weil  0,  fin  o<$  den  Wert  1,  fiir  <7><p 
den  Wert  —  1  besitzt,  so  erhalt  man  schliefihch  die  gewunschten  Gleichungen: 

(8  )  S^9  =  «„,  ft^  -  ftffe  ±  y  ,    je  nachdem  a  £  9  ist. 


Diese  Gleichungen  liefern  die  Werte  der  Konstanten  S,   sobald  man    die  Weite   der 
Konstanten  ^l  als  bekannt  voiaussetzt,  wie  umgekehrfc 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Charakteristik  O  zu  sich  selbst  reziprok  ist, 


also  die  Gleichung  (s)  =*  (^)   besteht,    und  demgemaB    fur   ^,<r  =  l,  2,    •*,$    w0=we, 
®aQ  =  ®a<>  1S^    reduzieren    sich    die  j)2   unter   (8.)    aufgestellten  Gleichungen    auf   die 
£  Gleichungen: 

&    _  fi»      i  ^  e' 

cr  -~  &-(*      i          ? 


sodaB  also  die  Gleichungen  (8.)  fur  jedes  Funktionensystem  wly  •  ,  ^,  welches  zu  einei 
zu  sich  selbst  reziproken  Charakteristik  gehorfc,  p  %  Beziehungen  zwischen  den  p2 
ihm  zukommenden  Konstanten  ®  liefern. 

Bei  den  yorstehenden  Untersuchungen  ist  zwar  fur  p  der  Wert  1  nicht  aus- 
geschlossen?  es  kann  jedoch  in  diesem  Falle  von  Funktionen  w9  w  im  eigentlichen  Sinne 
nicht  die  Rede  sein,  da  die  fur  jp  —  1  auftretenden  einzigen  Elementarfunktionen  w^wl 
den  Gleichungen  (4)  zufolge,  fur  jeden  Punkt  0  der  Flache  T"  den  Wert  K"ull  besitzen, 
und  dementsprechend  die  durch  die  Gleichungen  (6.)  bestimmten  allgemeinsten  allent- 
halben  endhchen  Funktionen  w9  w  sich  fur  p  =  1  auf  willkurliche  Konstanten  (7,  C 
reduzieren. 

3. 

Nachdem  im  vorhergehenden  Artikel  die  zu  den  Charaktenstiken  r£),  (^]  ge- 

\XJ/       \&J 

horigen  allenthalben  endlichen  Elementarfunktionen  definiert  und  untersucht  worden 
sind,  sollen  jetzt  weiter  gewisse  zu  den  genannten  Charakteristiken  gehonge  Funk- 


1*1*    zn 
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tionen  W,  W.  welche  nur  fur  einen  der  Punkte  c/i,  ,  c/!  entweder  logarithmiseh  un- 
endlich  oder  algebraisch  unendlich  \verden,  als  Elementarfunktionen  aufeestellt  und  loga- 
rithmisch unendlich  werdende  beziehungsweise  algebraisch  unendlich  werdende 
Elementarfunktionen  genannt  werden 

Um  zunachst  die  logarithniisch  unendlich  vrerdenden  Elementarfunktionen  zu 
erhalten,  verstehe  man  unter  a  eine  Zahl  aus  der  Eeihe  1,2,  ,  s  und  bezeichne, 
unter  Beachtung  der  in  Art.  3  des  ersten  Abschnittes  gemachten  Festsetzungen,  den 
aten  der  s  Punkte  ool9  •  ,  ooff,  «13  ,  a,,  tt,  -,  s,  mit  n  und  dementsprechend  die  zu  ihm 
fuhrende  Linie  la  jetzt  mit  l,t.  Der  Fundaraentalsatz  liefert  dann  zu  den  Charakteristiken 

\B)'  (5)  zwe^  Je  eme  willkurliche  additive  Konstante  c  beziehungsweise  c  enthaltende, 
Funktionen  W,  W,  die  in  der  Flache   T"  nur  fur  den  Punkt  rj  unstetig  werden 
In  — ,  wenn  man 


pr  2stt  ~  ZTCI 

^'  =  -— >  &>--—' 

setzt,  alien  ubrigen  s  +  )wA  +  -  -  +  «e,  — 1  GroBen  2  sowie  alien  ubrigen 
GioBen  2  dagegen  den  Wert  Null  zulegt  Die  so  gewonnenen  speziellen  Funktionen  TF,  TF 
bezeichne  man  nun,  die  Bestimmung  der  additiven  Konstanten  c,  c  sich  vorbehaltend, 
mit  P  I  ,  P  J  ;  die  bei  ihnen  an  Stelle  der  GroBen  81,,  33, ,  $t>,  S,?  S»,  ^v  stehenden 
GroBen  mit  31^,  93^,  $&\  SC,^,  85^,  ^  beziehungsweise  Fur  das  Gebiet  des  Punktes  n 

0  0  0  0  0  0 

lassen  sich  dann  diese  Funktionen  darstellen  durch  Gleichungen  yon  der  Form: 


(V) 


P 

0 


wobei  die  c(0),  cfo)  von  g  unabhangige  GroBen  bezeichnen.  Zugleich  sind  die  Werte  von 
,  P  n  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  cP+,  cP~  in  der  Weise  ver- 
knupffc,  daB 


(20) 


langs  a, 
langs  6,{P|J 
langs  cy{Pj 
langs  ln{P\l 


:\+v?> 


' 


p\n 

0      * 


p\n 
o  K 


*-*? 


+*?, 


langs  emer  jeden  der  5  —  1  ubrigen  Linien  I  dagegen  P 


"••P 

Dabei  sind  die  GroBen  8P«,  SB(l!),  2l(l)),  SB(I?)  mit  den  GroBen  ®(7),  ft«*  durch  die  Gleichungen: 

0000  00 
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Zweitei  Abschmtt 


__-_  ,  , 

verknupft,  uncl  es  sollen  jetzt  schliefilich  die  Werte  der  noch  unbestimmten  aclditiven 
Konstanten  c,  c  so  gewdhlt  weiclen, 


1st. 


Ghatakte- 


roUstanchg  lestimmten  Funltionen  P 
nstiken  (A\,  (^]  geliwigen,  auf  fan  Pitnkt  ij  sicli  lezielienden,  loyantlmnsch  unendhcli  werden- 
den  Elementarfunttionen  genannt  icerden  ^ 

Die  bei  diesen  Elementarfunktionen  auftretenden  Konstanten  ^?  $  lassen  sich 
durch  die  Werte,  welche  die  2j;  Elementarfunktionen  n,  w  fur  den  Punkt  ?/  besitzen, 
ausdriicken.  Um  diese  Ausdrucke  zu  erhalten,  beziehe  man  die  Funclamentalformel 


auf  die  Elementarfunktionen  P 


lasse  also  in  der  Formel  (Fx.)?  nachdem  man 

o     *  ^  •     • 

bei  ihr  den  Summationsbuchstaben  a,  um  Verwechslungen  mit  der  zu  Anfang  dieses 
Artikels  eingefuhrten  festen  Zahl  a  vorzubeugen,  durch  r  ersetzt  und  zur  Darstellung 
der  Funktion  w9\s\  fur  das  Gebiet  des  Punktes  77  die  Gleichung  w9\0\  =  caQ  +  cG^n  +  c^+  >, 
bei  der  speziell  ctf0  =  wj7f|  ist,  aufgestellt  hat,  an  Stelle  der  darm  vorkommenden  Kon- 
stanten der  Funktionen  W,  W  die  entsprechenden  Konstanten  der  Funktionen 
treten.  Man  erhalt  so  zunachst  die  Gleichung. 

Sfk1-- 

r  =  l    l 
23ti     #2 


und  weiter  dann,  mdem  man  die  Summationen  nach  v  unter  Beachtung  der  in  diesem 
Artikel  unter  (4^  )  an  erster  Stelle  sowie  der  im  Torhergehenden  Artikel  unter  (3.)  an 

v=p 

zweiter  Stelle  stehenden  Gleichung  und  insbesondere  der  Eelation  J^^+^H  -----  f-^J 

v  =  l 

der  schon  oben  aufgestellten  Gleichung  cff0  =*  ^|ij|  gem^fi, 
1,2,--  ,p  geltende  Beziehung: 


=jp  —  Q  +  1  ausfuhrt,  auch  c 
durch      |T?|  ersetzt,  die  fur 


Beachtet  man  nun  noch,  daB  die  Charaktenstiken 
dafi   bei   der  Vertauschung  von  ^  mit  ^|j  ^  in 


gleichberechtigt  sind,  und 
wj^|  in  wjij|  ubergeht,   so 


Die  zu  einer  gewnhnlichen  CLaraktenstik  gehungen  Fiinktlocen 


15 


erhalt  man,  wenn  man  noch  den  Buchstaben  y  m  neuer  Bezeichnung  durch  v  ersetzt, 
schlieBlich  die  Gleichungen. 


»=1,3,       ,p 


Es  sollen  jetzt  die  zu  den  Charakteristiken  (TJ,  (^\  gehorigen  algebraisch  un- 
endlich  werdenden  Elementarfunktionen  aufgestellt  werden.  Man  verstehe  zu  deni  Ende 
unter  a  wieder  erne  Zahl  aus  der  Keihe  1,  2,  •,  s,  unter  m  eme  Zahl  aus  der  Beihe 
1,  2,  ••  •,  in,,  und  bezeichne  den  aten  der  s  Punkte  oo1?  -  ,  ooy,  a19  -  ,  ar,  s1,  -  •,  e(  auch 

/      4  V  /    T  \ 

hier  wieder  mit  ?;.  Der  Fundamentalsatz  liefert  dann  zu  den  Charaktenstiken  (B)^(  5) 
zwei,  je  eine  willkurliche  additive  Konstante  c  beziehungsweise  c  enthaltende,  Funk- 
tionen TF?  TF,  die  in  der  Fla.che  T"  nur  fur  den  Punkt  ?]  unstetig  werden  wie  pr, 
wenn  man  _  ' 

S«-l,  S^=l, 


setzt,  alien  ubrigen  s+m^+      +m,—  l  GroBen  S  so  wie  alien  ubngen  s+mL+ 

Grofien  2  dagegen  den  Wert  Null  zulegt.     Die  so  gewonnenen  speziellen  Funktionen 

W,  W  bezeichne   man   nun,    die  Bestnnmung  der  additiven  Konstanten  c,  c  sich  vor- 

behaltend?   nut  P\n  ,  P  n  ,   die   bei  ihnen  an  Stelle  der  GroBen  %,,  35>?  fi,,  8tr,  »f,  I, 

7  m  \Z       in     8 

stehenden  arofien  mit  ^,  SB?",  §«  p*,  fi?',  j^  beziehungsweise     Fur  das  Gebiet  des 
Punktes  77  lassen  sich  dann  diese  Funktionen  darstellen  durch  Gleichungen  yon  der  Form: 


wobei  die  c(wl)?  c(w)  von  $  unabhangige  Grofien  bezeichnen.  Zugleich  sind  die  Weite  von 
J?h  ,  Ph  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  ^+,  <^~  in  der  Weise  ver- 
knupft,  daB 


Ungs  ar 


(2,0 


langscr{P 
langsZff,(P 


+  95W, 

1 


P 
P 


P 

m 

P 


-      P 


W      JET 


+ 


1=1,2, 


ist.     Dabei   smd   die   GroBen 
Gleichungen 


^  8t(??), 


-       P 


nut   den   GroBen 


durch   die 


Ab&cbnitt 


verknupft,  und  es  sollen  jetzt  scliliefllich  die  "Werte  der  iioch  unbestmiinten  additiven 
Konstanten  c,  c  so  gewahlt  -weiden,  daB 


1st 


lollshtndicj  lestimmten  Fwtltionen  P\->P 


sollen  cite  zu  den  Clicualte- 


ristiken  (A\  (-)  geJio)iyen,  auf  den  Punkt  ?y  slcli  lezielienden,  ion  der  Ordnung  m  algeliaiscli 

\  B/      \  BJ 

uneudhcli  uenlenden  Elemental*  funltionen  genannt  we)  den  __ 

Die  bei  diesen  Elementarfunktionen  auftretenden  Konstanten  $,  S  lassen  sich 
(lurch,  die  Werte,  welche  die  nach  ^  genommenen  micn  Denvierten  der  2jp  Elementar- 
funktionen ic,  id  fur  den  Punkt  77  besitzen,  ausdrucken.  Um  diese  Ausdrucke  zu  er- 
halten,  beziehe  man  die  Fundamentalforrnel  (Ft)  auf  die  Elementarfunktionen  P|]  ,  w^\y 
lasse  also  in  der  Formel^),  nachdein  man  bei  ihr  den  Summationsbuchstaben  a,  urn 
Vei-wechslungen  mit  der  oben  eingefuhrten  festen  Zahl  a  vorzubeugen,  durch  r  ersetzt 
und  zur  Darstellung  der  Funktion  WQ\Z\  fur  das  Gtebiet  des  Punktes  77  die  Grleichung 

W2  =  c    +  c       +  cz+      -,  bei  der  cQ^wri9       =       "i->   ^>***>    ,  ist,  auf- 


gestellt  hat,  an  Stelle  der  darin  vorkommenden  Konstanten  der  Funktionen  W,  W  die 
entspiechenden  Konstanten  der  Funktionen  P 
die  Qleichung: 


WS   tieten.     Man  erhalt  so  zunachst 


und  weiter  dann^  indem  man  die  Summation  nach  v  unter  Beachtung  der  unter  (4m.) 
an  erster  Stelle  stehenden  Gleichung  ausfuhrt,  auch  cam  durch  den  ihm  auf  Grund  der 
soeben  fur  cfffl  aufgestellten  Gleichung  entsprechenden  Wert  ersetzt,  die  fur  p  =  1,  2,  ,  p 
geltende  Beziehung: 


Beachtet  man  nun  noch,  daB  die  Charakteristiken  (A),  (_)  gleichberechtigt  sind?  und 

\JO/          \jD/ 

dafi  bei  der  Vertauschung  von  ^  mit  ("£\  ^  in  §^,  w^\e\  in  w^\8\  ubergeht,  so  er- 

halt man?   wenn  man  noch  den  Buchstaben  ^  in  neuer  Bezeichnung  durch  v  ersetzt, 
die  Gleichungen: 


Die  zu  einer  gewohnlichen  Cbarattenstik  gehon^en  Punktionen 


und  schlieBlich,  indem  man  unter  Beachtung  der  in  Art.  3  des  ersten  Abschnittes  ge- 
machten  Festsetzungen  in  bezug  auf  den  Punkt  77,  insoferne  dieser  entweder  einer  der 
Punkte  «!,--,  e,  oder  einer  der  Punkte  al9  •-,  ar  oder  endlicli  einer  der  Punkte  oot,  .  -3  oo2 
sein  kann?  drei  Falle  unterscheidet,  die  Gleichungen: 


|«  +  gl\ 

2Eg      Jo' 


_ 

™*  ITO  —  1)1  V        ^S» 

4. 

Es   soil   jetzt    gezeigt   werden,    dafi    die    allgemeinste    zu    der    angenommenen 
Charakteristik  ^    geh.6rige  Funktion  W  von  der  im  Fundamentalsatze  beschiiebenen 

Art  sicli  aus  den  in  den  beiden  vorhergehenden  Artikeln  definierten  Elementarfunktionen 
linear  zusammensetzen  lafit.  Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  s  Punkte  oo1?  ••-,  oo2, 
«1?  -  ,  ar,  s1?  ,  et  in  der  vorliegenden  Eeihenfolge  nut  %,  •••,  7/,,  die  zu  ihnen  be- 
ziehungsweise  gehorigen  GroBen  ssl9  ,  #„  der  in  Art  3  des  ersten  Abschnitts  gemacliten 
Festsetzung  entsprechend,  nut  ^,  ,  #v  bilde  alsdann  mit  Hilfe  von  p  +  s  der  Be- 


dingung  ^&v  +  2ni  ^Sff  =  0  genugenden  Konstanten  E17     ,  (5^,  £13  -,  £,,  der  ^^4- 

V=l  ff=l 

beliebigen   Konstanten   S^,  •    ,  Sff7Mff,    ^=1,2,    ,•,    sowie   der  willkurlichen  Konstante  G 
die  Funktion' 


und  untersuche,  wie  diese  Funktion  W(s)  sich  in  der  Flacte  T"  verhalt. 

Unter  Beachtung  des  Verhaltens  der  in  dem  Ausdrucke  fur  W(z)  vorkommenden 
Elementarfunktionen  erkennt  man  nun,  daB  W(»)  erne  in  der  Flache  T"  einwertige  Funktion 
der  komplexen  Veranderlichen  #  1st,  die  fur  jeden  von  den  Punkten  %,  •  •  •,  <r\s  ver- 
schiedenen  Punkt  0  der  Flache  T"  stetig  1st,  fiir  den  Punkt  7?a  (^=1,2,  ,t)  dagegen  in 
derselben  Weise  unstetig  wird  wie  die  Funktion. 


,  n 


13  Zweiter  Abschnirt 

sodafi  also  die  Diifeienz  W  r  -f,-,^,J  fox  den  Punkt  ??„  stetig  bleibt,  und  deren  Werte 
in  je  z\\ei  entsprecbenden  Begienzungspunkten  c/1*,  <^~  in  der  TTeise  verknupft  smd,  da6 

-  +  st,  , 


kngs  c,  (  TT(>  '  =      TTfor  -f  6,  , 
kngs 


ist,  wobei 


ist  uud  der  "Wert  der  Konstante  &r  durch  die  Gleichung. 


gehefert  wird  Die  Funktion  TI"(^)  stellt  daher  eme  211  der  angenommenen  Charaktenstik 
(^)  gehorige  Funktion  TT  von  der  im  Pundamentalsatze  beschriebenen  Art  dar,  und 

zwar  die  allgememste  deiartige  Funktion  W,  da  die  ihr  zukommenden  p+m±+  •  +M,+S 
in  den  Funktionen  fa  und  den  Gleichungen  (S)  auftretenden  Konstanten  E,  S  un- 

V=P  (T  =  A 

bestimmte,  nur  der  Bedmgung  J?  £,  +  2^T^^S(7=  0  unterworfene  GroBen  sind,   und  sie 

V=l  <7=1 

auBerdem  nocli  die  willkurliche  additive  Konstante  C  enthalt  Damit  ist  aber  bewiesen, 
dafi  jede  zu  der  angenommenen  Charaktenstik  (-^  gehonge  Funktion  TT"  von  der  im 
Fundarnentalsatze  beschriebenen  Art  sich  aus  den  defimerten  Elenientarfunktionen  linear 
zusammensetzen  laBt,  oder,  was  dasselbe,  dafi  man  aus  dem  Ausdrucke* 


P 

0 


4- 

^ 


4-       -4-2 

^  ^  **< 


die  samthchen  zu  der  angenommenen  Charaktenstik  O  gehorigen  Funktionen  W  er- 
halt,  und  zwar  jede  nur  emmal,  wenn  man  darin  an  Stelle  des  von  den  Konstanten  S,  £ 
und  der  Konstante  C  gebildeten  Systems  von  p  +  m1  +  •  +m,  +  s  +  l  Konstanten  em  jedes 

v—p  cr  =  s 

die  G-leichung  ^&v+2ni  J££a=Q  nicht  verletzende  System  von  p  +  m^ f-^  +  s+1 

v=l  a=l 

Werten  treten  laBt. 

Jetzt  ist  auch  der  Augenblick  gekommen,  um  den  Begriff  der  Elementarfunktion 
von  gewissen  ihm  noch  anhaftenden  Beschrankungen  zu  befreien  und  damit  zugleicli 
den  Begriff  der  allgememsten  zu  der  angenommenen  Oharakteristik  (fy  gehorigen 
Funktion  W  zu  erweitern. 


Di>    /u  einer  sreAnlmlich^n  fhaiaktPii^tik  •reh'ai^pn   run^tK.p-n  If* 

Zuiidihst  erinnere  man  sich  daran,  daB  die  ui'bprungliche  Flache  T  durch  Em- 
fuhiung  von  ay  Schnitten  a,  I,  c  in  erne  emfach  zusaminenhangende  Fkche  T  ver- 
wandelt  wurde,  und  daB  dann,  nach  Maikierung  der  unendlich  fernen  Punkte  cc^  -.  scs, 
der  im  Endlichen  gelegenen  Windung&punkte  a^  ,  at  sowie  der  beliebig  iin  Innem 
\on  T'  angenormnenen  Punkte  f1?  *%  t,,  aus  dieser  Fkche  T'  die  den  bisherigen  Fnter- 
suchungen  zu  Grunde  liegende  Flache  T'  durch  Einfuhiung  der  s  =  q  4-  >  -f  f ,  den 
Punkt  e^o  mit  den  s  genannten  Punkten  beziehungsweise  veibindenden  Schmtte  119  L<  •  -•,  /, 
gebildet  wuvde.  Em  Blick  auf  die  iin  Fundamentalsatz  vorkommenden  Gleichungen  ('S.) 
zeigt  nun,  daB  die  Schmtte  I  nur  zu  dein  Zweeke  eingefdhrt  wurden,  um  fur  die  zu 
bildende  allgememe  Funktion  W  eine  Flache,  eben  die  Flache  T",  zu  gewinnen,  in  der 
sie  emwertig  ist.  Liegt  aber  eine  Funktion  W  vor,  fur  welche  die  zu  den  Schnitten 
Zffi,  Zffa,  ,  lau  beziehungsweise  gehorigen  Konstanten  S^,  S^,  -  ,  £ffu  mit  der  Xull  zu- 
saminenfallen,  und  dementsprechend  langs  eines  jeden  dieser  11  Schmtte  I  die  GMchung 
W+=TT~  bestelit,  so  ist  diese  Funktion  TT  auch  noch  in  der  aus  T"  durch  Auf- 
hebung  der  /^  Schnitte  I  hervorgehenden  Flache  einwertig,  und  es  konnen  daher,  wenn 
diese  Funktion  W  fur  sich  allem  betrachtet  wird,  die  Schnitte  Zffi,  la^  *  •,  lGfi  als  uber- 
flussig  weggelassen  werden. 

Die  in  Art.  2  defimerte  allenthalben  endliche  Elementarfunktion  u^\s\  c?=i,2,  ,P) 
und  die  in  Art.  3  definierte  algebraisch  unendlich  werdende  Elementarfunktion  P  ^  ge- 
horen  nun  zu  denjemgen  Funktionen  W,  bei  welchen  Si=S2=  •-  =  SJ=0  ist,  und  sie 
smd  daher  schon  in  der  Flache  Tf  emwertig  Die  in  Art.  3  definierte,  auf  den,  dort 
rnit  T?  bezeichneten,  aton  der  Punkte  oo1?  ,  <x>y9  a1?  -  •  -?  ar,  sl9  ••  ,  et  sich  beziehende, 
logarithmisch  unendlich  werdende  Elementarfunktion  P  ^  dagegen  ist  eine  Funktion  W,  bei 

der  die  GroBen  £1?  ,  S,  durch  die  Gleichungen  Sx=0?  •*  ,  Sff_!-0?  £a=  1,  Sff+1=0,  • ,  S,=  0 
bestimmt  sind,  und  sie  ist  daher  zwar  nicht  in  der  Flache  T',  wohl  aber  in  einer 
Flache  einwertig,  welche  aus  T'  durch  Ziehen  nur  eines,  den  der  positiven  Seite  von 
Cp  und  der  negativen  Seite  von  ct  gemeinsam  angehongen  Punkt  mit  dem  Punkte  rj 
verbindenden  Schnittes  ln  hervorgeht. 


Bei  der  Definition  der  Elementarfunktionen  P 


0 


,  P      wurde  unter  ??  der  ate  der 

7  in.  &  • 


B  Punkte  OOJL,  •  •  -,  oo(2,  a1?  •  -  •,  ar,  sl9  •  •  •,  et,  unter  m  eine  Zahl  aus  der  Eeihe  13  2,  -  *  ,  ma 
verstanden  Beachtet  man  nun,  daB  m  dem  Fundamentalsatze  t,  ebenso  wie  miy  wzs,  -,  mt 
unbestimmte  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  weiter  auch,  daB  die  Punkte  fix,  ca,  •  •,  et 
t  beliebig  im  Innern  von  Tf  angenommene,  von  den  Punkten  cx>1?  •  ,  cx>9,  a^  •  ,  ar  ver- 
schiedene  Punkte  sind,  und  berucksichtigt  das  vorher  uber  die  Bedeutung  der  Schnitte  I 
Gesagte,  so  erkennt  man,  daB  man  bei  Zugrundelegung  der  ursprunglichen  Flache  T' 
zu  jedem  im  Innern  von  T'  gelegenen  Punkt  ij  Elementarfunktionen  P  ^  ,  P 


einerlei 


20 


Al»«chmtt 


welche  positive  ganze  Zahl  untei  »/  verstanilen  wird,  m  der  fruher  angegebenen  Weise 
definieren  kann,  wenn  man  nur,  sobald  es  sich  um  die  Definition  emei  Elementar- 
funktion  P  Ti  haudelt,  in  <lie  Flache  T'  emen  durch  keinen  der  Punkte  x,  a  hindurch- 

z 

gehenden  Schnitt  \  einfuhrt,  welcher  den  der  positiven  Seite  von  cp  und  der  negativen 
Seite  von  ^  gemeinsam  angehongen  Punkt  mit  dem  Punkte  77  verbindet. 

Um  schhefilich  auch  noch  zu  irgend  einem  Punkte  77,   wrelcher  der  Begrenzung 
von  T'  angehort,  also  an  einem  ocler  an  zweieu  clei  Schmtte  a,  &,  c  liegt,  Elementar- 
funktionen P  n  ,  P  n\  zu  definieren,  fuhre  man  zunachst,  nachdem  man  noch  m   dem 
o    -      »»    -I 

Falle,  wo  es  sich  um  die  Definition  von  P  \   liandelt,  den  der  positiven  Seite  von  cp 

und  der  negativen  Seite  von  CA  gemeinsam  angehorigen  Punkt  nut  dem  Punkte  77 
durch  einen  Schnitt  ln  verbunden  hat,  am  Schnittsystem  beim  Punkte  77,  ohne  jedoch 
den  Charakter  des  Schnittsystems  zu  anclern  und  ohne  einen  Schnitt  uber  den  Punkt  77 
hinuberzuschieben,  eine  solche  Deformation  aus,  dafi  der  Punkt  77  an  kemem  der 
Schmtte  a,  &,  c  mehr  liegt  Durch  diese  Deformation  geht  dann  aus  dem  Schnittsystem 
ein  neues  Schnittsystem  hervor,  das  an  Stelle  des  kleinen  der  Deformation  unterzogenen 
Teiles  tt  des  ursprunglichen  Schnittsystems  einen  davon  verschiedenen  Teil  t%  enthalt, 
sich  im  nbngen  jedoch  mit  dem  ursprunglichen  vollstandig  deckt,  und  es  geht  zugleich 
damit  aus  ,der  ursprunghchen  Flache  T'  eine  neue  Flache  T'  hervor,  fur  welche  der 
Punfct  73  ein  mi  Innern  gelegener  Punkt  ist  Unter  Zugrunclelegung  clieser  neuen 

Flache  T'  bestimme  man  jetzt  zu  dem  Punkte  77  Elementarfunktionen  P  *  ,  JP  ^    in  der 

vorher  angegebenen  Weise  und  kehre  endlich,  indem  man  diese  Funktionen  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  (20 ),  (2W.)  auf  die  im  ersten  Teile,  in  Art  3  des  funffcen  Abschmttes, 
angegebene  Weise  uber  den  Schmtteil  t2  hinuber  in  das  von  ^  und  t2  begrenzte  Gebiet 
als  Funktionen  von  $  stetig  fortsetzt,  zur  ursprunglichen  Flache  T9  zuruck.  Die  so  fur 
die  ursprungliche  Flache  Tr  gewonnenen  Funktionen  sollen  dann  als  die  zum  Punkte  77 


der  Begrenzung  von  T'  gehongen  Elementarfunktionen  P 


angesehen   werden, 


da  sie,  wie  aus  ihrer  Entstehung  hervorgeht,  im  wesentlichen  dieselben  Eigenschaffcen 
besitzen,  wie  die  zu  einem  im  Innern  von  T  gelegenen  Punkt  77  gehorigen  Elementar- 

L    DaB  man  zu  dem  Begrenzungspunkte  77  immer  dieselben  Ele- 


funktionen  P 


mentarfunktionen  P 


erhalt,  welche  von  den  zulassigen  neuen  Flachen  T'  man  auch 
fur  ihre  Bildung  benutzen  mag?  zeigt  ein  Blick  auf  die   Gleichungen  (10.)  —  (50)   und 


Nachdem  so  der  Begriff  der  Elernentarfunktion  von  den  ihm  zu  Anfang  noch 
anhaftenden  Beschrankungen  befreit  worden  ist,  kann  man  jetzt  auch  den  Begriff  der 


zu  ^iiiei   cre^uhnli'-hen  Hiaiakter.stik  cHini:_:eii  Fankt^on^n 


allgemeinsten  zu  der  angeuommenen  Chaiaktenstik  (^)  gehorigen  Funktion  TF  in  cler 
Weise  erweitern,  clafi  man  m  dem  vorher  fur  TT  gewonnenen  Ausdrucke: 


bei  dem  rtl,  -  ,  77,  die  6  =  #-f>  +  z?  Punkte  oc^  ,  3c7,  «1?  ,  «r,  ^  ,  s.  beziehungsweise 
vertreten,  t,  ml9  ,  >w,  unbestimmte  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen  und  die  Konstanten 

2,  (£,  (7  nur  der  Gleickung  2!  &>  +2ni  j?£a  =  Q  zu   genugen  haben,    unter  sl9  •   •,  6, 

»=1  <7=1 

^  von  den  Punkten  co?  a  verschiedene  beliebige  Punkte  der  Flache  T  versteht,  die  also 
teilweise  oder  auch  alle  an  der  Begi^enzung  der  Flache  T  liegen  konnen,  wenn  nur  diese 
Punkte  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen,  Zugleich  kommen,  wenn 
es  sich  um  die  Funktion  TTRVl  allem  handelt,  nur  so  viele  Linien  ln  in  Betracht,  als  es 
unter  den  Grofien  £ly  •  •  •,  8d  von  Null  verschiedene  gibt,  oder,  was  dasselbe,  nur  so 
viele  Linien  ln,  als  in  dem  Ausdrucke  fur  TF^  Funktionen  Pr 


wiiklich  vorkommen, 
und  es  smd  diese   Linien  ?,,   die  zu  den  emzelnen  Funktionen  P  ^  im  Rahmen  der 

1  0      3  I 

vorher  genannten  Bedingung  willkurlich  gezogen  werden  ktfnnen,  wenn  sie  bei  der 
Funktion  W(&)  zusammen  auftreten,  nur  noch  der  Bedingung  zu  unterweifen,  daB  sie 
getrennt  verlaufen.  Die  aus  cler  Flache  T'  durch  Einfiihrung  der  fur  die  Funktion  W(0) 
in  Betracht  kommenden  Linien  I  entstandene  Flache,  in  der  die  Funktion  W(e)  einwertig 
ist,  soil  wieder  T"  genannt  werden,  und  es  kann  dann  der  fur  die  frahere  Flache  T" 
mit  Eucksicht  auf  die  Darstellung  der  Funktion  W(t)  durch  Potenzreihen  aufgestellte 
Begriff  des  Gebietes  eines  Punktes  sofort  auf  diese  neue  Flache  T"  ubertragen  werden. 

Die  im  vorstehenden  angestellten  Betrachtungen  und  gemachten  Festsetzungen 
beziehen  sich  auf  die  zu  irgend  einer  gewohnlichen  Charakteristik  (^\  gehorigen  Funk- 
tionen W(s)  und  gelten  daher  auch  fur  die  zu  der  reziproken  Charakteristik  f^\  gehorigen 
Funktionen  W(#).  Werden  aber  zwei  auf  dasselbe  Punktsystem  77^  •  •  ,77,  sich  beziehende 
Funktionen  W(0}9  W(0)  zusammen  betrachtet,  so  muB  fur  beide  eine  und  dieselbe  Flache 
T"  zu  Grunde  gelegt  werden  und  zwar  eine  solche,  welche  aus  T'  dadurch  hervorgeht, 
daB  man  zu  jedem  Punkte  77,  far  den  wemgstens  eine  der  beiden  Funktionen  P 
in  W(#)9  W(0)  wirklich  vorkommt,  eine  Linie  ln  zieht. 

Es  soil  jetzt  zum  Schlusse  dieser  Betrachtungen  noch  gezeigt  werden,  daB  die 
in  Art  1  dieses  Abschnittes  aufgestellte,  unter  der  Yoraussetzung,  daB  die  Punkte  77^  •• ,  77,, 
auf  welche  sich  die  Funktionen  W(&),  W(e)  beziehen,  samtlich  im  Innern  von  T'  hegen, 
geltende  Fundamentalformel  (F^)  sich  ohne  weiteres  auf  den  Fall  ubertragen  lafit,  wo 
die  in  dem  Punktsystem  (ijl9  •  •  ,  %)  =  (ool7  •  -7  <x>g,  ccly  •  -,  ar,  ely  •  -  ,  ^)  vorkommenden 


Al)$f*hnitt 


Punkte  fj,  £,  teilweise  odei  auch  samtlich  Pimkte  del  Begrenzung  von  T  sinrl,  wemi 
nur  cliese  Punkte  aLs  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen.  Zu  clem  Ende 
fuhie  man  zunachst  am  Schnittsystem  bei  jedem  der  Begienzung  von  Tr  angehongen 
Piinkte  77,  ohne  jedoch  den  Chaiakter  des  Schmttsystems  zu  dndern,  erne  solche  Defor- 
mation aus,  dafi  kein  Punkt  y  mehr  an  emem  der  Sclinitte  a,  1),  c  liegt,  und  setze 
gleichzeitig  die  Funktionen  TTfc),  W(t),  diesen  Deformationen  folgend,  mit  Hilfe  der  ihr 
Verhalten  an  den  Querschnitten  charakterisierenden  Grleichungen  (S)  (s  Seite  185  des 
ersten  Teiles)  auf  die  im  ersten  Teile,  in  Art  3  des  funften  Abschmtts,  angegebene 
Weise  als  Funktionen  von  z  stetig  foit.  Da  nun  fur  die  hieidurch  entstehenden  neuen 
Funktionen  TF(V|,  W(z),  welche  zu  der  aus  der  ursprunghchen  Flache  T'  durch  die  ge- 
machten  Deformationen  entstandenen,  die  Punkte  %,  •,  %  als  mnere  Punkte  enthal ten- 
den  neuen  Flache  T  gehoren,  ohne  weiteres  die  Fundamentalformel  gilt?  und  die  in 
dieser  Formel  auftretenden  Konstanten  von  den  bei  den  ursprunglichen  Funktionen 
W(&)9  W(&)  vorkommenden  entsprechenden  Eonstanten  nicht  verschieden  smd,  so  gilt 
die  Fundamentalformel  auch  fur  die  ursprunglichen  Funktionen  W(a),  W(&). 


5. 

Es  sollen  jetzt  mit  Hilfe  der  Fundamentalformel  (FA )  gewisse  zwischen  den 
Elementarfunktionen  P,  P,  P,  P  bestehende  Beziehungen  abgeleitet  werden  Man  ver- 
stehe  zu  dem  Ende  unter  <;13  cr2  irgend  zwei  voneinander  verschiedene  Zahlen  aus  der 
Eeihe  1?  2,  •  -,  s,  bezeichne  den  tr±-ten  der  s  Punkte  oo15  •  ,  oos,  a±,  ,  ar,  e19  ,  ct 
mit  T/JL,  den  a2-ten  mit  7/2  und  beachte,  dafi  die  auf  diese  Punkte  rjly  rj2  sich  beziehenclen 
Elementarfunktionen  P,  P,  P,  P  sich  fur  das  Gebiet  des  Punktes  ^  durch  Grleichungen 
von  der  Form: 


P 

0 


0 

P 


fur  das  Gebiet  des  Punktes  i]2  dagegen  durch  Grleichungen  von  der  Form: 


0 

P 


/u  emei  gfwuknliclien  Chaiaktenstik  gehungen  Funktionen 


r,2 


—      -L  ffm^    _  /-(^  ^  -      _  r11^  r,J  yj 
jj-        -    ^,0  cr,t      ^r<a        ^flr.«      *'<a  ^ 


darstellen  lassen,  wobei  die  c,  c  von  z  unabhangige  Grufien  bezeichnen  Aus  der  Funda- 
rnentalfomiel  (F^)  erhalt  man  daiin,  unter  Benutzung  der  Eelationen  ('4.1,  i4nrj  des  Art  3 
dieses  Abschnittes. 


I)  fur  TT=P 

'  0 

II.)  fur  TT=P 

'  0 

IE)  furTr=P 

'  m 

IV.)  fdrTT-P 

'  0 

V.)  fur  TF=P 

'  0 

VI)  fur  TF=P 

'  in 


W- 
W- 


P 

0 


Tf=P 


die  Gleichung' 
die  Gleichung* 
die  Gleichung 
die  Gleichung. 
die  Gleichung 
die  Gleichung. 


wobei  in  der  unter  IV)  stehenden  Gleichung  das  positive  oder  negative  Zeichen  zu 
nehmen  1st,  je  nachdem  die  Schnitte  c,  Zfji,  l^  bei  emem  negativen  Umlauf  urn  ^0  in 
der  Eeihenfolge  c17  -,  cp,  lth,  l,h  oder  in  der  Eeihenfolge  c1?  • -,  %,  l^,  l^  uberschritten 
werden  Ersetzt  man  jetzt  in  den  gewonnenen  Gleichungen  die  GroBen  c,  c  durch  die 
ihnen  auf  Grand  der  in  Art  3  des  ersten  Abschnittes  gemachten  Festsetzungen  ent- 
sprechenden  Ausdrucke,  so  ergeben  sich  die  gewunschten  Beziehungen: 


-Infl      -fp*  -Infl      , 

£%Ji=';i     Lo     f  &jj>=% 


(II.) 

(HI.) 

(IV.) 


(»—  i 


=  P 


*!* 


(VI) 


wobei   in   der   unter  (IV.)  stehenden  Gleichung  das  positive   oder  negative  Zeichen  zu 
nehmen  ist,  je  nachdem  die  Schnitte  c,  lni,  1,^  bei  einem  negativen  Umlauf  um 


n 


ZwRtei  Abselinttt 


oder  in  der  Reihenfolge 


uberschntten 


der  Reihenfolge  c.,      ,  <\.  7U, 
werden. 

Xach  den  im  vorhergehenden  Artikel  gemachteu  Ausfnhrungen  gelten  die  Fonneln 
ft  j— (VLi  fur  irgend  zwei  Punkte  ;,,,  ?J2  der  Flache  T';  nur  mussen  diese  Punkte  rn,  ^, 
wenn  sie  beide  dei  Begrenzung  von  T'  angehoren,  als  Punkte  der  Fkche  T  betrachtet 
getrennt  liegen.  Fur  die  Fonneln  d>  CII),  iIII.i  kommt  in  der  Flache  T'  nur  em  emziger, 
den  der  positiven  Seite  von  cp  und  der  negativen  Seite  von  Cj  gemeinsani  angehorigen 
Punkt  nut  dem  Punkte  TJX  verbindender  Schnitt  lti  in  Betracht;  fur  die  Foimeln  (IV.), 
(V),  (VI)  dagegen  mufi  der  genannte  Punkt  sowohl  nnt  dem  Punkte  ^  durch  emen 
Schnitt  l,a  wie  mit  dem  Punkte  7?2  durch  emeu  Schnitt  l^  verbunden  sem. 

Die  Formeln  (1.) — (VI.)  stellen  Beziehungen  dar  zwischen  den  zu  irgend  einer 
gewohnlichen  Charakteristik  (fy  gehorigen  Funktionen  P  und  den  zur  reziproken  Cha- 
raktenstik  (^\  gehorigen  Funktionen  P,  und  es  gehen  demnach,  da  auch  uingekehrt 

(B)  zu  (I)  reziProt  ist'  aus  den  r°rmeln  (!) — (T1-)   richtige  Formeln  hervor,  wenn 
man  darin  durchweg  die  Zeichen  P,  P  vertauscht 

Mit  Hilfe  der  gewonnenen  Formeln  soil  zunachst  den  die  Funktionen  P 
fur  das  Gebiet  des  Punktes  ^  darstellenden  Gleichungen. 


P 

0 


und  ebenso  den  die  genannten  Funktionen  fur  das  Gebiet  des  Punktes  rj2  darstellenden 

Gleichungen: 

i  — 

+. 


j?_L/_£Lp  i'h  g^t 


P 

in 


+  Vi/^lp 


erne  neue,  fur  die  spateren  Untersuchungen  notige  Gestalt  dadurch  gegeben  werden, 
daB  man  bei  den  hier  an  erster  Stelle  aufgestellten  Gleichungen  die  Koeffizienten 
von  jer*  durch  die  ihnen  auf  Grund  der  Formeln  (II),  (III)  entsprechenden  Ausdrucke, 
bei  den  an  zweiter  Stelle  aufgestellten  Gleichungen  die  Koeffizienten  von  #£  durch 
die  ihnen  auf  Grund  der  Formeln  (V),  (VL)  entsprechenden  Ausdrucke  ersetzt.  Es  ergeben 

sich  dann  zur  Darstellung  der  Funktionen  P  ^  ,  P  ^  fur  das  Gebiet  des  Punktes  ^ 
die  Gleichungen: 


1.J 


Die  zu  emer  gcwuhnhchen  Chaiaktenstik  gehungen.  Funkt.onec. 

-inJ--^*     -    -        —  — 

~  »,i  LO          to 

"*-l 


25 


" 


PY* 


for  das  Gebiet  des  Punktes  ?,,  dagegen  die  Gleichungeir 


(3-) 


P 

in 


Dem   oben   Gesagten   entspiechend   gehen   aus    den  Gleichungen   flj—  (4  1   vier  weitere 
Q-leichungen  hervor,  wenn  man  clann  durchweg  die  Zeichen  P,  P  vertauscht. 

Nach  dern  frCdier  Benierkten  kann  eine  jede  der  drei  Fomieln  (IV)—  (VI)  un- 
abhangig  yon  den  beiden  anderen  auf  irgend  zwei  Punkte  ijly  ?/2  der  Flache  T'  bezogea 
werden.  Man  verstehe  jetzt  unter  ??,  $  irgend  zwei  Punkte  der  Tlache  T,  verbinde 
dieselben  in  vorher  angegebener  Weise  durch  Schnitte  l^  L  mit  dem  geineinsamen  Aus- 
gangspunkt  der  Schnitte  c,  lasse  alsdann  bei  der  Formel  (IV.)  an  Stelle  des  Punkte- 
paares  ^,  %  das  Punktepaar  ^,  8,  bei  der  Formel  (V.)  dagegen  an  Stelle  des  Punkte- 
paares  ?;1?  ijs  das  Punktepaar  0,  7?  treten  und  vertausche  endlich  noch  in  der  so  aus  (V.j 
entstehenden  Formel  die  Zeichen  P,  P?  indem  man  gleichzeitig  den  Buchstaben  n  durch 
den  Buchstaben  m  ersetzt.  Es  ergeben  sich  dann  die  fdr  irgend  zwei  Punkte.  ?/,  8  der 
Flache  T'  geltenden  GMchungen  : 


- 

(»—!)' 

wobei  in  der  unter  (5.)  stehenden  Gleichung  das  positive  oder  negative  Zeichen  zu 
nehmen  ist,  je  nachdein  die  Schnitte  c,l  bei  einem  negativen  Umlauf  um  ihren  ge- 
memsamen  Ausgangspunkt  <^0  in  der  Eeihenfolge  ciy  cz,  •  •  -,  cp,  Zl;,  13  oder  in  der  Reihen- 
folge  c19  c2,  -  •  -,  cp,  13,  ln  uberschritten  werden.  Aus  diesen  Gleichungen  sollen  jetzt 
weitere  Schlusse  gezogen  werden. 


Die  in  P 


,P 


,  P 


vorkommenden  Buchstaben  77,  8  bezeichuen  irgend 
zwei  Punkte  der  Flache  T'  und  zugleich  die  diesen  Punkten  zukommenden  Werte  von 
x  +  yi.  Man  kann  daher  eine  jede  dieser  vier  GroBen  mcht  nur,  wie  es  bisher  aus- 
schlieBlich  geschehen  ist?  bei  festgehaltenem  Punkte  rj  als  Funktion  des  in  T'  beweg- 

lichen  Punktes  89   sondern  auch  bei  festgehaltenem  Punkte  8  als  Funktion  des  in  Tr 
p-R,n  4 


20  Zweitfr  Abschmtt 

beweglichen  Punktes  jj  ausehen  Bei  jeder  dieser  Funktioneu  soil  die  zwischen  den 
senkrechten  Strichen  an  dei  unteren  Stelle  stehende  GroBe  das  Argument,  die  an  der 
oberen  Stelle  stehende  GroBe  der  Parameter  dei  Funktion  genannt  werden  Beachtet 
man  nun,  daB  eine  jede  dieser  Funktionen  eine  Funktion  der  bei  ihr  als  Argument 
auftretenden  komplesen  Veranderlichen  ist,  und  daB  P  ]  ,  unter  Festhaltung  des  Punktes  s 
und  des  Sclmittes  L  als  Funktion  des  be^eglichen  Punktes  ij  betrachtet,  sich,  wie  die 
Gleichung  (5.)  zeigt,  von  der  Funktion  P  z  der  komplesen  Yeranderlichen  rj  nur  uru 
eine  additive  Konstante  unterscheidet,  \venn  nur  fur  jede  Lage  von  77  der  Aufangspunkt 
des  Schmttes  I,  auf  derselben  Seite  des  Schmttes  I,  liegt,  so  erkennt  man  zundchst, 


als 
als 


dafi  die  Funktion  P  n    nicht  nur  eine  Funktion  der  bei  ihr  als  Argument  auftretenden 

0      8 

komplexen  Yeranderlichen  z,   sondern   auch   eine  Funktion   der  bei   ihr   als  Parameter 
auftretenden  komplexen  Veranderkchen  rj  ist,  und  dafi  die  Eigenschaften  von  P 

Funktion  des  Parameters  y  ohne  Muhe  aus  den  bekannten  Eigenschaften  von  P 
Funktion  des  Argumentes  TJ  abgeleitet  werden  konnen 

Man  fasse  jetzt  die  Gleichung  (6.)  ins  Auge,  drucke  die  auf  ihrer  rechten  Seite 
auf  Grund  der  aus  (5)  nach  Ersetzung  von  ?j  durch  £  her- 

aus  und  verbinde  die  so 


vorkommende  GroBe  P 

0 

vorgehenden  Gleichung  P 


\±ni  durch  die  GroBe  P 


\J          "  V          O  1  v          - 

entstehende    neue   Gleichung    nut   der   Gleichung   (6).     Man   erhalt   dann   die   Doppel- 
gleichung: 


P 

m 


und  schliefihch,  indem  man  in  bezug  auf  den  Punkt  rj,  insoferne  dieser  entweder 
em  beliebiger  von  den  Punkten  a,  oo  verschiedener  Punkt  e  der  Flache  Tr  oder  einer 
der  Punkte  a^  •,  af  oder  endhch  emer  der  Punkte  oo1?---?  oo^  sein  kann,  drei  Falle 
unterscheidet  und  die  in  Art.  3  des  ersten  Abschmttes  geinachten  Festsetzungen  be- 
achtet,  die  drei  Doppelgleichungen: 


(m— 1)'         dsm 


(w  — 1)  >         dsm 


(8) 


(m-l)'V        AQ        /o' 


Dem   fruher  Bemerkten    entsprechend    gehen    aus    den    Grleichungen   (8.)    drei    weitere 


-e  v mulish f»n  f  ja>akt^n^t:k   _€h»».i^i: 


(rleichungen  heivur.  vrenn  man  darin  durrtwe^  die  Zeidien  I\  P  veitau^cht.  AIH  der 
errften  dei  drei  Gleichunaeu  8  ,  die  iur  jjeden  von  dfm  Punkten  «.  so  verschiedenen 
Punkt  £  der  Flache  Tf  gilt,  erkennt  man  nun,  daB  die  Funktion  P  7^  ,  eben^o  wie  die 


Fnnktion 


mcht  nur  eine  Funktion  dei   hei  ihr  als  Aiicumeiit  auftretenden  kom- 


plexen  Yeranderlicken  s.   sondem  auch  eine  Funktion  der  bei  ihr  als  Parameter  auf- 
tretenden   komplexen  Yeranderhchen  77   i^t,   nnd    dafi   die   Eigenschaften   von   P\\    als 

Funktion   des  Paranieteis  77   aus   den  bekannten  Eigenschaften  von  P 

des   Aigumentes  77   abgeleitet   werden   konnen     Die   genannte   Grleichung  lehrfc   weiter 

aber  auch,  dafi  man  die  Elementarfunktionen  P 


als  Funktion 


aus  der  Funktion  P 

0 


pnmarer  durch  snkzessives  Deiivieren  nacli  clem  Parameter  77  erhalten  kann. 


als 


6. 

Die  Untersuchungen  des  Art.  4  haben  gezeigt,  dafi  der  Auadruck. 


bei  dem  m^     ;<)nt,n^      ,nr,p^    •  ,pq  nnbestimmte  positive  ganze  Zalilen,  die  Buch- 
staben  S,  £,  C  unbestimmte,  nur  der  Bedingung: 


2ni 


+ 


0 


unterwoifene  Konstanten  bezeichnen,  der  sich  also  von  dem  in  Ait.  4  to  W(z)  auf- 
gestellten  Ausdrucke  nur  durch  die  Bezeichnung  unterscheidet,  die  allgememste  zur 
Charakteristik  (^)  gehoiige  Funktion  W  darstellt  Das  Veihalten  dieser  Funktion 
>7=  W(js)  fur  die  Punkte  e,  a,  oo  ist  von  der  Art,  dafi 


fur  das  Gebiet 
des  Punktes  a^ 

ftr  das  Gebiet 
dos  Punktes  oox 


( } 
v ; 
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ist,  wahrend  fur  das  Gebiet  eines  von  den  Punkten  e,  a,  <x>  veischiedenen  Punktes  &  =  a 

ist.  Dabei  bezeichnen  c(£\  c(a\  c(eo\  c(a}  von  g  unabhangige  GroBen.  Was  dagegen  das 
Verhalten  der  Funktion  W($)  langs  der  Schmtte  a,  &,  c,  I  betnfft,  so  ist,  dem  in  Art.  4 
Ausgefuhrten  entsprechend,  hier 

langs  av 

langs  bv\ 

langs  cv  {  W(0)+  =-      W($)~  +  (£v , 

langs 
wobei 


ist,  und  der  Wert  der  Konstante  ^v  durch  die  Grleichurig: 


geliefert  wird. 

Man  betrachte  jetzt  die  nte  Derivierte  -j^r  der  Funktion  W=*  W(#).     Um  ihro 

Eigenschaften  zu  ermitteln,  deriviere  man  die  soeben  aufgestellten  Gleichungen,  welcho 
das  Verhalten  der  Funktion  W(0)  fur  die  Punkte  et9  aQ,  oox,  a  und  langs  der  Begrenzung 
von  T"  charakterisieren,  ^-mal  nach  $.  Man  findet  auf  clieso  Weise,  wenn  man  noch 
das  nut  irgend  emer  GroBe  g  gebildete  Produkt  y(g—l}  •  (<7—  w+1)  von  n  Faktoren 
zur  Abkurzung  durch  (g\n)  bezeichnet,  daB 

ftir  das  Gebiet  des  Punktes  s^  (**i,»,    ,o  die  Gleichung: 


fur  das  Gebiet  des  Punktes  <*e  fo«i,a,    ,o  die  Gleichung, 


fiir  das  Gebiet  des  Punktes  oo,,  (»«i,a,    ,»)  die  Gleichung: 
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fur  das  Gebiet  des  von  den  Punkten  s,  cc9  oo  verschiedenen  Punktes  2  =  a  die  Gleichung: 


besteht,   und  da8 


(S.) 


langs 


dzn 


*'=1,2, 


|ffr,eoJL9 


ist     Die   so   gewonnenen   Gleichungen   zeigen,   daB   die  in  der   Flache  T"  einwertige 
Funktion  -^  eine  zur  Charaktenstik  (£)  gehorige  Funktion  W  ist,  und  4T  kann  daher 

UtG  \J3/  fig  7 

nach  Art.  4,  durch  Elementarfunktionen  dargestellt  werden 

Um  diese  Darstellung  zu  erhalten,  beachte  man  zunachst,  daB  die  Funktion 
wie  die  fur  sie  an  erster  Stelle  gewonnenen  Gleichungen  zeigen, 

fur  den  Punkt  8*  (*=i,»,    ,o  unstetig  wird  wie  die  Funktion: 
fur  den  Punkt  a    ft-i,s,    ,r)  unstetig  wird  wie  die  Funktion: 


fur  den  Punkt  oox  (^=1,2,    ,?)  stetig  ist  oder  aber  unstetig  wird  wie  die  Funktion: 


je  nachdem  jpx  <  w^  +  1  oder  p*  ^nt^  +  1  ist, 
endlich  fur  jeden  von  den  Punkten  s,  a,  oo  verschiedenen  Punkt  $  =  a  stetig  ist.    Man 

Jtl  TIT" 

erkennt  dann?  daB  der  aus  -^r  und  den  Funktionen  WM(z),  *=i,*,    ,*,  TT(ac)(^)?  ^=1,2,    ,r? 

/7^xrr 

sowie  den  etwa  zu  -jpr  im  eben  angegebenen  Sinne  geh&rigen  Funktionen  W(oo«}(0)  gebildete 
Ausdruck: 


—  bei  welchem  der  an  dem  letzten  Summenzeichen  stehende  Akzent  andeuten  soil, 
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daB  bei  der  Summation  diejemgen,  der  Reihe  1,  2,  •  -  •,  q  angehongen,  Werte  von  x  aus- 
zuschliefien  smd,  fur  welche  etwa  py  <  m,  +  1  ist  —  erne  zur  Chaiaktenstik  (^)  gehonge 
allenthalben  endliche  Punktion  w\s\  darstellt.  Ziu  Bestimmung  dieser  Funktion  w\s\ 
verstehe  man  unter  rj  irgend  emen  Punkt  der  von  den  Punkten  al9  ,  tt,  ai7  ,  at 
und  denjemgen  der  Punkte  QQ±,  ,  oos,  fur  welche  -jpr  etwa  unstetig  wird,  gebildeten 


Eeihe  und  beachte,  da8  far  die  diesem  Punkte  entsprechende  Funktion  W(n}(0),  wie  aus 
den  durch  die  Gleichungen  (2W),  (3W.),  (4,M.)  des  Art.  3  fixierten  Eigenschaffcen  der  zu 
ihrei  Bildung  ausschheBlich  benutzten  algebraisch  unendlich  werdenden  Elementarfank- 


tionen  P 


folgt, 


langs  av 
langs  lv 
langs  cv 

ist,  wobei  die  ®cv7/)  Konstanten  bezeichnen,  und  daB  zudem  fur  diese  Konstanten,  wie 
speziell  aus  der  Gleichung  (4W.)  folgt,  die  Beziehung: 

v       =  o 

besteht.     Man   erkennt   dann,   bei  Beachtung   der   fur  -^r  gewonnenen,    unloi'  (S)  an 

dritter  Stelle  sich  findenden  Gleichung,  daB  fur  die  allenthalben  endhcho  Funktion  w|#| 
langs  emes  jeden  der  Schmtte  GL,  c%,  ,  cp  die  Gleichung  w\&\+  =  iv  &\~  besteht  Darauw  folgt 
aber,  daB  die  Funktion  w  $\  fur  alle  Punkte  der  Flache  T"  den  gleichen,  mit  c  zu  bo- 
zeichnenden.  Wort  besitzt,  oder,  was  dasselbe,  daB 

*j?  Tpwfo)  +  5"  W^®  +  SV^Y^)  +  c 


ist.     Um   den   Wert   der  Konstante  c  zu   bestiminon,   vergloich(j   man    das    untor  (S.) 
charakterisieite  Veihalten   der  auf  der  linkcn  Soito   der   Gl)en   gcwonnonen   Glcuchuug 

stehenden  Funktion  -^r  langs  der  Schnitte  av9  bv  mit  dem  aus  don  Gleichungen  (S(??).) 

sich  ergebenden  Verhalten  des  auf  der  rechten  Seite  dor  Gleichung  stehomlon  Ausdrucks 
langs  derselben  Schmtte.   Man  eihalt  dann  weiter  die  fur  v  —  1,2,---,^  goltendo  (Sleichuiig: 

0  -  ^«M  +  "^^  +  Jf'ftK)  +  C 


und  endlich,  indem  man  die  aus  ihr  fttr  ^«1?2?     -,p  hervorgehenden  Gleichungon 
addiert   und   die   schon   oben  aufgestellte,    fur  17—  •«*  (r*i,«i    ,o,  ^°«      (^-i,»,  •  ,r)  sowio 
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fur  i]  =  oox  (x =!,•>,  ,9),  Wenn  dem  Punkte  00,  eine  Funktion  W^(z)  entsprieht,  bestehende 
Beziehung  ^  £M  =  0  beachtet,  die  Gleichung  0  =  pc  und  darnit  fur  e  den  Werfc  0. 
Tiagt  man  jetzt  den  Werfc  von  c  in  die  fur  ^  gewonnene  Gleichung  em  und  ersetzt 
zugleich  die  in  ihr  vorkonimenden  Funktionen  WM(z),  W^z),  W(aj'\is)  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Ausdrucke,  so  gelangt  man  schhefilich,  wenn  man  noch  die  von  W(av)(s) 
herstammenden  Glieder  ordnet,  zu  der  Gleichung. 


(P) 


4 


welche  die  gewunschte  Darstellung  der  nten  Derivierten   der  Funktion  W(s)  durch  Ele- 
mentarfunktionen  enthalt    Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  (D  )  sollen  jetzt  die  ^t6n  Derivierten 


P 

0 


L  P 

\      0 


,  P 


P  6     P 

9  *> 


durch  Elementar- 


der   Elementarfunktionen  w^\ 

1     ' 

funktionen  dargestellt  werden. 

Man  setze,  unter  r  eine  Zahl  aus  der  Eeihe  1,  2,  ••-,  jp  verstehend,  in  dem  mit 
TF(V)  bezeichneten  Ausdrucke  die  GroBen  fi  samtlich  der  Null  gleich,  ebenso  die  Kon- 
stante  C,  dagegen  £^=-(1-^)  j,  o-i,»,  fP;  dann  geht  TT(^)  in  «0,|*|  uber,  an  Stelle  der 
Entwicklung  der  Funktion  W(»)  fur  das  Geluet  des  Punktes  c^  (?=i,2,  ,o,  aus  der  die  in 
der  CHeichung  (D.)  vorkommenden  GroUen  c^}  zu  entnehmen  sind,  tritt  die  Entwicklung: 


wobei 


und  die  (Heichung  (D)  liefert,  wenn  man  sie  auf  diese  spezielle  Funktion  W(»}=*wt\8\ 
l>ezieht,  fur  die  n^  Derivierte  der  Funktion  w<\»\  die  Darstellung' 


Man  verstehe  jetzt  unter  77  einen  der  drei  Punkte  e1?  aa,  oor  —  wobei  cr  erne  Zahl  aus 
der  Eeihe  1,  2,  •  •,  r,  r  eine  Zahl  aus  der  Keihe  1,  2,  •  •  *,  g^  bezeichnen  soil  —  und  setze 
in  dem  mit  W($]  bezeichneten  Ausdrucke  die  G-r&Be  fi^  der  Ems,  alle  Ubngen  GroBen  S 


wwie   dio   Konstante   (J  der  Null   gleich,    dagegen 


K2  — 


—  —2!  ;   dann 
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geht  W(e)  in  P  J  uber  und  an  Stelle  der  Entwicklung  der  Funktion  W(e)  fur  das  Ge- 
biet  des  Punktes  aQ  fc-i.a,  ,o  tntt,  den  Gleichungen  (3)  und  (1)  des  Art  5  gemafi,  die 
Entwicklung. 

t<*.\         1     ^  a.  I 


wobei 


wenn  der  Punkt  a?  von  clem  Punkte  ??  verschieden  ist,  dagegen  die  Entwicklung- 


p\: 

' 


wenn  der  Punkt  ag  sich  mit  dem  Punkte  T?  deckt,  was  ubngens  nur  in  dem  Falle,  wo  ;/ 
der  Punkt  aa  ist,  vorkommen  kann.  Unterscheidet  man  jetzt  in  bezug  auf  den  Punkt  ??, 
insoferne  dieser  entweder  der  Punkt  sl  oder  der  Punkt  aa  oder  der  Punkt  oot  sem 
kann,  drei  Falle  und  bezieht  die  G-leichung  (D.),  indem  man  zugleich  den  Buchstaben  sly 
der  einen  beliebigen  von  den  Punkten  at,  -,<*,.,  oo1?  • ..,  ooy  verschiedenen  Punkt  der 
Flache  T"  bezeichnet,  durch  e  ersetzt,  der  Eeihe  nach  auf  die  spezielleu  Funktionen 

,  so  erhalt  man 

fur  die  niQ  Derivierte  der  Funktion  pH  die  Darstellung 

o   1  ?| 


dsP 


—i      nf,,-i. 


<1» 


fur  die  nie  Derivierte  der  Funktion  P\A  die  Darstellung: 


0       ^ 


CD,.) 


(-1)" 


da" 


u  u 


1,2,    ,   ,y 


far  die  ni{*  Derivierte  der  Funktion  P 


die  Darstellung: 


(D.-) 


• 

"P  / 
Q  I* 


«-;i 


U     ^ 


••«)• 


Dabei  soil  der  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (I)8.)  an  dem  Summenzoichon  fi 
Akzent  andeuten,  da6  bei  der  Summation  far  den  Index  >  der  Wert  a  auszuschliefien  1st, 
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Man  verstehe  jetzt  unter  rj  wiedeium  einen  der  drei  Punkte  si9  aff,  oot,  unter  m 
im  ersten  Falle  die  Zahl  mi9  im  zweiten  Falle  die  Zahl  na,  im  dritten  Falle  die 


und  setze  m  dein  mit  W(z)  bezeichneten  Ausdrucke  die  GroBe  S^  der  Eins,  alle  ubrigen 
Gioflen  S  sowie  die  GroBen  (£1?  C3,  ,  (£,,  C  der  Null  gleich,  dann  geht  W(*)  in  P  jl 
uber  und  an  Stelle  der  Entwicklung  der  Funktion  W(0)  fur  das  Gebiet  des  Punktes 
ae  (9=1,2,  ,o  tritt,  den  Gleichungen  (4.)  und  (2)  des  Art.  5  gemaB,  die  Entwicklung* 

,-«*,      woba 


wenn  der  Punkt  a?  von  dem  Punkte  rj  verschieden  1st,  dagegen  die  Entwicklung 

(0—aY*         wobei       c™  -       1       ( 
'        WObe 


wenn  der  Punkt  a^  sich  mit  dem  Punkte  rj  deckt,  was  ubrigens  nur  in  dem  Falle,  wo 
?]  der  Punkt  aa  ist,  vorkommen  kann  Unterscheidet  man  jetzt  in  bezug  auf  den  Punkt  ?j, 
insoferne  dieser  entweder  der  Punkt  et  oder  der  Punkt  aff  oder  der  Punkt  <x>t  sein  kann, 
drei  Falle  und  bezieht  die  Gleichung  (D),  indem  man  zugleich  den  Buchstaben  e1?  der 
einen  beliebigen  von  den  Punkten  «1?  ,  a,,  cx?1?  •-  ,  oo?  verschiedenen  Punkt  der  Flache  T" 
bezel  chnet,  durch  s  ersetzt,  der  Reihe  nach  auf  die  speziellen  Funktionen  W(z}  = 

x  ^    ^  7 


W(g)  =  P  1"  ,   W(e\  =  P 

\  '          m      Z  >•  /          m 


so  erhalt  man 


fur  die  ^/to  Derivierte  der  Funktion 


die  Darstellung: 


*"' 


rhv^ 


fur  die  wto  Derivierte  der  Funktion  P 


^jn   P  i  « 


die  Darstellung. 


(m— l)' 


fiir  die  ^te  Derivierte  der  Funktion  P\A  die  Darstellung: 


P-B,  IX 
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ist,  dagegen  die  Darstellung 


—  i 


ds" 


=  r  /=nfjp  —  i 


>        P 

£  l/oji 


wenn  w  ^  ^^  +  1  1st. 

Dabei  soil  der  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (D6 )  an  dem  Summenzeichen  stehende 
Akzent  andeuten,  daB  bei  der  Summation  fur  den  Index  9  der  Wert  a  auszuschliefien 
ist.  Was  den  Buchstaben  m  betnfffc,  so  vertntt  derselbe  bei  der  Formel  (D5 )  die  Zahl  m1? 
bei  der  Formel  (D6)  die  Zahl  na,  endlich  bei  den  Formeln  (D7.),  (D7;)  die  Zahl  _pr,  mid 
es  kann  daher,  insoferne  mx,  n09  pt  unbestimmte  positive  ganze  Zahlen  sind,  in  den  auf- 
gestellten  Formeln  unter  m  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden  werden. 

Nachdem  so  die  ni&n  Denvierten  der  zur  Charakteristik  (jj^  gehorigen  Elementar- 

funktionen  durch  Elementarfunktionen  dargestellt  smd,  k8t  sich  jetzt  die  Funktion  P 
mdem  man  die  im  vorhergehenden  Artikel  unter  (8.)  fur  sie  aufgestellte  Gleichung 


(81) 


— 1)' 


mit  den  Formeln  (D2.),  (D8.),  (D4)  derEeihe  nach  verbindet,  durch  Elementarfunktionen  mit 
clem  Argumente  e  darstellen.  Um  diese  Darstellung  zu  erhalten,  beachte  man,  daB  die 
Formel  (D2)  fur  irgend  zwei  von  den  Punkten  <xI9  •  ,  «r,  cx^  -  ,  ooq  verschiedene 
Punkte  e,  0  der  Flache  Tr  gilt,  wenn  nur  diese  Punkte  als  Punkte  der  Flache  T  be- 
trachtet  getrennt  liegen,  daB  dagegen  die  Formeln  (D3),  (D4,)  fur  jeden  von  den  Punkten 
al7  ,  ar,  oo19  ,  oog  verschiedenen  Punkt  0  der  Flache  T'  gelten  Ersetzt  man  darauf- 
hin  bei  den  genannten  drei  Formeln  m  neuer  Bezeichnung  den  Buchstaben  &  durch  den 
Buchstaben  e  und  gleichzeitig  den,  nur  bei  der  Formel  (D2.)  vorkommenden,  Buch- 
staben e  durch  den  Buchstaben  0,  weiter  dann  den  Buchstaben  n  durch  den  Buch- 
staben m  und  vertauscht  endlich  noch  durchweg  die  Zeichon  P,  P,  so  erhalt  man  zu- 
n&chst  drei  G-leichungen,  deren  linke  Seiten  von  den  GroBen 


da*1      '  de» 

beziehungsweise  gebildet  werden     Ftihrt  man  nun   noch   an  Stelle  dieser  Q-r6fien  auf 
G-rund  der  oben  aufgestellten  G-leichung  (8^)  die  Gr&flen: 


beziehungsweise  em,  so  erhalt  man  schliefihch  die  drei  Gleichungen: 


(BO     , 

CB.)  ^i: 


Die  zu  einer  gewohnhchen  Chaiaktenstik  geliongen  Funktionen. 
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(-i)"  « 


+  : 


ft, 


m) 

-rlp 


+  ; 


1,2,      ,r) 


(*«!,«. 


<x>2  verschiedene 


von  denen  die  erste  fur  irgend  zwei  von  den  Punkten  a±,  ,  ar,  ool3 
Punkte  e,  #  der  Flache  T1  gilt,  wenn  nur  diese  Punkte  als  Punkte  der  Flache  T  be- 
trachtet  getrennt  liegen,  die  zweite  und  dritte  dagegen  fur  jeden  von  den  Punkten 
c?!,  -  ,  a,,  oo1?  ,  cx?7  verschiedenen  Punkt  e  der  Flache  T'  gilt  Der  auf  der  rechten 
Seite  der  Formel  (Ea)  an  dem  Summenzeichen  stehende  Akzent  soil  andeuten,  daB  bei 
der  Summation  fur  den  Index  Q  der  Wert  a  auszuschhefien  ist. 

Jetzt  ist  man  auch  imstande,    das  Verhalten  der  Funktionen  P  s  ,  P  e  ,  P\£ 

9  m    Z  '   m    cxa  '   m  \  oo^ 

als  Funktionen  des  Parameters  e  vollstandig  zu  charakterisieren  Zunachst  zeigt  die 
G-leichung  (8^,  daB  diese  Funktionen,  als  Funktionen  des  Parameters  e  betrachtet,  zur 

Charakteristik  (^\  gehonge  Funktionen  W(s)  sind,  die  nur  algebraisch  unendlich  werden, 
und  bei  denen  uberdies  die  Konstanten  St,  83,  (£  samtlich  den  Wert  Null  besitzen.  Als 
Funktionen  W(e)  mflssen  sie  sich  aber  nach  Fruherem  durch  zur  Charakteristik  (^  ge- 

horige  Elementarfunktionen  mit  dem  Argumente  e  darstellen  lassen,  und  diese  Dar- 
stellungen  werden  eben  durch  die  Grleichungen  (Ea),  (Ea.),  (E,,)  beziehungsweise  geliefert. 

Aus  der  Gleichung  (E,.)  erkennt  man  dann  weiter,  daB  die  Funktion  Pr  als  Funktion 
von  e  unendlich  wird  wie  £H^U »  ^re^in  der  in  der  Flache  T'  bewegliche  Punkt  e  sich 
dem  festen  Punkte  0  unbegrenzt  nahert,  und  daB  diese  Funktion  im  tbrigen  nur  dann 
noch  unendlich  werden  kann,  und  bei  nicht  spezieller  Lage  des  Punktes  0  auch  stets 
unendlich  wird,  wenn  der  Punkt  s  sich  einem  der  Punkte  ocl7  •  ,  ar  unbegrenzt  nahert. 

Was  dagegen  die  Funktionen  P  *  ,  P  *     betnfft,  so  konnen  dieselben,  wie  die  G-lei- 

^     w  771      CCy          771      00^ 

chungen  (Eft.),  (Ew,)  zeigen,  nur  dann.  unendhch  werden,  wenn  der  Punkt  e  sich  einem  der 
Punkte  al9  •  •  •,  ar  unbegrenzt  nahert.  Beachtet  man  nun  noch,  daB  die  drei  in  Eede 

6* 
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stehenden  Funktionen  sich  auf  Grand  der  Gleichung  (8^)  von  den  nach  e  genommenen 
mten  Derivierten  der  drei  Funktionen  P  *  ,  P  "a  ,  P  "*  beziehungsweise  nur  urn  einen 

0      **          0      *  0      * 

Zahlenfaktor  unterscheiden,  und  daB  eine  jede  dieser  drei  Derivierten  gegen  Null  kon- 
vergiert,  wenn  der  Punkt  s  dem  Punkte  oox  c^i.a,  ,2)  unbegrenzt  zustrebt,  so  erkennt  man 
endlich  noch,  daB  die  Funktionen  P  *  ,  P  *  L  P  ^  stets  gegen  Null  konvergieren,  wenn 


der  Punkt  s  irgend  emem  der  Punkte 


,  <x>q  unbegrenzt  zustrebt.    Das  eigentum- 


liche  Yerhalten  der  Funktion  P 


beim  Anrftcken  des  Punktes  s  gegen  emen  Punkt  a 


oder  einen  Punkt  oo  steht  im  Emklange  mit   der  aus   den   Gleichungen  (8.)   sich   er- 
gebenden  Tatsache,  daB   die  Elementarfunktion  P 


nicht  in  die  Elementarfunktionen 


,  P  °°    ubergeht,   wenn    man    den   Punkt   s    dem   Punkte   a   beziehungsweiso    dem 
Punkte  oo  unbegrenzt  zustreben  laBt. 


7. 

Man  lasse  jetzt  in  dem  zu  Anfang  des  vorhergehenden  Artikels  aufgestellten 
Ausdrucke  an  Stelle  emer  jeden  der  t  +  r  +  $  Konstanten  £0  und  der  p  Konstanten  K 
die  Null  treten  Der  dadurch  entstehende  Ausdruck: 


bei  dem  mi7  •,  mt,  niy  *nt,pi,  ,jpg  unbestimmte  positive  ganze  Zahlen  hezeichnen, 
und  die  Konstanten  S,  C  keinen  Bedingungen  unterworfen  smd,  stellt  dann  die  all- 

gemeinste  zur  Charakteristik  ^  gehorige  Funktion  W  dar,  welch  e  in  je  zwei  zu  emem 

der  Schnitte  c,  I  geh6ngen  entsprechenden  Punkten  c?+,  &~  denselben  Wert  besitzt. 
Infolgedessen  1st  die  Funktion  W(ff)  schon  in  dor  aus  T"  durch  Aufhebung  der 
Schnitte  I  entstehenden  Flache  T1  einwertig,  und  es  darf  daher  fflr  die  Untersuchung 
dieser  Funktion  die  Flache  T  zu  Grunde  gelegt  werden.  Noch  moge  filr  das  Folgende 
vorausgesetzt  werden,  daB  fiir  ^  ==  1,  2,  -  •,  r  #<>^  ist,  dadurch  wird  die  Allgomein- 
heit  der  Untersuchung  nicht  beschrankt,  da  man  von  dem  Falle,  wo  n^  >  ^,  also  otwa 
ni •=/*!  + 3  teti'  zu  dem  Falle,  wo  n,  also  etwa  «-  +  l  —  h  ist,  auch  dadurch 
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ubergehen   kann,    daB   man   den  Konstanten  £(*'\ff,  SJf+^-i?      •>  8£+a-A   den  Wert  Null 
erteilt. 

Die  definierte  Funktion  TF(V)  lafit  sich  nun  auch  durch  die  Derivierte  einer  zu 
der  Charakteiistik  (^\  gehongen  Funktion  W  und  p  ausgezeichnete  Funktionen  W(0) 
der  hier  betrachteten  Art  linear  darstellen.  Um  diese  Darstellung  zu  erhalten,  setze 
man  zunachst  voraus,  dafi  kemer  der  Punkte  eiy  ,  st  der  Begrenzung  von  T'  an- 
gehore,  und  verstehe  unter  a  einen  im  Innern  von  TT  gelegenen,  von  den  Punkten  e,  a,  oo 
verschiedenen  Punkt,  bilde  alsdann  das  Produkt* 


der  Funktion  W(s)  und  der  zur  Charakteristik  (^\  gehongen,  ebenfalls  in  T'  einwertigen 


Elementarfunktion  P 


und  bestimme  den  Wert  J  des  in  positiver  Eichtung  Tiber  die 
von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  &,  c  gebildete  Begrenzung  Sft  der  Flache  Tf  zu 
erstreckenden  Integrals  C<&(#)d#,  indem  man  in  derselben  Weise  vorgeht,  wie  es  im 
ersten  Teile,  in  Art*  1  des  siebenten  Abschmttes,  zu  ahnlichem  Zwecke  geschehen  ist. 
Man  erhalt  dann  fur  J  zunachst  die  Gleichung: 


und  schlieBhch,  indem  man  beachtet,  daB  fur  v  =  \,  2, 
Abkurzung 


gesetzt  hat, 

langs  av{  W(zf=AvW(zY 

langs  1},, 


,  nachdem  man  noch  zur 


da 


„    P 
i 

p| 

i 


ist,  und  daB  daher  die  Werte  von  <£(#)  in  je  zwei  zu  einem  der  Schnitte  a,  b,  c  ge- 
hongen entsprechenden  Punkten  $**,  eP~  in  der  Weise  verkmipffc  sind,  daB 


langs  a,, 


-  -  2 


ft, 


-  -  2 


a\+—  P 
g\       i 


langs 


38 


Zweitei  Abschmtt 


ist,  die  Gleichung: 


Das  Integral  J  ist  aber  auch  gleich  der  Summe  der  auf  die  Punkte  rj  =  siy       ,et] 


<*!,-     ?  «r5  °°i>  •     »  °°2;  0  sich  beziehenden   Integrale  C&fyds    und   kann   daher   auch 

<*) 


auf  Grand  der  Gleichung: 


(g)  d 


0=1 


(g)  d 


- 
* 


ausgewertet  werden.    Zu  dem  Ende  hat  man  das  Folgende  zu  beachten. 

1.)  Ist  s  einer  der  Punkte  61?  e23      ,  st,  so  gelten  fur  das  Grebiet  dieses  Punktes 
die  Entwicklungen  (vergl  Art.  6  u.  Art.  5). 


^=00 


wobei  8t*=*g  —  e  ist,  und  es  tritt  daher  in  der  durch  Multiphkation  dieser  Entwicklungen 
sich  ergebenden  Entwicklung  der  Funktion  <&(#)  fur  das  Gebiet  des  Punktes  e  die 
Potenz  ^  mit  dem  Koeffizienten  * 


auf.  Dieses  Ghed  ist  wegen  d$  =  d#9  das  emzige,  welches  bei  der  Auswertung  des  auf 
den  Punkt  e  sich  beziehenden  Integrals  in  Betracht  kommt,  und  man  erhalt  dem- 
entsprechend. 

f       dP 


2.)  Ist  «  einer  der  Punkte  aly  «2,     •,  ar?  so  gelten  fur  das  Qebiet  dieses  Punktes  a 
die  Entwicklungen  (vergl.  Art.  6  u   Art  5): 


A'- 1 


wobei  ^0—(^— a)'*  ist,  und  es  tntt  daher  in  der  durch  Multiplikation  dieser  Entwick- 
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($}  fur  das  Gebiet  des  Punktes  a 


lungen  sich  ergebenden  Entwicklung  der  Funktion 
die  Potenz  $1**  nut  dem  Koeffizienten: 


1L 

da 


yif^>    d?U 

I      ^i      1  *tf+jl 


da 


auf  Dieses  Grlied  1st  wegen  cl^  =  fi^ld^u  das  einzige,  welches  bei  der  Auswertung 
des  auf  den  Punkt  a  sich  beziehenden  Integrals  m  Betracht  kommt,  und  man  eihalt 
dementsprechend 


3.)    1st  oo   emer  der  Punkte  QGI?  oo2,      ,  oofl,   so   gelten   fur   das   Gebiet  dieses 
Punktes  oo  die  Entwicklungen  (vergl  Art  6  u.  Art  5) 


ls=  1         °° 


da 


da 


wobei  #„=#  £  ist,  und  es  tritt  daher  in  der  durch  Multiphkati on  dieser  Entwicklungen 
sich  ergebenden  Entwicklung  der  Funktion  &(&)  ftr  das  Gebiet  des  Punktes  oo  die 
Potenz  0'  mit  dem  Koeffizienten. 


<^a 


auf  Dieses  G-hed  ist  wegen  d$=*  —  ^c'"1^  das  einzige,  welches  bei  der  Auswertung 
des  auf  den  Punkt  oo  sich  beziehenden  Integrals  in  Betracht  kommt,  und  man  erhalt 
dementsprechend : 


i 


TOO)  I  "  ^  "  JL~e  +  1 

4.)   FUr  das  Gebiet  des  Punktes  a  endlich  gelten  die  Entwicklungen. 


j_ 

&a 


/=0 


wobei  ^=  0  -  #  ist,  w&hrend  die  e,  c  yon  ^  freie  Konstanten  bezeichnen,  und  es  tritt  daher 
in  der  durch  Multiplikation  dieser  Entwicklungen  sich  ergebenden  Entwicklung  der 
Funktion  #(*)  for  das  Gebiet  des  Punktes  a  die  Potenz  0;1  mit  dem  Koeffizienten  W(a) 
auf.  Dieses  Glied  ist  wegen  de  —  d&a  das  einzige,  welches  bei  der  Auswertung  des  auf 
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den  Punkt  a  sich  beziehenden  Integrals   in  Betracht  kommt,   nnd   man   erhalt   dem- 
entsprechend. 


Unter  Benutzung  der  vier  ira  vorstehenden  gewonnenen  Resultate  eihalt  man  jetzt  aus 
der  oben  far  J  anfgestellten  neuen  Grleichung  die  Gleichung- 


Setzt  man  nun  die  beiden  fur  J  erhaltenen  Ausdrucke  einander  gleich,  lafit  bei 
der  entstehenden  Gleichung  in  neuer  Bezeichnung  zunachst  an  Stella  des  Buchstabens  $ 
den  Buchstaben  ^,  hierauf  an  Stelle  des  Buchstabens  a  den  Buchstaben  0  treten  und 
lost  alsdann  die  Grleichung  nach  W(0)  auf,  so  erhalt  man  fur  die  Funktion  W(s)  die 
fur  jeden  von  den  Punkten  e,  a,  oo  verschiedenen  inneren  Punkt  0  der  Flache  Tf  geltende 
Darstellung: 

dP 


Die  hierbei  auffcretenden  Konstanten  cfr*\  cf*\  •  •  -,  c^x)  sind,  wie  aus  3.)  erhellt,  die  Koeffi- 
zienten,  welche  in  der  Entwicklung  der  Funktion  W(0)  fur  das  Gebiet  des  Punktes  oox 
den  Potenzen  *£,  ^,  •  -?  ^  beziehungsweise  zukommen.  Nach  der  zu  Anfang  der 
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Untersuchung  gemachten,  auf  den  Ubergang  von  dem  der  Ableitung  der  Formel 
zu  Grunde  gelegten  Falle  w?  > /w?  *  =  i,  2,  ,o  zu  dem  Falle  nQ^^  sich  beziehenden  Be- 
merkung  sind  bei  dem  zu  einem  bestimmten  Index  Q  gehorigen  Gliede  der  auf  der 
rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  in  der  zweiten  Zeile  stehenden  Sumrne,  wenn 
w(J  =  ^  ist,  alle  Terme  bis  auf  den  ersten,  wenn  dagegen  n^  <  p9  ist,  alle  Terme  uber- 
haupt  zu  unterdrucken,  sodaB  also  fur  n^  <  (jug  das  ganze  Ghed  m  Wegfall  kommt. 

Die  auf  der  recliten  Seite  der  fur  W(0)  gewonnenen  Gleichung  vorkommenden, 
uber  die  beiden  Seiten  der  Schnitte  ar,  I,  zu  erstreckenden  Integrale  sollen  jetzt  unter 
der,  fur  die  Herleitung  dieser  Gleichung  gemachten,  Voraussetzung,  daB  die  Punkte 
«x,  •  •  •,  et  sowie  der  zu  Anfang  nut  a  bezeichnete  Punkt  &  im  Innem  der  Flache  T' 
liegen,  n&her  untersucht  werden.  Erne  fur  diese  Untersuchung  notige  Hilfsformel  moge 
zunachst  abgeleitet  werden. 

Man  beziehe  die  fur  jeden  Punkt  &  der  Flache  Tr  geltende  Formel  (E3)  des 
vorhergehenden  Artikels  auf  einen  Begrenzungspunkt  ^  =  ^?  multiphziere  alsdann  linke 
und  rechte  Seite  nut  d£  und  integriere  in  positivei  Eichtung  uber  die  beiden  Seiten 
der  Schnitte  av,  lv,  mdem  man  beachtet,  da8  fur  m  =  1,  2?  3, 


ist,  und  daB  sich  als  Wert  des  hier  rechts  stehenden  Integrals  far  m  =  1  die  der  Funk- 
tion  P  B\  langs  cv  zukommende  Konstante  (£v  =  —  ^,  fur  w  =  2, 3,     -  die  der  Funktion 

langs  cv  zukounnende  Konstante  Kr  =  0  ergibt,  daB  also  der  Wert  des  links 


stehenden  Integrals  fur  at  -  1,  2,  3,  •  •  •  durch  -  <Jwl  ~P  dargestellt  werden  kann,  wenn 
man  unter  dm±  eme  Gr6fie  versteht,  die  fur  m  =  l  den  Wert  1,  fur  w  =  2,3,"  den 
Wert  0  besitzt  Man  erfoilt  dann  die  erwahnte,  fur  jeden  von  den  Punkten  a,  oo 
verschiedenen  mneren  Punkt  e  der  Flache  T'  geltende  Hilfsformel. 

/  ps=r    =?ni/fl 

?J«-«..!r+P^     M 


Was  nun  das  an  erstor  Stelle  zu  unter  suchende,  nur  von  den  Punkten  el9  •  •  •,  st 

+ 
abhangige,  Integral  CW(QdZ  (v«i,a,     ,P)  betnflft,  so  erh&lt  man  far  dasselbe,  wenn  man 

fo.«J 
die   darin  vorkoinmende  GrOfie  W(£)  auf  Grund  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  auf- 
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gestellten,  die  Funktion  W(z)  fur  jeden  Punkt  &  der  Flache  T'  defimerenden  Gleichung 
durch  den  ihr  entsprechenden  Ausdruck  ersetzt,  zunachst  die  Gleichung: 


(i) 


und  schlieBlich,  wenn  man  das  auf  der  rechten  Seite  an  erster  Stelle  stehende  Integral 
auf  Grand  der  Hilfsformel  (H )  durch  Elementarfunktionen  mit  dem  Argumente  c,  dar- 
stellt,  die  Gleichung 


(2) 

wobei  zur  Abkurzung 

"t — 

T?"(^IJ     » *?)  ___    ^ 

(3.) 


/ 


/*  i  X  =  O7M  =  57*  /* 

II  *f\*t+2  2  ^  If 
»  '"lm-1        » 


gesetzt  ist. 

Das   an   z welter   Stelle   zu  untersuchende,   nur  von   dem  Punkte  $  abhangige, 

r+ 

Integral   /  P  .  d£  (°=i>*>    »i»)  Mt  sich  durch  Blementarfunktionen  mit  dem  Argumente  g 
j  i    * 

[*6fl 
darstellen.     Uin  diese  Darstellung  zu  erhalten,  lasse  man  in  der  Hilfsformel  (H)   an 

Stelle  des  Punktes  e  den  Punkt  g,  an  Stelle  des  Buchstaben  v  den  Buchstaben  a  treten, 
setze  alsdann  m  « 1  und  vertausche  endlich  durchweg  die  Zeichen  P,  P.  Man  gewinnt 
auf  diese  Weise  die  Gleichung: 


wobei  zur  Abkurzung 
(2'.) 


gesetzt  ist.  Die  durch  die  letzte  Qleichung  fur  jeden  Punkt  g  der  Flache  T'  definierte 
Funktion  W®(*)  ist  eine  zur  Charakteristik  (£)  gehOnge  Funktion  W(*)  von  der  in 
diesem  Artikel  betrachteten  Art,  die  nur  fur  die  Punkte  alt  ••-,<*,,  unstetig  und  scwar 
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algebraisch  unendlich  wird,  und  deren  Werte  in  je  zwei  zu  emem  der  Schmtte  a,  5,  c 
gehongen  entsprechenden  Punkten  <^+?  &-  in  der  Weise  verknupfb  sind,  daB 


langs  av{ 
(3'.)  langs  6,  {          *     =     V~        -.        , 

langs 
1st,  wobei  zur  Abkurzung 


gesetzt  1st.  Das  in  der  letzten  Zeile  stehende  Integral  kann  ausgewertet  werden, 
indem  man  die  zwischen  den  geschweiften  Klammern  stehende  GroBe  auf  Grund  der 
Formel: 


durch  die  GroBe  —  2   ^  '•  ersetzt  und  alsdann  die  Integration  ausfuhrt;  man  erhalt  so 
fur  das  Integral  den  Wert  —2(1  —  ^^)—  und  erkennt  nun  schliefilich,  daB 


ist,  daB  also  fflfi  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  1 
besitzt,  wenn  v  =  a  ist  Die  soeben  aufgestellte,  bei  der  Auswertung  des  Integrals 
benutzte  Formel  geht  aus  der  Formel  (D^)  des  Art.  6  hervor,  indem  man  bei  dieser 
an  Stelle  der  Zeichen  w,  ®,  P  die  Zeichen  w,  ®,  P  treten  laBt,  alsdann  n*=l,  r  =  y, 
z  =  £  setzt  und  endhch  noch  an  Stelle  des  Summationsbuchstabens  A  einen  neuen  Sum- 
mationsbuchstaben  A'  vermittels  der  Gleichung  A  =  ^  —  A'  einftihrt. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (2)  und  (!'.)  kann  man  jetzt  der  vorher  fur  W(0) 
gewonneiien  Gleichung  die  Gestalt. 

(D.)  W(t)  —  dw*®  +  Vjjl$v  TTW(^) 

geben,  wobei  W*(z)  durch  die  Gleichung: 

6* 
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O  =  1 


—  bei  der  K^    '**>  die  unter  (3)  definierte  GroBe  bezeichnet  —  W(v](z}  ("=1,2,    lJP)  durch 
die  Gleichung: 


endhch  $„  (*«i,a,    ,*)  durch  die  schon  fruher  aufgestellte  Gleichung: 


bestimmt  ist  Trotzdem  die  Gleichung  (D),  zur  Veremfachung  der  TJntersuchung,  nur 
fur  den  Fall  abgeleitet  worden  ist,  dafi  die  Punkte  sl9  •  •  ,  ef  sowie  der  Punkt  0  im 
Innern  der  Fkche  Tf  liegen,  gilt  sie  auch  noch,  wenn  die  genannten  Punkte  teilweisc 
oder  samthch  der  Begrenzung  von  Tf  angehoren.  Unter  der,  die  Allgememheit  dor 
Untersuchung  nur  schembar  beschrankenden,  Voraussetzung,  daB  die  unbestimmten  Kon- 
stanten  fi(£z)  (««i,j,  ,o  durch  erne  Lagenanderung  der  Punkte  fit,  c8?  •  •  •?  ^  nicht  beem- 
flufit  werden,  andert  sich  n^mlich  der  Wert  des  Ausdruckes 


v  =  l 


bei  dem  W(0)  die  zu  Anfang  dieses  Artikels  aufgestellte  hneare  Vorbindung  von 
Elementarfunktionen  vertritt?  als  Funktion  der  t  + 1  in  T'  frei  beweglichen  Punkte 
ei9  -  -,  et,  ^  betrachtet,  stetig,  wenn  einer  dieser  Punkte  durch  stetige  Bewegung  m  oinon 
Punkt  der  Begrenzung  von  T'  ubergeht,  und  es  kann  daher  der  in  Rede  stehende 
Ausdruck,  da  er  der  Gleichung  (D)  gemaB  immer  den  Wert  Null  besitzt,  wenn  die 
genannten  Punkte  im  Innern  der  Flache  T'  liegen,  nicht  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  haben,  wenn  diese  Punkte  teilweise  oder  simthch  der  Begroussnng  von  T1  an- 
gehoren. 
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Aus  der  so  fur  jede  Lage  der  Punkte  ea,  ••,  et,  &  als  richtig  bewiesenen  Glei- 
chung (D.)  erkennt  man  nun  schlieBlich,  daB  die  allgemeinste  zur  Charakteristik  ^j 
gehonge  Funktion  TF(V),  welche  in  je  zwei  zu  einem  der  Schnitte  c,  I  gehongen  ent- 
sprechenden  Punkten  cP+,  $~  denselben  Wert  besitzt,  sich,  entsprechend  der  zu  Anfang 
des  Artikels  aufgestellten  Behauptung,  durch  die  Denvierte  einer  zu  derselben  Cha- 
rakteristik gehongen  Funktion  "FT,  eben  der  Funktion  W*(0),  und  die  p  ausgezeichneten, 
mit  der  Funktion  TF(V)  gleichartigen  Funktionen  TT(1)(>),  -  •,  W(p\*}  hnear  darstellen  laflt. 
Dabei  ist  noch  besonders  hervorzuheben ,  daB  diese  p  ausgezeichneten  Funktionen 
TF(1)(#),  •  •  •,  W(p}(#)  durchaus  selbstandige,  von  der  darzustellenden  Funktion  W(0)  unab- 
hangige  Gebilde  sind,  wahrend  andererseits  die  Funktion  W*(0)  in  engster  Beziehung 
zu  der  Funktion  W(&)  steht. 

LaBt  man  in  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  aufgestellten,  die  Funktion  TF(V) 
definierenden  Gleichung  und  dementsprechend  auch  in  der  Gleichung  (D )  die  GroBen  £ 
samtlich  mit  der  Null  zusammenfallen  und  setzt  zudem  noch  (7=1,  so  wird  W(0)  =  l 
und  zugleich  reduziert  sich  die  Gleichung  (D)  auf  die  Gleichung: 

1  =  57 

Zum  Schlusse  dieses  Artikels  sollen  jetzt  noch  kurz  diejenigen  speziellen  zur 
Ohaiakteristik  (^)  gehorigen  Funktionen  W  betrachtet  werden,  deren  Werte  in  je  zwei 
entsprechenden  Punkten  <^+,  $>"  der  Begrenzung  von  T"  in  der  Weise  verknupft 
smd,  daB 


langs  cv  {  W+ 


ist.  Eine  jede  solche  Funktion  W  moge  eine  zur  Charaktenstik  (J)  gehonge  JF-Funktion 
genannt  und  mit  l?(g)  bezeichnet  werden.  Dieser  Definition  zufolge  ist  die  Gesamtheit 
der  zur  Charakteristik  (f)  gehorigen  lT-Funktionen  identisch  mit  der  Gesamtheit  der- 

\Jf/     °  w 

jenigen  Funktionen  TT(«)  von  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  definierten  Art,  bei  denen 
die  das  Yerhalten  an  den  Schnitten  a,  &  bestimmenden  Konstanten  ftt,  ft,,  •  ,  %  samt- 
lich den  Wert  Null  besitzen. 
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Die  Denvierte  -j^  einer  jeden  zur  Charakteristik  (^\  gehorigen  Funktion  W  ist, 


wie   aus   den   zu  Anfang  des  Art.  6  angestellten  Unteisuchungen  hervorgeht,   erne  zu 
derselben   Charakteristik   gehorige  jP-Funktion      DaB   aber   auch   umgekehrt   eine  jede 

zur  Charakteristik  (^\  gehorige  jF-Funktion  sich  mit  der  Derivierten  einer  zu  derselben 

Charakteristik  gehorigen  Funktion  W  deckt,  erkennt  man,  wenn  man  beachtet,  daB  die 
vorher  gewonnene  Gleichung  (D.)  sich  far  eine  Funktion  W(0)  =  F(0)  auf  die  Gleichung 


(D-.)  *(•) 

reduziert.     Die  Gesamtheit  der  zur  Charakteristik  (\  gehorigen  .F-Funktionen  ist  also 


auch  identisch  mit  der  Gesamtheit  der  Derivierten  -j—  der  zu  derselben  Charakteristik 

dz 

gehorigen  Funktionen  W. 

Aus  dem  soeben  gewonnenen  Eesultate  folgt  nun  schlieBhch  noch,  dafi  das  mit 

einer  Funktion  F(&)  gebildete,  von  einem  Punkte  &Q  bis  zu  einem  Punkte  0  ubei  eine 

g 
ganz  im  Innern  der  Flache  T"  verlaufende  Kurve  erstreckte  Integral  Cffyds  erne  zur 

*° 
Charakteristik  (^  gehonge  Funktion  W  ist,  und  daB  diese  Funktion  W9  nachdem  man 

F(#)  durch  Elementarfunktionen  ausgedruckt  und  zu  dem  so  erhaltenen  Ausdrucke  W(0) 
von  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  defimerten  Art  den  ihm  entsprechenden  Ausdruck 
gebildet  hat,  durch  die  Gleichung: 


geliefert  wird 

Auf  die  Theone   der  zur  Charakteristik  f£)  gehorigen  JP-Funktionen  soil  aus- 
fuhrhcher  erst  im  sechsten  Abschmtt  eingegangen  werden 

8. 
Der  zu  Anfang  des  Art.  6  aufgestellte  Ausdruck: 
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bei  dem  w1?  ymt,ni7  ••9nr9pi9  ;  $9  unbestimmte  positive  ganze  Zahlen,  die  Buch- 
staben  8,  (£,  C  unbestmmite,  nur  der  Bedingung: 

x=o 

unterworfene  Konstanten  bezeichnen,   stellt  die  allgenieinste  zur  Charaktenstik  O  ge- 

horige  Funktion  W  dar  Auf  Grund  des  mi  vorhergehenden  Artikel  gewonnenen 
Resultats  ist  man  jetzt  imstande,  das  mit  dieser  Funktion  W($)  gebildete,  von  emem 
Punkte  #0  bis  zu  emem  Punkte  #  uber  erne  ganz  iin  Innern  der  Flache  T"  verlaufende 

st 

Kurve  erstreckte  Integral   CW(#)d0  durch  das  Produkt  »  W(#)  und  Elementarfunktionen 

linear  darzustellen  Man  braucht  dazu  nur  auf  das  Integral  das  Yerfahren  der  teil- 
weisen  Integration  anzuwenden  und  in  der  so  sich  ergebenden  Gleichung: 


das  rechtsstehende,  auf  die  zur  Oharakteristik  gehonge  J^-Funktion  0  d  sich 
beziehende  Integral  mit  Hilfe  der  Formel  (D".)  des  vorhergehenden  Artikels  durch 
Elementarfunktionen  auszudrucken. 

Nach  den  zu  Anfang  des  Art.  G  angestellten  Untersuchungen  besteht 
1.)  fur  das  Gebiet  des  Punktes  st  (^=1,2,    ,o  die  Gleichung: 


und  datnit  auch,  da  »-^  *-  +  (*-*r)L  ^,  &*  &leichung 


wobei 


ist,  wenn  man  noch  unter  S^+i  ^ie  Null  versteht; 

2.)  fflr  das  Gebiet  des  Punktes  ag  <*<*•*.,*,    ,*•)  die  Gleichung: 

r^i>'(, 
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nnd  damit  auch,  da 


wobei 


ist,  die  Gleichung 


ist,  wenn  man  noch  jede  Grofie  S™,  deren  Index  ^  nicht  der  Eeihe  0,1,2,     -, 
gehort,  als  rait  der  Null  identisch  ansieht; 

3.)   fur  das  G-ebiet  des  Punktes  oox  (*=i,a,    ,»)  die  Gleichung: 


an- 


und  damit  auch  die  Gleichung: 


wobei 


ist; 

4)  fur  das  Gebiet  des  von  den  Punkten  e,  a,  oo  verschiedenen  Punktes  #  =  a   die 

Gleichung. 


und  damit  auch,  da 


ist,  die  (Heichung: 


wobei  ^-(A+lJac^i  +  AcS15,  i-c,i,»,    ,  ist. 

Aus  dem  so  ermittelten  Verhalten  der  zur  Charakteristik 

g   v  p  ergibt  sich  nun  zunachst,  daB 


gehongen  J'-Funktion 


Ml 
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ist,  und  weiter  dann,   da  der  jetzt  fur  0  gewonnene  Ausdruck  von  derselben  Art 

ist,  wie  der  den  TJntersuchungen  des  vorhergehenden  Artikels  zu  Grande  gelegte  Aus- 
druck, dafi  diese  jF-  Funktion  sich  der  Gleichung  (D')  des  genannten  Artikels  gemaB  in  die 


Form 


bringen  laBt,  wobei  dann  W*(0)  durch  die  Gleichung. 


o  =  r 


*|  +  jfTis#l  P  s;\\ 

Z  SB  nn  „ 

'<"<>  P  a?   4-   y  ^.fi'C*?)  P  a 

+  *" 


/W  P 


bestimmt  ist.     Die  hier  auftretende  Konstante 
gemafi  durch  die  Gleichung' 


>*t]  wird  der  Formel  (3.)  des  Art.  7 


/WfV^A       \  + 

*  I  it    m;/r 


gehefert,   wahreud   die  Konstanten  S',  c'   aus   den   oben  unter  1.),  2),  3.)  aufgestellten 
GHeicliungen: 


sich  ergeben,   wenn   man  dabei  die  Gr&fie  S^+1  und  jede  GrOBe  $$*,   deren  Index  % 
nicht  der  Reihe  0,  1,  2,  •••,  w<(  angehOrt,  als  mit  der  Null  identisch  ansieht. 

Nachdem  so  die  der  Funktion  ^^7^-  entsprechende,  mit  ihr  durch  die  Gleichung 
gaw(t}  ^ww  verknilpfte  Funktion  W*(e)  durch  Elemeatarfunktionen  dargestellt  ist, 

d#  dz  K  ^  ' 

gehe  man  auf  die  zu  Anfang  des  Artikels  aufgestellte  Gleichung: 
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ds 


zuruck,  ersetze  in  dem  auf  ihrer  rechten  Seite  stehenden  Integrale  die  Funktion 


durch      d       und  fulire  die  vorgeschriebene  Integration  aus     Man  erhalt  dann  schlieB- 
hcli  die  Gleichung: 


und  damit  auch,  wenn  man  noch  an  Stelle  der  Funktion  TF*(0)  den  ihr  entsprechenden, 
vorher    aufgestellten   Ausdruck    einfuhrt,    die   gewunschte    Darstellung    des    Integrals 

z 

J*W(z)dz  durch  das  Produkt  0W(0)  und  Elementarfunktionen. 


Dritter  Abschnitt. 

Untersuchung  der  zu  einer  gemischten  Charakteristik  (^)  gehorigen  Funktionen. 


1. 

(A.        A.  \ 
B      B)  irgen(l   eme  genuschte,    also  aus  eigentlichen  und  un- 

eigentlichen  Faktorenpaaren  zusammengesetzte,  Charakteristik.  Die  eigentlichen  Faktoren- 
paare  seien  A^t  B^,  ;  A^  J3V  die  uneigentlichen  J^+1,  J?%+1;  -  ;  A,p,  B^  dabei 
bedeutet  p  eme  Zahl  aus  der  Eeihe  1,  2,  •,#  —  !,  A1?  Aa,  -  ,  Ap  eme  den  Bedingungen 
>f-i<^2<  <^,  ^jn-i<^+a<  "<^P  genugende  Permutation  der  Zahlen  1,2,  ,jp. 
Fur  die  folgenden  Untersuchungen  moge  nun,  ausschliefilich  der  einfacheren  Schreibweise 
wegen,  der  spezielle  Fall,  wo  ^  —  1,  A2==2,  -  ,  Ap  =j9  ist,  zu  G-runde  gelegt  werden; 
es  empfiehlt  sich  dieses  um  so  mehr,  als  man,  wie  am  Schlusse  dieses  Abschnittes 
ausgefuhrt  werden  soil,  von  den  fur  diesen  speziellen  Fall  erhaltenen  Resultaten  ohne 
Muhe  zu  den  dem  allgemeinen  Falle  entsprechenden  ubergehen  kann 

Der  eben  gemachten  Festsetzurig  gemaB  soil  also  in  diesem  Abschmtte  unter  ^ 

die  Charakteristik  (^      -^  1     A  bei  der  A±,  B^  ••  ;  A^  B^  irgend  welche  eigentliche 

Faktorenpaare  smd,  unter  (^J  die  zu  ihr  reziproke  Charakteristik  (^  jf  1  Aj  ver- 
standen  werden.  Der  im  ersten  Teile  gewonnene  Fundamentalsatz  liefert  dann  die 
samtlichen  zu  den  Charaktenstiken  (j^j  ,  (j-^  beziehungsweise  gehorigen  Funktionen  W,  W, 

wenn  man  —  unter  Beibehaltung  der  im  ersten  Teile,  in  Art.  1  des  siebenten  Ab- 
schnittes, angewandten  Bezeichnungsweise  fur  die  zu  zwei  allgemeinen  Funktionen  TF", 
W  gehorigen  Konstanten  —  das  eme  Mai  an  Stelle  des  Systems  der  s  +  %  +  +ms 
Konstanten  fi,  der  p  Konstanten  (£1?  ••-,  K^  und  der  p  —  $  Konstanten^  21^  +  1?  •  -,21^, 
das  andere  Mai  an  Stelle  des  Systems  der  s  +  mi  +  -  -4-%  Konstanten  S,  der  £  Kon- 
stanten KI,  •  •  •,  Ej,  und  der  jp  —  |)  Konstanten  St^+i,  ,21^  ein  jedes  die  Q-leichungen 

g1  Q^O  mcht  verletzende  System  von 


7* 
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Werten  treten  lafit  und  zu  jeder  so  erhaltenen  Funktion  noch  erne  willkurliche  Konstante 
addiert.  Die  Konstanten  Cp+1,  •  ,  (£,,  j^+i,  •  ,  &P  fallen  hier,  da  fur  jedes  v  aus  der 
Eeihe  p  +  1,  •  •  ,  $  sowohl  ^,  J?v  wie  -4,,  J5,  ein  uneigentliches  Faktorenpaar  ist,  samt- 
licli  mit  der  Null  zusammen. 

Die  nachste  Aufgabe  besteht  nun  darm,  aus  den  zu  den  Charaktenstiken 
beziehungsweise  gehongen  Funktionen  gewisse  emfachste  Funktionen,  aus  denen  die 
allgemeinsten  Funktionen  W,  W  sich  linear  zusammensetzen  lassen,  und  die  daher  als 
Elementarfunktionen  anzusehen  smd?  herauszugreifen  und  die  zwischen  ihnen  be- 
stehenden  Beziehungen  mit  Hilfe  der  in  Art.  2  des  ersten  Abschnittes  aufgestellten 
Fundamentalformel  (F)  zu  ermitteln.  Da  im  vorhegenden  Falle  ^  =  1,  -_,^=-^ 
A^+1  =  p  +  1,  •••,  Ap«jp  ist,  so  tntt,  wenn  man  noch  die  GroBen  Slr,  33r,  2t,?  93r  fur 
y=-l,2,  ,  p  in  die  durch  die  Gleichungen: 


»,  =  «A  f  (l-J?,)ft,, 
bestimmte  Form  brmgt  —  wobei  zur  Abkiirzung 


gesetzt  ist  —  an  Stelle  der  allgememen  Fundamentalformel  (F)  hier  die  Formel 


0=1 

g    —  g    0   )  =====  0, 


Der  Fundamentalsatz  liefert  nun  zu  den  Charaktenstiken      l,    -g>  wenn  man 
zunachst  die  Konstanten  fi,  S  samtlich  mit  der  Null  zusammenfallen  lafit  und  dann  an 
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Stelle  des  Systems  der  2p  Konstanten  &ls      ,  (£„,  8^+1,      ,  «[„  gl5     .,<£,,  St^+1,-   •,  §[, 
irgend  welche  die  Grleichungen: 


nicht  verletzende  Systeme  von  2p  Werten  setzt,  Funktionen  W,  W,  welche  fur  keinen 
Punkt  der  Flache  T"  unstetig  werden  Seiche  Funktionen  mogen  allenthalben  endliche 
Funktionen  genannt  und  ina  folgenden  durch  tv\g\,  w\#\  oder  durch  ws,  w3  oder  noch 
einfacher  durch  w,  w  bezeichnet  werden  Gewisse  dieser  Funktionen  w,  w  sollen  jetzt 
als  Elementarfunktionen  aufgestellt  und  allenthalben  endliche  Elementarfunktionen 
genannt  werden. 

Man  bezeichne  zunachst,  unter  ^  erne  Zahl  aus  der  Eeihe  1,2,  -yp,  unter 
$QV  0=1.2,  ,P)  eine  GroBe,  die  fur  J/  =  Q  den  Wert  1,  fur  v  +  ^  den  Wert  0  besitzt, 
verstehend,  mit  wq\z\,  wq\&\  zwei  spezielle  allenthalben  endliche,  je  erne  willkurliche, 
spater  zu  bestimmende,  additive  Konstante  c^  beziehungsweise  c^,  enthaltende  Funktionen, 
bei  denen  die  Konstanten  (£„  Sv,  *=i,2,  ,*9  und  2lv,  2lv,  »=p+i,  ,j»,  die  speziellen  mit 
&QV>  $Qv>  v==1'2'  >^?  u^d  W-QV,  2l?r,  »-i»+i.  ,i»,  beziehungsweise  zu  bezeichnenden,  durch 
die  Grleichungen: 


bestimmten  Werte  besitzen,  bemerke  dazu,  daB  Jg1  ^r'  fur  9  =  1,  2,     •,  ^  den  Wert  1, 

r'  =  l      V 

fur  Q  =  p  H-  1  ,  ,  j?  den  Wert  0  hat,  und  bezeichne  dann  weiter  bei  diesen  Funktionen 
die  an  Stelle  jler  ^j-roBen  2lv,  S5r,  ft,,  2tv,  93V,  ^v,  »«i,a,  ,»,  stehenden^Qrofien  mit 
8t?v,  »^,  ft^,  8t^,  »ei,,  «^  -1,3,  ,„,  die  an  Stelle  der  aroBen  »„,  »„  -^i,  ,*, 
stehenden  Qrofien  mit  ^v,  v,  »=^+i,  ,i»,  sodaB  also  fur  ^  =  1,  2,  --,jp: 


(  ^ 


1st  und  die  Grofien 
die  Gleichungen. 


(2-) 


verknupft  sind     Die  Grofien 
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„  r=i,2,    ,j>?  mit  den  Grofien 


"=1,2,    ,t9  durch 


*=i,s, 


hangen  von  den  in 


beziehungs- 


weise  enthaltenen  willkurlichen  additiven  Konstanten  C,  C    ab,  und  zwar  in  der  Weise, 
da6  beim  Ubergang  ypn  CQ  in  c^ 
%   die  Grofie      r  in      , 


n 
in  w9,  WQ 


^  die  GroBe  ^  in  ^r  +  ^,  beim  Ubergang  von  c(> 
ubergeht.     Infolgedessen  kann  man  die  Werte  der 


beziehungsweise   enthaltenen,    bis  jetzt  noch  willkurlichen   additiven  Kon- 


stanten c,  cq  immer  und  nur  auf  eine  Weise  so  wahlen,  da6  fur  ^  =  1,  2, 

(3  ) 


ist,  und  es  sind  dann  zugleich,  nach  dem  Fundamentalsatz,  die  Funktionen  w(),  w(),  also 
auch  die  zu  ihnen  gehongen  Grofien  S^,  fyv9  *=i}2,  ,^?  vollstandig  bestimmt. 

J)^  so  gewonnenen  vollstandig  lesttmmten  allentlialben  endhchen  Funl^onenw^\,^^wp\z\^ 
^iH»  »^pkl  soZ^  die  m  den  Charaletet^ken  (fy,  (j-j  leawhmgswwse  geJwrigen  allent- 
halben  endhchen  Elemental  fmMonen  genannt  iverden. 

Die  Summe  der  ^3  Funktionen  wl9  w2,  ,  w^  besitzi,  ebenso  wie  die  Summe  der 
p  Funktionen  w^w^^  -,w^  fur  jeden  Punkt  z  der  Flache  T"  den  Wert  Null  Zum  Be- 
weise  dieser  Behauptung  beachte  man,  dafi  die  den  allenthalben  endlichen  Funktionon. 


zukommenden  charakteristaschen  Konstanten  Stv,  $v, 
der  Beziehungen  (1.)  und  (2.)  durch  die  Gleichungen* 


auf  Grand 


(I- 


>  ^ii«. 


•0, 


?=*> 

ift  =  T 
Or  —  ^  a 

9=1 
(£,=  0, 


9  =  1 
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bestunmt  sind.  Aus  (£,  =  0,  K,,  =  0,  »=I,B,  ,*,  undSf^O,  2l>  =  0,  »-P+I,  ,*,  ergibt  sich 
nun  zunachst,  nach  dem  am  Schlusse  des  Fundainentalsatzes  Bemerkten,  dafi  fur  alle 
Punkte  der  Flache  T"  sowohl  die  Funktion  w  denselben,  mit  C  zu  bezeichnenden,  als 
auch  die  Funktion  w  denselben,  mit  C  zu  bezeichnenden,  Wert  besitzt.  TJm  die  Werte 
der  Konstanten  C,  G  zu  bestimmen,  beachte  man,  dafi  aus  w=  C,  w  =  C  die  for 
v  =  1,  2,  ,  p  geltenden  Beziehungen- 


folgen,  und  vergleiche  die  so  fur  3tv,  S5V,  2tv,  93V,  ^=1.2,    ,^,   erhaltenen  Ausdi*ucke  mit 
den  oben  fur  diese  Qrofien  gewonnenen.    Man  erhalt  dann 


und  schliefilich,  mdem  man  sowohl  die  p  aus  der  ersten,  wie  die  p  aus  der  zweiten 
G-leichung  fur  y  =  l?  2,  -,  p  hervorgehenden  speziellen  Grleichungen  zu  emander  addiert 
und  die  Gleichungen  (3)  berucksichtigt, 


Daunt  ist  aber  bewiesen,   dafi  fur  jeden  Punkt  0  der  Flache  T,  wie  oben  behauptet 
wurde,  die  Beziehungen: 

(4.)  Wi|«|  +  w,H  +  -    -  +  wPH-0,  Wi|«|  +w§ljef|  +  ---  +  ^|  =  0 

bestehen. 

Bs  soil  jetzt  untersucht  werden,  ob  von  den  beiden  soeben  erhaltenen  Be- 
ziehungen  die  erste  die  emzige  zwischen  den  Elementarfunktionen  wl9  -,  wp,  die  zweite 
die  emzige  zwischen  den  Elementarfunktionen  w^  ,  wp  bestehende  lineare  Beziehung 
ist.  Zu  dem  Ende  bilde  man,  unter  <?,„  c,,,  r=o}a,2,  ,P,  unbestimmte  Konstanten  ver- 
stehend,  die  allenthalben  endhchen  Funktionen: 


und  stelle  sich  die  Aufgabe,  die  Konstanten  c,  c  in  allgememster  Weise  so  zu 
stimmen,  dafi  fur  jeden  Punkt  g  der  Flache  T"  die  Gleichungen  w  -  0,  w  -  0  bestehen. 
Sollen  aber  die  Funktionen  w,  w  far  jeden  Punkt  »  der  Flache  T  den  Wert  Null  be- 
sitzen,  so  mtlssen  vor  allem  die  ihnen  zukommenden,  durch  die  Gleichungen: 
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bestimmten  Konstanten  &,,  &,,  »-i.».    .*,  samtlich  den  Wert  Null  besitzen,  oder,  was 
dasselbe,  es  mussen  die  Grofien  clf     -,  %,  c1?  -    ,  c>  den  2p  Gleichungen: 


oder  den  damit  aquivalenten  Gleichungen: 


bei  denen  c,  c  unbestimmte  Konstanten  bezeichnen,   genugen,   es  mussen  weiter  aber 
aucli  die  den  Funktionen  w,  w  zukonamenden,  durch  die  Gleichungen: 


bestimmten  Konstanten  8[v?  2lr,  ^*>+i,    ,*,  samtlich  den  Wert  Null  besitzen,  oder,  was 
dasselbe,  es  mufi 


sein  LaBt  man  dementsprechend  in  den  die  Funktionen  w,  w  defimerenden  Gleichungen 
an  Stelle  einer  jeden  der  Grofien  c1?  •  ,  c$  die  Konstante  c,  an  Stelle  emer  jeden  der 
Grofien  c1?  ••,  c^  die  Konstante  c,  endlich  an  Stelle  einer  jeden  der  GroBen  fy+1,  ••  ,  Cp, 
Cp+ii  ?^  ^ie  Null  treten,  so  wird  ^  =  c0+c(^1+  +w^,  w«c0+c(«?1+  --  +  ^),  und 
man  erkennt  unter  Beachtung  der  Gleichungen  (4)  schheBhch,  dafi  die  Funktionen  w,  w 
dann,  aber  auch  nur  dann,  fur  jeden  Punkt  $  der  Flache  T",  wie  verlangt  wurde,  den 
Wert  Null  erhalten,  wenn 

c0  —  0,  <ij  =  c2—  •     •=  CQ,  c0  —  (),  £,_=  ca=   -   ~  c^? 

C^  +  1=  0,  6f  +  %  =(),•••,  ^^  U,  C^  +  1  =  (),  C^  f  2=  (),        •j^=0 


gesetzt  wird,  Damit  ist  aber  gezeigt,  daB  von  den  beiden  unter  (4)  aufgestellton 
Beziehungen  die  erste  die  einzige  zwischen  den  Funktionen  w±9  •  ,  wf,  die  zweite  die 
einzige  zwischen  den  Funktionen  wl9  •  -?  wp  bestehende  lineare  Beziehung  ist,  und  es  ist 
damit  zugleich  bewiesen,  dafi  je  p  —  1  der  Funktionen  wl9  -,  ^  zusammen  mit  deu 
Funktionen  ^+1,  -  -  •,  wp  und  ebenso  je  £  —  1  der  Funktionen  w1?  ,  5^  zusammen  mit 
den  Funktionen  ^+1,  •  -  -,  i^  em  System  von  jp  —  1  linear  unabhangigen  Funktionen  bilden. 
Die  allgemeinsten  allenthalben  endhchen  Funktionon  w\#\,  w\a\  worden,  wenn 
man  unter  £,,  (£,„  ''=1,2,  ,^?  den  Bedmgungen: 

(5)  2fo-of  2?«,-« 
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gentigende  unbestimmte,  unter  C,  C,  $iv,  2(>,  »=i>  +  i,    ,*,  kemen  Bedmgungen  unterworfene 
Konstanten  versteht,  durch  die  G-leichungen: 


dargestellt.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erkennt  man  auf  Grund  des  Funda- 
mentalsatzes,  wenn  man  beachtet,  da8  die  durch.  diese  Gleichungen  definierten  allent- 
halben  endlichen  Funktionen  w,  w,  wie  aus  den  Eelationen: 


folgt,  so  beschaffen  sind,  daB 

langs  cy{^|^|+  =  ^|^|~+  (£„     ^|^|+=  ^|#|~4-  Kv,  "=1,2,    ,^, 

langs  <^{w|£|+  =  w|^|-  +  9lr7     ^|^|+=-  S?|j8f|"  +  8lr,  *=*+i,    ,i», 

1st,  und  da6  diese  Funktionen  zudem  die  willkurlichen  additiven  Konstanten  C,  C  ent- 
halten  Die  Grleichungen  (6.)  kann  man  aber  auch,  unter  S),  ®  zwei  weitere  unbestimmte 
Konstanten  yerstehend,  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (4.)  m  die  Gleichungen. 

(7)   t^-c-i^-^J-H-s  S'  VH   «W-^-si^(V»HH+5  S'MJ-I 

(»  =  1  ^=^+1  ^  =  1  ^>  =  P  +  1 

uberfuhren,  und  die  bei  diesen  Gleichungen  als  Koeffizienten  _auftretenden  Grofien  6^—3), 
®(>—  ®,  ^«i,a,  ,*),  reprasentieren  dann,  da  die  GroBen  (£,  K  nur  den  Gleichungen  (5.) 
zu  genugen  haben,  kemen  Bedmgungen  unterworfene  Konstanten.  Setzt  man,  unter  x 
eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  -  -  -,  p  verstehend,  in  den  Gleichungen  (7)  speziell  2)  «  £„ 
5D  «  ®x?  so  hefert  die  erste  derselben  die  Darstellung  der  unter  (6.)  definierten  all- 
gememsten  Funkkon  w  durch  die  p  —  1  linear  unabhangigen  Funktionen  wl9  -,  wx_!, 
«(?x+1,  ,  Wp,  wv+1,  -  ,««?!,,  und  entsprechend  die  zweite  die  Darstellung  der  unter  (6.) 
definierten  allgemeinsten  Funktion  w  durch  die  p  —  1  linear  unabhangigen  Funktionen 


Die  jp2  Konstanten  ^v,  ?,*-!,*,  ,*,  des  Funktionensy  stems  ^[^1,  -,  ^[^|  smd  mit 
den  y*  Konstanten  S?r,  ^"-i.«.  .p,  des  Funktionensystems  ^|^|,  •  •,  i^,|^|  durch  em- 
fache  Beziehungen  verkniipft.  Um  dieselben  zu  erhalten,  beziehe  man  die  am  Ende 
von  Art  1  aufgostellte,  auf  irgend  zwei  allgememe  zu  den  Charakteristiken  (jj),  (5) 
gehorige  Funktionen  W,  W  sich  beziehende,  Fundamentalformel  (Ps.),  unter  9,  a  irgend 

P-B,  1J  8 


58  Dritter  Abschnitt 


zwei  Zahlen  aus  der  Keihe  1,2,  -  ,  p  verstehend,  auf  die  Elementarfunktionen  te?Ja|, 
wff\2\,  ersetze  also  m  der  Formel  (F2.)  die  dann  vorkomrnenden  Konstanten  der 
Funktionen  W,  W  durch  die  entsprechenden  Konstanten  der  Funktionen  w^9w0.  Man 
erhalt  so  zunachst  die  Gleichung: 


=  o, 


und  weiter  dann,  indem  man  an  Stelle  der  Konstanten  (£,  £  ihre  durch  die  Gleichungen: 


bestimmten  Werte  treten  laBt,  den  alien  Gliedern  gememsamen  Faktor  ni  entfernt  und 
die  Suminationen  nach  v  unter  Beachtung  der  Gleichungen  (3.),  der  Bedeutung  der  Zeichen 


<y      ^?  ^1,2,    ,?,  und  insbesondere  der  Relation  ^( 
ausfuhrt,  die  Gleichung: 


Unterscheidet  man  jetzt  in  bezug  auf  die  Zahlen  a,  Q  die  3  Falle  tf  «  9,  a  <  (>, 
o->^  und  beachtet,  dafi  der  auf  der  linken  Seite  der  letzten  Gleichung  zwischen  den 
eckigen  Klammern  stehende  Ausdruck  fur  a  =  ^  den  Wert  0?  ffrr  o  <  ^  den  Wert 

C^dov]  CJSda*}*  fur  a>  ^>  den  Wert  -  f^Vw)  (5  ^v')  besitzt,  so  erhfllt  man  schheB- 

W=l  /   \v'=l  /  \v'=l  /    W=l  / 

lich  die  gewtnschten  Gleichungen: 


das  darin  vorkommende  Produkt  \^S  ,  }\2^avf\  '&&&  ]Q-ur  dann  ei&en  von  Null  ver- 

Wl      V    /    \r'=l  / 

schiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  1,  wenn  Q  und  a  beide  der  Zahlenreihe 
1,2,  •••jj)  angehoren.  Diese  Gleichungen  hefern  die  Werte  der  Konstanten  ®,  sobald 
man  die  Werte  der  Konstanten  ®  als  bekannt  voraussetzt,  wie  nmgekehrt. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Charaktenstik  (^\  zu  sich  selbst  reziprok  ist, 
also   die  Gleichung    5  ^  ^    besteht,    und   demgemaB  far  ^,  <y^  1,  2,  •  •  -,  jp    wa—w09 
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=  fttf?    1st,    reduzieren    sich    die  jp2    unter  (8)    aufgestellten    Gleichungen    auf    die 

—  Gleichungen: 

(»'=  ip      \  /  v'=  £      \ 
"^T    Jtk  \     I       "^T      ft  \   3t  ^  £>,  <7  =  1 ,  2,          ,  p, 

^    °£v'  I   I    ^    °ori/l~2"'  a<0? 

sodaB  also  die  Gleichungen  (8)  fur  jedes  Funktionensystem  w1?  •  -,  wp,  welches  zu  einer 
zu  sich  selbst  reziproken  Charakteristik  gehort,  pw—V  Beziehungen  zwischen  den  p* 
ihm  zukommenden  Konstanten  ®  liefern 

3. 

Nachdem  im  vorhergehenden  Artikel  die  zu  den  Charakteristiken  f^V  (jj\   ge- 

horigen  allenthalben  endlichen  Elemental  funktionen  definiert  und  untersucht  worden 
sind,  sollen  jetzt  weiter  gewisse  zu  den  genannten  Charakteristiken  gehorige  Funk- 
tionen W,  W,  welche  nur  fur  einen  der  Punkte  e^,  •  •  ,  ^  entweder  logarithmisch  un- 
endlich oder  algebraisch  unendlich  werden,  als  Elementarfunktionen  aufgestellt  und 
logarithmisch  unendlich  werdende  beziehungsweise  algebraisch  unendlich  wer- 
dende  Elementarfunktionen  genannt  werden. 

Um  zunachst  die  logarithmisch  unendlich  werdenden  Elementarfunktionen  zu  er- 
halten,  verstehe  man  unter  a  eine  Zahl  aus  der  Eeihe  1,  2,  ,  s  und  bezeichne,  unter 
Beachtung  der  in  Art.  3  des  ersten  Abschnittes  gemachten  Festsetzungen,  den  aten  der 
s  Punkte  oo,,  •  ,  oo2,  a1?  •  ,  ar,  a1?  •*,  et  mit  rj  und  dementsprechend  die  zu  ihm  fuhrende 

Linie  la  jetzt  mit  ln  Der  Fundamentalsatz  liefert  dann  zu  den  Charakteristiken  (^\y  (^) 
zwei,  je  erne  willkurliche  additive  Konstante  c  beziehungsweise  c  enthaltende,  Funktionen 
W,  W,  die  in  der  Flache  T"  nur  fur  den  Punkt  77  unstetig  werden  wie  In  ~,  wenn  man 

9=1  2  ==  1 

<^ff  —  •*•  9  ^a  —  •*•  > 

(Q,         5SSS     —  (g,         ==     - 

"  j) 


setzt,  alien  tlbngen  s  +  m^-i  -----  \~m9  —  \  Grofien  S  sowie  alien  tibrigen  s  +  mL+ 

G-roBen  fi  dagegen  den  Wert  Null  zulegt.     Die  so  gewonnenen  speziellen  Funktionen 

W9  W  bezeichne  man  nun,  die  Bestimmung  der  additiven  Konstanten  c,  c  sich  vor- 

behaltend,  mit  J?j  ,  pj;   die  bei  ihnen  an  Stelle  der  Gr6Ben  «,,  §8,,  $tv,  2ty,  »„,  ft,, 


v«i,2,    ,„,  stehenden  GrOfien  mit  a?\  ^>,  ^,     ?>,     »,    t«,  -M,    ,»,  die  an  Stelle  der 
Gr&Ben   JB,,  S9v;   *-»»+i,    ,*,    stehenden  Gr6Ben  mit  ^(;;),  $$\  ^=^1,    ,^,  beziehungsweise. 

8* 
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Fur  das  Gebiet  des  Punktes  77  lassen  sich  dann  diese  Funktionen  darstellen  durch  Glei- 
chungen  von  der  Form: 

(V)  j 

wobei  die  c(Q\  c(0)  von  *  unabhangige  GroBen  bezeichnen.     Zugleich  sind  die  Werte  von 


r,< 

P  n    in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten 

&  +,  i 

?- 

'  in  der  Wei 

knupffc,  dafi 

langs  ar{P 

n 

z 

vo 

3 

+  2(^        P 

o  v  '        o 

« 

+  =  J,. 

p 

) 

J 

H 

a?V 

langs  &,{P 

* 

"o 

8 

~  j^  5g(v)         p 

0                      0 

; 

*0 

£ 

~H 

1-1 

p?), 

. 

langs  cv{P 

z 

0 

Z 

£~3           o 

J 

0 

1 

J? 

< 

J 

237;^ 

(V) 

langs  a,  {P 

I 

+=  p 

0 

n 

Z 

f 

J 

+  =          P 

0 

1 

"• 

• 

langs  &,{P 

71 

, 

+=    p 

0 

Z 

0                      0 

1? 

2 

+=    p 

0 

2 

~+ 

o1'  ' 

. 

langs  cr{P 

: 

+=  p 

0 

I 

? 

1 

* 

+=    p 

0 

I 

3 

langs  Z,{P 

: 

+=  p 

0 

J 

-+2*»,       P 

2 

0 

J 

C 
-  ^ 

j«, 

langs 

emer  jeden  der  5  —  1  ubngen  Linien  I  dagegen  P  * 

+=p 

0 

8 

~'  fir-? 

Dabei  sind  die  GroBen 
durch  die  Gleichungen: 


den  GroBen 


verknupffc,  und  es  sollen  jetzt  schlieBlich  die  Werte  der  noch.  unbestimmten  additiven 
Konstanten  c,  c  so  gewahlt  werden,  daB 


ist 


0, 


voUstand^g  bestimmten 


Pr 


0 


sollen  d^e  #u  den  Charahte- 


\ ,  (^\  gehongen,  auf  den  PmU  y  sicfi  letiehenden,  lo(/av^t'hmisch  mendlich  werden- 
den  Mementarfun^onen  genannt  werden. 
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Die  bei  diesen  Elementarfunktionen  aufbretenden  Konstanten  ®,  ®  lassen  sich 
durch  die  Werte,  welche  die  2p  Elementarfunktionen  w,  w  fui  den  Punkt  77  besitzen, 
ausdrucken.  Um  diese  Ausdrucke  zu  erhalten,  beziehe  man  die  Fundamentalformel  (F2.) 
auf  die  Elementarfunktionen  Pn  w  \g\,  lasse  also  in  der  Formel  (F9 ),  nachdem  man 

0       #  "  I      '  \      3s    /  ' 

bei  ihr  den  Summationsbuchstaben  a,  um  Verwechslungen  mit  der  zu  Anfang  dieses 
Artikels  eingefuhrten  festen  Zahl  a  vorzubeugen,  durch  t  ersetzt  und  zur  Darstellung 
der  Funktion  wQ\0\  fur  das  Gebiet  des  Punktes  77  die  Gleichung  WQ\B\  =  caQ  +cffi^  +  ca2z*  +  -, 
bei  der  speziell  cff0  =  we|i?|  ist,  aufgestellt  hat,  an  Stelle  der  dann  vorkommenden  Kon- 
stanten der  Funktionen  W,  "FT  die  entspiechenden  Konstanten  der  Funktionen  P  ^L  w  |#| 

0       8 1  V I      I 

treten.     Man  erhalt  so  zunachst  die  Gleichung: 


*    **=i 

v=p 


i'=l 


-3 


und  weiter  dann,  indem  man  die  Summationen  nach  v  unter  Beachtung  der  in 
diesem  Artikel  unter  (40.)  an  erster  Stelle  sowie  der  im  vorhergehenden  Artikel 
unter  (3)  an  zweiter  Stelle  stehenden  Gleichung  und  msbesondere  der  Relation 

J§?((^i  +  ^o2+      +^(.r)==!  (p  — ?  +  l)^^y  ausfuhrt,  auch  cff0,  der  schon  oben  aufgestellten 

v  =  i  v'=  1 

Gloichung  co0  ==  wc|i?|  gemaB,  durch  ^[77)  ersetzt,  die  fur  ^  «  1?  2,   •  •,$  geltende  Beziehung: 


Beachtet  man  nun  noch,  dafi  die  Charakteristiken  f.J,  l^J  gleichberechtigt  smd,  und  dafi 
bei  der  Yertauschung  von  (^  nut  (=\  ^  in  ft^,  ^j^l  in  w^\ri\  libergeht,  so  erhalt  man, 

wenn  man  noch  den  Buchstaben  t>  in  neuer  Bezeichnung  durch  v  ersetzt,  schliefilich 
die  Gleichungen: 

(50)  $$  =—  —  2w7v|ij[,  $p  =  —  2^11/1,  v«i,s,    >? 

Es  sollen  jetzt  die  zu  den  Charakteristiken  (^\,  (^\  gehOrigen  algebraisch  un- 

endlich  werdenden  Elementarfunktionen  aufgestellt  werden.  Man  verstehe  zu  dem  Ende 
unter  a  wieder  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  •,  s,  unter  m  eine  Zahl  aus  der  Reihe 
1,  2,  •  •  ,  ma  und  bezeichne  den  aton  der  s  Punkte  <x>t,  ,  <x>a,  als  ,  a^  alf  •  •  ,  st  auch 


a, 
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hier  wieder  nut  77.    Der  Fundamentalsatz  liefert  dann  zu  den  Charakteristiken 

zwei,  je   eine  willkurliche   additive  Konstante  c  beziehungsweise  c  enthaltende,  Funk- 

tionen W,  W,  die  in  der  Flache  T"  nur  fur  den  Punkt  rj  unstetig  werden  wie  —  ,  wenn 


man 


*s0 


•*•> 

0, 

0, 


trm  —  -*-? 

=0, 
,    =0, 


1,3, 


setzfc,  alien  ubrigen  s  +  m±  +  •  +  w,  —  1  GroBen  S  sowie  alien  ubngen  5  +  m±  +  +  w*d  —  1 
GroBen  £  dagegen  den  Wert  Null  zulegt  Die  so  gewonnenen  speziellen  Funktionen 
W,  W  bezeichne  man  nun,  die  Bestimmung  der  additiven  Konstanten  c,  c  sich  vor- 

behaltend,  mit  P  J  ,  P  J  ;  die  bei  ihnen  an  Stelle  der  Grofien  2tv,  SSV7  ®v,  2TV,  »v,  ^v, 
"=t,2,  ,^  stehenden  GroBen  nut  |(;;),  S?>,  g?J,  a?>,  ljj$,  g?>,  "  =  1,2,  fP,  die  an  Stelle  der 
GroBen  $Sr,  33V,  "=^-M,  ,p,  stehenden  GroBen  mit  fi^,  fi^,  ^=^+1,  ,n,  beziehungsweise 
Fur  das  Gebiet  des  Punktes  T\  lassen  sich  dann  diese  Funktionen  darstellen  durch 
Gleichungen  von  der  Form: 


wobei  die  c(w)3  c(m}  von  ^  unabhangige  GroBen  bezeichnen.  Zugleich  smd  die  Wcrto  von 
,  P  1  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  <^+7  ^-  in  der  Weiso  ver- 
knupft,  daB 


langs  a 


langs  6,{P 


laoigs  crp 


p"+= 


langs  a,ph 


langs  fr,p+=      P 
langs 

langs  Z 


-    p 

m 


P? 


£\: 


m    \8 

n 


p; 

m    \8 


p\n 

m    \8 


"  =  1,2,       ,J), 


P 

Wi 


:T+^ 

*  I  Wl 


m    \8 


r-    pp 


'»«• 
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1st.    Dabei  sind  die  GroBen  $$\  %$>,  p>,  |«  ,=i,2,    ,„,  mit  den  GroBen  |W  j?>,  -1,2,   ,», 
durch  die  Gleichungen. 

(3  } 

verknupffc,  und  es  sollen  jetzt  schheBlich  die  Werte  der  noch  unbestimmten  additiven 
Konstanten  c,  c  so  gewahlt  werden,  daB 


=  0, 

r  =  l 

ist. 

Die  ^etei  wllstandiy  bestwmnten  Furiktionen  P\n\, 


Cliarakte- 

wstiken  ^j,  (j^)  geliongen,  auf  den  Pmikt  77  sicli  lezielienden,  von  der  Onlnung  m  algelraiscli 
unendhch  iverdenden  Elementarfuriktionen  genannt  werden. 

Die  bei  diesen  Elementarfunktionen  auftretenden  Konstanten  ®,  1  lassen  sich 
durch  die  Werte,  welche  die  nach  #n  genommenen  m^  Derivierten  der  2p  Elementar- 
funktionen  w,  w  fur  den  Punkt  r\  besitzen,  ausdrucken.  Um  diese  Ausdrucke  zu  er- 
halten,  beziehe  man  die  Fundamentalformel  (F2.)  auf  die  Elementarfunktionen  P  n  ,  wn\0\, 

^  ^  771       Z  s  I       I 

lasse  also  in  der  Formel  (F2.)?  nachdem  man  bei  ihr  den  Summationsbuchstaben  a,  um 
Verwechslungen  mit  der  oben  emgefuhrten  festen  Zahl  a  vorzubeugen,  durch  t  ersetzt 
und  zur  Darstellung  der  Funktion  w^\  fur  das  Gebiet  des  Punktes  77  die  Gleichung 


--    ,  bei  der  ctf0-w^|,   cff/l«-»      j        ^=1.2,3,    ,   ist,  auf- 

\    ^^    /o  

gestellt  hat,  an  Stelle  der  darm  vorkommenden  Konstanten  der  Funktionen  W,  W  die 
entsprechenden  Konstanten  der  Funktionen  Pn\9  w0\&\  treten     Man  erhalt  so  zunachst 

wz     j£  J          V I     I 

die  Gleichung: 


und  weiter  dann,  indem  man  die  Summationen  nach  v  unter  Beachtung  der  unter  (4m) 
an  erster  Stelle  stehenden  Gleichung  ausfuhrt,  auch  cam  durch  den  ihm  auf  Grund  der 
soeben  fur  c^  aufgestellten  Gleichung  entsprechenden  Wert  ersetzt,  die  fur  Q  <=  1,  2,  ,  p 
geltende  Beziehung: 


Beachtet  man  nun  noch,  dafi  die  Charakteristiken       ,   ^    gleichberechtigt  sind,  und 
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daB  bei  der  Vertauscnung  von  (£)  mit  (|)  $f  in  fw  w?|*|  in  w9\t\  ubergeht,  so  erhalt 
man,  wenn  man  noch  den  Buchstaben  9  in  neuer  Bezeichnung  durch  v  ersetzt,  die 
Gleichungen: 


und  schliefilich,  mdeni  man  unter  Beachtung  der  in  Art.  3  des  ersten  Abschmttes  ge- 
machten  Festsetzungen  in  bezug  auf  den  Punkt  q,  msoferne  dieser  entweder  einer  der 
Punkte  «i,  ,  e,  oder  emer  der  Punkte  alt  •  •,  ar  oder  endlich  einer  der  Punkte  ool5  •  •,  ooff 
sein  kann,  drei  Falle  unterscheidet,  die  Gleichungen: 


(W-1}' 


4:. 

Es  soil  jetzt  gezeigt  werden,  dafi  die  allgememste  zu  der  angenommenen 
Charakteristik  (^)  geh6rige  Funktion  W  von  der  im  Fundamental  satze  beschricbenen 
Art  sich  aus  den  in  den  beiden  vorhergehenden  Artikeln  definierten  Elementari'unktionen 
linear  zusammensetzen  Ia8t.  Zu  dem  Ende  bezeichue  man  die  s  Punkte  ooj,  ,  roa, 
«i,  •  •,  «r.  £i»  •>  «*  in  ^er  vorhegenden  Reihenfolge  mit  rjl}  ••  ,  ij,,  die  zu  ihnen  be- 
ziehungsweise  gehorigen  GroBen  elf  ,  »„  der  in  Art  3  des  ersten  AbHchmttos  ge- 
niachten  Festsetzung  entsprechend,  mit  0,h,  •  ,  #,,,,  bilde  alsdann  mit  l-fillb  von  y  +  s 

r  =  lf  o=»  , 

der  Bedingung  ^$v+  2m  ^  &a—  0  genugenden   Konstanten  ®17  •    7  Efr,  3tH^"^^' 

1/=1  ff~l 

SIF  •  •»  Sf,   der  %+•••  +  m,  bebebigen  Konstanten  S01,    •,&«,,  «=J.2-    .»,   sowie   der 
willkurlichen  Konstante  C  die  Funktion. 


und  untersuche,  wie  diese  Funktion  W(s)  sich  in  der  Flache  T"  vorhalt. 

Unter  Beachtung  des  Verhaltens  der  in  dem  Ausdrucke  far  W(e)  vorkommenden 
Elementarfanktionen  erkennt  man  nun,  daB  W(z)  eine  in  der  Flache  T"  oinwertige 
Funktion  der  komplexen  Vertoderhchen  0  ist?  die  fiir  joden  von  den  Puukten  7?17  •  •  -,  ?y, 
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verschiedenen  Punkt  &  der  Flache  T"  stetig  ist,  fur  den  Punkt  rjff 
in  derselben  Weise  unstetig  wird  wie  die  Funktion: 
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1,2,    ,i)    dagegen 


sodaB  also  die  Differenz  W(2)  —  fa(n,!a}  fur  den  Punkt  rja  stetig  bleibt,  und  deren  Werte 
in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  S)Jr,  $~  in  der  Weise  verknupft  smd,  da6 


(S  ) 


ist,  wobei  fur  v  =  I,2, 


langs  av{ 

langs  br 

langs  cy 

langs  av  {  W(s)+  =      W(e) 

langs  6,  { 

langs  cv{ 

langs 


(7=1,2,        ,*, 


ist,  und  der  Wert  der  Konstante  ®v  fur  v  =  1,  2,      ,jp  durch  die  Gleichung- 


o-  =  l 

geliefert  wird.  Die  Funktion  W(&]  stellt  daher  erne  zu  der  angenommenen  Charakte- 
ristik  ("f )  gehorige  Funktion  W  von  der  im  Fundamentalsatze  beschriebenen  Art  dar,  und 
zwar  die  allgememste  derartige  Funktion  W,  da  die  ihr  zukommenden  i>+m1+-  +m,+s 
in  den  Funktionen  fa  und  den  Oleichungen  (S)  aufbretenden  Konstanten  E1?  -,  £^? 

Sl^+i,  ,  Sl»,  S  unbestimmte,  nur  der  Bedmgung  5  C^  +  STI*^  Sff-0  unterworfene 
GroBen  sind,  und  sie  aufierdem  noch  die  willktirliche  additive  Konstante  C  enthfelt. 
Damit  ist  aber  bewiesen,  daB  jede  zu  der  angenommenen  Charakteristik  (B)  gehorige 
Funktion  W  von  der  im  Fundamentalsatze  beschriebenen  Art  sich  aus  den  defimerten 
Elementarfunktionen  linear  zusammensetzen  lafit,  oder,  was  dasselbe,  daB  man  aus  dem 
Ausdrucke: 

JP-B,  XI  9 


Dntter  Abschnitt 


die  saintlichen  zu  der  angenommenen  Cliaraktenstik  ()  gehorigen  Funktionen  W  er- 
halt,  und  zwar  jede  nur  einmal,  wenn  man  dann  an  Stelle  des  von  den  Konstanten 
fi,  ®,  81  und  der  Konstante  (7  gebildeten  Systems  von  jp  +  ^H-  +  »»,  +  *  +  !  Kon- 
stanten em  jedes  die  Gleichung  ^  (£r+ 2?u  J?  £ff=0  mcht  verletzende  System  von 

v=i  <T=I 

p  _l_  m^  -f .   .  +  ^  +  $  +  1  Werten  treten  laBt. 

In  derselben  Weise,  wie  es  m  Art.  4  des  vorhergehenden  Abschmttes  an  der 
entsprechenden  Stelle  geschehen  1st,  kann  man  jetzt  hier  unter  wortlicher  Wieder- 
holung  des  dort  Gresagten  den  Begnff  der  Elementarfunktion  von  den  ihm  noch  an- 
haftenden  Beschrankungen  befreien  und  damit  den  Begnff  der  allgememsten  zu  der 
angenommenen  Charakteristik  ^  gehongen  Funktion  W  m  der  Weise  erweitern,  daB 
man  in  dem  soeben  fur  W  gewonnenen  Ausdrucke  W(s}9  bei  dem  ijlf  •  •  -,  i\&  die 
5  =  g  +  r  +  t  Punkte  <x>±,  ,  oo3,  al7  ,  ar,  sl9  ,et  beziehungsweise  vertreten,  t,  m1?  ,  ms 
unbestimmte  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen  nnd  die  Konstanten  £,  (£,  St,  C  nur  der 

GMchung  ^  &*+  2ni^-  £ff=  0  zu  genugen  haben,  unter  sl9     ,  et  t  von  den  Punkten  <x>,  a 

rs=l  <r  =  l 

verschiedene  beliebige  Punkte  der  Flache  T'  versteht,  die  also  teilweise  oder  aucb.  alle 
an  der  Begrenzung  der  Flache  Tf  liegen  konnen,  wenn  nur  diese  Punkte  als  Punkte 
der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen.  Zugleich  kommen,  wenn  es  sich  um  die 
Funktion  W(#)  all  em  handelt,  nur  so  viele  Limen  ln  in  Betracht,  als  es  unter  den 
Groften  £1?  -  ,  S,  von  Null  verschiedene  gibt,  oder,  was  dasselbe,  nur  so  viele  Limen  Zly, 


als   in   dem  Ausdrucke  fur  W($)  Funktionen  P 


n\  wirklich  vorkonimen,   und   es   sind 


diese  Linien  L,   die  zu  den  einzelnen  Funktionen  P 


im  Rahmen  der  in  Art  4  des 


vorhergehenden  Abschmttes  genannten  Bedmgung  willkftrlich  gezogen  werden  konnen, 
wenn  sie  bei  der  Funktion  W(0)  zusammen  auffcreten,  nur  noch  der  Bedmgung  zu  unter- 
werfen,  daft  sie  getrennt  verlaufen.  Die  aus  der  Flache  T  durch  Emfuhrung  der  ftir 
die  Funktion  W(0)  in  Betracht  kommenden  Limen  I  entstandene  Flache,  in  der  die 
Funktion  W(0)  einwertig  ist,  soil  wieder  T"  genannt  werden,  und  es  kann  dann  der 
fur  die  fnihere  Flache  T"  mit  Rticksicht  auf  die  Darstellung  der  Funktion  W(&)  durch 
Potenzreihen  aufgestellte  Begriif  des  Gebietes  ernes  Punktes  sofort  auf  (liowo  neue 
Flache  T"  ribertragen  werden. 

Die  im  vorstehenden  angestellten  Betrachtungen  und  gemachten  Fcstsetzungen 

beziehen  sich  auf  die  zu  irgend  einer  gemischten  Charakteristik  (^\  —  (sl ' ,  t  jf  lt 
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gehorigen  Funktionen  W(s)  und  gelten  daher  auch  fur  die  zu  der  reziproken  Charakteristik 
G?/  GE£  sl  i  i)  gehorigen  Funktionen  W(0)  Werden  aber  zwei  auf  dasselbe  Punkt- 
system  iji9  ,77,  sich  beziehende  Funktionen  TF(a),  W(s)  zusammen  betrachtet,  so  muB 
fur  beide  eine  und  dieselbe  Flache  T"  zu  Grunde  gelegt  werden  und  zwar  eine  solche, 
welche  aus  T'  dadurch  hervorgeht,  daB  man  zu  jedem  Punkte  y,  fur  den  wemgstens 
eine  der  beiden  Funktionen  P  n  ,  P  n  in  W(z),  W(0)  wirklich  vorkommt,  eine 

0*0*  \  /  '  \  / 

Lmie  ln  zieht. 

SchlieBlich  kann  man  auch  noch  die  am  Schlusse  von  Art.  4  des  vorhergehenden 
Abschnittes  in  bezug  auf  die  Fundamentalformel  (F±)  angestellten  Betrachtungen  wort- 
lich  auf  die  Fundamentalformel  (F2.)  ubertragen,  also  zeigen,  daB  die  Fundamental- 
foimel  (Fa)  auch  dann  gilt,  wenn  unter  den  Punkten  ijl9  ,  ^,,  auf  welche  sich  die 
Funktionen  W(s)9  W(B)  beziehen,  Punkte  der  Begrenzung  von  T'  vorkommen;  nur 
mussen  diese  Punkte  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  hegen. 


5. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  fur  die  zu  den  gemischten  Charakteristiken 
^l  J) '(!)  =  (!  i;l  !)  getorigen  Elementarfanktionen  P,  P,  P,  P  die- 
selben  Untersuchungen  anzustellen,  wie  sie  in  Art.  5  des  vorhergehenden  Abschnittes 
fiir  die  zu  den  gewohnlichen  Charaktenstiken  (^\,  (^\  gehorigen  Elementarfunktionen 
P.  P,  P,  P  durchgefuhrt  worden  sind  Zu  dem  Ende  bezeichne  man  wieder,  unter  oi9  <>* 

0        0       w      w* 

irgend  zwei  voneinander  verschiedene  Zahlen  aus  der  Eeihe  1,  2,  •,  s  verstehend,  den 
erf*  der  s  Punkte  oo1?  ,  oo?,  or1?  •-,  ar,  %,  -  ,  et  mit  %,  den  afn  mit  r\^  beachte,  daB 
die  Gleichungen,  welche  die  auf  diese  Punkte  ijl9  %  sich  beziehenden  Elementarfunktionen 

P,  P,  P.  P  fiir  die  Gebiete  eben  dieser  Punkte  darstellen,  genau  dieselbe  Form  haben 
o 7  o  «*  /ri 

wie  die  zu  Anfang  des  genannten  Artikels  aufgestellten  Gleichungen,  und  lasse  dami 
an  Stelle  des  in  der  Fundamentalformel  (F2.)  vorkommenden  allgemeinen  Funktionen- 
paares  W,  W  die  den  sechs  ebendort  gewahlten  speziellen  Funktionenpaaren  hier  ent- 
sprechenden  Funktionenpaare  treten  Man  erhalt  dann  Eelationen  zwischen  den  GroBen  c,  c 
von  genau  derselben  Form,  wie  die  im  genannten  Artikel  erhaltenen  sie  besitzen,  und 
erkennt  so  zunachst,  daB  die  Gleichungen  (I.) — (VI)  in  Art  5  des  vorhergehenden  Ab- 
schnitts  auch  far  die  zu  den  gemischten  Charaktenstiken  ^ ,  (^  gehongen  Elementar- 
funktionen P,  P,  P,  P  gelten.  Beachtet  man  dann  noch,  daB  die  Gleichungen  (L) — (VI.) 

OQWW*  v-»          \    /         \         / 

die  einzige  Grundlage  fftr  alle  weiteren  in  dem  genannten  Artikel  angestellten  Unter- 

9* 
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suchungen  bilden,  so  erkennt  man  schlieBlich,  da6  die  samthchen  dort  erhaltenen 
Eesultate,  vor  allem  die  Gleichungen  (L)— (8.),  auch  fur  die  zu  den  gemischten  Charakte- 
nstiken$  =  $  £}  J),  (|)  =  (|  IjJ  J)  gehorigen  Elementarfanktionen  P,  P,  P,  P 
gelten 

6. 

Die  Untersuchungen  des  Art.  4  haben  gezeigt,  daB  der  Ausdruck. 


or=l 


bei  dem 
staben  S, 


,  mi?  %,      ,  nr9  jpx,      ,jptf  unbestimmte  positive  ganze  Zahlen,  die  Buch- 
1  ?  <7  unbestimmte,  nur  der  Bediugung: 


V-\ 


f-l 


unterworfene  Konstanten  bezeichnen,   der  sich  also  von  dem  in  Art.  4  fur  W(s)  auf- 
gestellten  Ausdrucke  nur  durch  die  Bezeichnung  unterscheidet,  die  allgemeinste  zu  der 

angenommenen  Charaktenstik  (%}  =  (sl     %*  \     t)  gehorige  Funktion  W  darstellt     Das 
Verhalten  dieser  Funktion  TF=  W(s)  fur    die  Punkte  e,  a,  <x>   ist  von   der  Art,   dafi 

fur  das 
des 


ist,  wahrend  fdr  das  Gebiet  eines  von  den  Punkten  e,  a,  <x>  verschiedenen  Punktes  ss***a 
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ist.  Dabei  bezeichnen  c(*\  c(a\  c(™\  c(fl)  von  z  unabhangige  GroBen.  Was  dagegen  das 
Verhalten  der  Funktion  W(s)  langs  der  Schmtte  a,  &,  c,  I  betrifft,  so  ist,  dem  in  Art.  4 
Ausgefuhrten  entsprechend,  hier 


langs  a%  {  W(zf  =  A 
langs  lv  {  Wffi  =  B 
langs  c,{W»+-  W (*)-+$,,, 

langs  ctt 
langs  ~bv 
langs  cv 

langs  ln 
wobei  fur  v  =  1,  2,    •  -,  |): 


1st,  und  der  Wert  der  Konstante  ^v  far  y  =  l,  2,  ••-,  j?  durch  die  Q-leichung. 


geliefert  wird. 

Aus  dem  Vorstehenden  erkennt  man  nun,  daB  das  Verhalten  der  n**n  Derivierten 


der  Funktion  TF«  TT(^)  far   die  Gebiete   der  Punkte  e^  ae,  oox;  a  und  langs   der 

& 

Begrenzung  von  T"  durch  Q-leichungen  charakterisiert  wird,  welche  genau  dieselbe 
Form  haben  wie  die  in  Art.  6  des  vorhergehenden  Abschmttes  an  der  entsprechenden 
Stelle  aufgestellten,  trotzdem  die  Grofien  A^l9  J?^+1;  •  •  •;  J,,  J?^  Mer  samtlich  den  Wert  1 


besitzen.  Daraus  folgt  aber  zunachst,  da6  die  in  der  Flache  T"  einwertige  Funktion  —  v 
eine  zur  Oharakteristik  f"f)  gehonge  Funktion  W  1st,  und  weiter  dann  —  da  die  in 

\jO/       °  ° 

dem  genannten  Artikel  an  der  entsprechenden  Stelle  gemachten  Schltisse  sich  mit  ge- 
nngen,  durch  die  hier  vorkommenden  uneigentlichen  Faktorenpaare  ^+1?  J?^,+1;  ,AP,BP 
bedingten,  Modifikationen  auf  den  vorhegenden  Fall  ubertragen  lassen  —  daB  die  dort 
erhaltene  Gleichung: 
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dnW(z) 


0>)         +2 

<?  =  ! 


Diittei  Abschmtt 


+ 


welche  die  Darstellung  der  ntQn  Derivierten  der  zu  einer  gewohnhchen  Charakteristik 
(^  )  gehongen  Funktion  TT(^)  durch  Blementarfunktionen  enthalt,  auch  im  vorliegenden 
Falle,  wo  W(js)  zu  der  gemischten  Charakteristik  (^J^f^1  3*  i  i)  gehort,  die  Dar- 


von  -  —  durch  Elementarfunktionen  liefeit     Beachtet  man  nun  noch,   da6 

n 


die  den  Elementarfunktionen 


l,  P  s  ,  P 

1'    o      ^        0 


,  P 


,  P  !  ,  P  a/  ,  P  °°*    beziehungsweise 

"*     8       m      &         M       & 


zukonimenden  GroBen  c™  sich  bier  genau  so  ausdrucken  lassen  wie  in  Art.  6  des  vor- 
hergehenden  Abschmttes,  so  erkennt  man  schlieBlich,  dafi  die  dort  abgeleiteten  Glei- 
chungen  (D^  )  —  (D7'.)  und  damit  zugleich  die  auf  Grand  dieser  Gleichungen  ebendort  ab- 
geleiteten Gleichungen  (B,.),  (Efl  ),  (E^.)  so  wie  die  im  Anschlusse  an  diese  letzteren 

Gleichungen  gemachten  Bemerkungen  auch  im  vorliegenden  Falle,  wo 


%*  ± 


'  gelten- 


Man  lasse  jetzt  in  dem  zu  Anfang  des  voihergehenden  Artikels  aufgestollten 
Ausdrucke  an  Stelle  einer  jeden  der  t  +  r  +  $  Konstanten  £0>  ^  P  Konstanten  £  und 
der  p  —  Konstanten  SI  die  Null  treten.  Der  dadurch  entstehende  Ausdruck: 


'9    4-  • 


bei  dem  m1}      ,mt,  ni}-    ,nr,  jo1}      ,pt  unbestimmte  positive  ganze  Zahlen  bezeichnon, 
und  die  Konstanten  S,  G  kemen  Bedingungen  unterworfen  sind,  stellt  dann  die  all- 

gemeinste  zur  Charakteristik  (     -  (        ^  \     J    geh6rige  Funktion  W  dar,  welche  in 


je  zwei  zu  einem  der  Schmtte  c 


t, 


a 


f+1, 


•,  ap  oder   der 


Schnitte  I 
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gehongen  entsprechenden  Punkten  <^+,  ff~~  denselben  Wert  besitzt.  Infolgedessen  1st 
die  Funktion  W(z)  schon  in  der  aus  T"  durch  Aufhebung  der  Schnitte  I  ent- 
stehenden  Flache  I'  einwertig,  und  es  darf  daher  fur  die  Untersuchung  dieser  Funktion 
die  Flache  T'  zu  Grande  gelegt  werden  Noch  moge  fur  das  Folgende  vorausgesetzt 
werden,  daB  fur  £  =  1,2,  9r  nQ>  pQ  1st,  dadurch  wircl  die  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung mcht  beschrankt,  da  man  von  dem  Falle,  wo  ng>^9  etwa  n^^fi^  +  g  ist, 
zu  dem  Falle,  wo  ng  ^  /^,  etwa  ng  =  ^  +  1  —  h  ist,  auch  dadurch  ubergehen  kann,  dafl 


man  den  Konstanten 


„ 


2_A  den  Wert  Null  erteilt. 


Die  defimerte  Funktion  W(&)  laBt  sich  nun  auch  durch  die  Derivierte  einer  zu 
der  Charakteristik  ^  gehongen  Funktion  W  und  p  ausgezeichnete  Funktionen  W(0) 
der  hier  betrachteten  Art  linear  darstellen  Um  diese  Darstellung  zu  erhalten,  setze 
man  zunachst  voraus,  daB  kemer  der  Punkte  el9  ,  st  der  Begrenzung  von  Tr  angehore, 
und  verstehe  unter  a  einen  im  Innern  von  TT  gelegenen,  von  den  Punkten  e,  a,  oo 
verschiedenen  Punkt,  bilde  alsdann  das  Produkt. 


der  Funktion  W(st)  und  der  zur  Charakteristik  (%}  gehongen,  ebenfalls  in  Tr  einwertigen 
Elementarfunktion  P  *  und  bestimme  den  Wert  J  des  in  positiver  Eichtung  uber  die 
von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  6,  c  gebildete  Begrenzung  91  der  Flache  Tr  zu 
erstreckenden  Integrals  C  <£>(#)  dz,  mdem  man  in  derselben  Weise  vorgeht,  wie  es  im 
ersten  Teile,  in  Art  1  des  siebenten  Abschnittes,  zu  ahnlichem  Zwecke  geschehen  ist, 
Man  erhalt  dann  fur  J"  zun&chst  die  Glleichung. 


und  schliefilich,  indem  man  beachtet,  daC  hier,  nachdem  man  noch  fur  v  = 
zur  Abkurzung 


v'  =1 


gesetzt  hat, 
langs  a,,{ 

langs  &„ 
langs  cv 


jW-iP 

i    *  i 


*-*. 


2(1 -#,)^, 
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P 

a 

1 

z 

p 

a 

1 

Z 

p 

1 


da 


langs  &„ 
langs  cv{ 

ist,   und  dafi  daher  die  Werte  von  #(*)  in  je   zwei  zu  emem  der  Schnitte  a,  b,  c  ge- 
horigen  entsprechenden  Punkten  <^+,  ff~  in  der  Weise  verknupffc  smd,  daB 

,M+  =  *r^--2 


langs  ar 
langs  &, 
langs  cv 

langs  av[ 
langs  5, 
langs  cv 
ist,  die  Gtleichung: 


a 

z 

a 

z 

+-? 
*-? 

; 

; 

-)•] 
•)• 

--  2 


+   ,    o  d^lol  <& 

~T  "        j~        »lv 


»«*>  +  !,       ,P, 


•/?l: 


Das  Integral  J"  ist  aber  auch  gleich  der  Summe  der  auf  die  Punkte  rj 


Grrund  der  Gleichung: 


beziehenden  Integrate 


(?/ 


und  kann  daher  auch  auf 


+ 
f 
® 


ausgewertet  werden.  Man  erhalt  dann,  wie  em  Bhck  auf  die  in  Art.  7  des  vorhergehenden 
Abschnittes  an  der  entsprechenden  Stelle  durchgefuhrten  Untersuchungen  zeigt,  for  /, 
genau  so  wie  in  dem  genannten  Artikel,  die  Q-leichung: 


J— 
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Setzt  man  nun  die  beiden  fur  J  erhaltenen  Ausdrucke  euiander  gleich,  laBt  bei 
der  entstehenden  Gleichung  in  neuer  Bezeicnnung  zunachst  an  Stelle  des  Buchstabens  g 
den  Buchstaben  ^,  hierauf  an  Stelle  des  Buchstabens  a  den  Buehstaben  g  treten  und  lost 
alsdann  die  Gleichung  nach  W(g)  auf,  so  erhalt  man  fdr  die  Funktion  W(g)  die  fur 
jeden  von  den  Punkten  e,  a,  <x>  verschiedenen  inneren  Punkt  s  der  Flache  T  geltende 
Darstellung: 


Die  hierbei  auftretenden  Konstanten  c$*\  c(?*\  •  *  -,  <%*>  sind  die  Koeffizienten,  welche  in 
der  Entwicklung  der  Funktion  W(t)  fdr  das  Qebiet  des  Punktes  cx>x  den  Potenzen 
0^9  2*^  '  9  &£  beziehungsweise  zukommen.  Nach  der  zu  Anfang  der  Untersuchung 
gemachten,  auf  den  tlbergang  von  dem  der  Ableitung  der  Formel  zu  Grunde  ge- 
legten  Falle  n^>  p9  (e«M,  ,r)  zu  dem  Falle  n^fy  sich  beziehenden  Bemerkung  smd 
bei  dem  zu  einem  bestimmten  Index  ^  gehOrigen  Gliede  der  auf  der  rechten  Seite  der 


,  II 


10 


74  Dntter  Abschnitt 

vorstehenden  Gleichung  in  der  zweiten  Zeile  stehenden  Summe,  wenn  nQ  =  fy  ist,  alle 
Terme  bis  auf  den  ersten,  wenn  dagegen  n^<^  ist,  alle  Terme  uberhaupt  zu  unter- 
drucken,  sodaB  also  fur  nQ<^  das  ganze  Glied  in  Wegfall  kommt 

Die  auf  der  rechten  Seite  der  fur  W(a)  gewonnenen  Gleichung  vorkommenden 
Integrale  sollen  jetzt  unter  der,  fur  die  Herleitung  dieser  Gleichung  gemachten,  Voraus- 
setzung,  daB  die  Punkte  al9--,et  sowie  der  zu  Anfang  nut  a  bezeichnete  Punkt  *  im 
Innern  der  Flache  T'  liegen,  naher  untersucht  werden  Zwei  fur  diese  Untersuchung 
notige  Hilfsformeln  mogen  zunachst  abgeleitet  werden. 

Man  beziehe  die  nach  Art  6  auch  im  vorliegenden  Falle  fur  jeden  Punkt  *  der 
Flache  T'  geltende  Formel  (Ea )  des  Art,  6  des  vorhergehenden  Abschnittes  auf  einen  Be- 
grenzungspunkt  t  =  £,  rnultipliziere  hnke  und  rechte  Seite  mit  d£  und  mtegriere  das  erne 
Mai,  unter  v  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,2,--  ,  p  verstehend,  in  positiver  Bichtung  fiber 
die  beiden  Seiten  der  Schnitte  ar,  J,,  das  andere  Mai,  unter  v  eine  Zahl  aus  der  Eeihe 
p  +  1,  ..,  jp  verstehend,  in  positiver  Eichtung  uber  die  positive  Seite  des  Schmttes  &„. 
Beachtet  man  nun,  daB  im  ersten  Falle  fur  w  =  l?  2,  3, 


(''=1,2,      .P) 


ist,  und  daB  sich  als  Wert  des  hier  rechts  stehenden  Integrals  fur  m  « 1  die  der  Funk- 
tion  P  !    langs  ev  zukommende  Konstante  K,, ~}  fur  m  =  2,  3,        die  der  Funktion 

langs  cv  zukommende  Konstante  (£^0  ergibt,  daB  also  der  Wert  des  links 


-1 


stehenden  Integrals  fur  m  =  1,  2,  3,  •  •  durch  -  #ml  -~  dargestollt  werden  kann,  wenn 
man  unter  Sml  eine  Grofie  versteht,  die  fur  m  =  l  den  Wert  1,  fur  w  =  2, 3,  ••  den 
Wert  0  besitzt,  so  erhalt  man  die  fur  jeden  von  den  Punkten  «,  oo  versclnedenen 
inneren  Punkt  s  der  Flache  T'  geltende  Hilfsformel: 


Beachtet  man  dann  weiter,  daB  im  zweiten  Falle  far  m  **  1,  2,  3, 

4-  +  >7m  P!  8I 

m^_    i     f'¥\Lr 
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ist,   urid   daB   der  Wert   des  hier  rechts   stehenden  Integrals   fur  w  =  l   der   Differenz 

langs  cv,  aa  beziehungsweise  zukommenden  Konstanten 


,  —  2(r  der  der  Funktion  P 


(E,  =0,   $[„  =  0,  far  w  «  2,  3,        der  Differenz  der  der  Funktion 


__  * 


langs 


beziehungsweise  zukommenden  Konstanten  Er  =  0,  Sty  =  0  gleich  ist,  daB  also  das  links 
stehende  Integral  fur  w-=l,  2,  3,  •  den  Wert  0  besitzt,  so  erhalt  man  die  fur  jeden 
von  den  Punkten  a,  oo  verschiedenen  mneren  Punkt  e  der  Flache  T  geltende  Hilfsformel. 


(H.) 


_^(    f    P 

—  1*         \J  m(i.-l 


Was  nun  die  an  erster  Stelle  zu  untersuchenden,  nur  von  den  Punkten  sl9     •,  et 
abhangigen,  Integrale      W(Qd£  c»=i,8,    ,w,      W(£)d£  (i"=i»+i,    ,p>  betriffl,  so  erhalt  man, 


wenn  man  die  darm  vorkommende  GrroBe  W(?)  auf  Grund  der  zu  Anfang  dieses  Artikels 
aufgestellten,  die  Funktion  W(s)  fur  jeden  Punkt  0  der  Flache  Tr  definierenden  Glei- 
chung  durch  den  ihr  entsprechenden  Ausdruck  ersetzt,  fur  das  erste  Integral  die 
Gleichung: 


"=lm=1 


fdr  das  zweite  Integral  die  Gleichung: 


(12  ) 


/+          .  Q  -  r  in  =  »p  ^ 

P  s* \  d£  4-  T     V  pW    I 

JT  ,.      CI/U  "t~    >^         ,x^    i/m         I  - 

w  b  I  ^™i      "^^  /   ' 


K  =  g  mzzpx 


+ 


und  schlieBlich,  wenn  man  bei  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  das  auf  ilirer  rechten 
Seito  an  erster  Stelle  stehende  Integral  auf  Grund  der  Hilfsformeln  (Hi),  (H2)  be- 
ziehungsweise durch  Elementarfunktionen  mit  dem  Argument  ^  darstellt,  die  Gleichungen. 


(2,.) 


10* 
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wobei  zur  Abkurzung  fur  v  =  1,  2,    •  ,  p 


'(«!>         !«*) 


(3,) 


_(      p 

—  l      w  m/^-; 


'fi 


fur  v  =  p  +  1,  •  •  -,  p  dagegen 


t=it  m  =  mT  ^  —  r  l  =  m/Uq  —  i 


(8,.) 


{ 


gesetzt  1st* 

Die  an  zweiter  Stelle  zu  untersuchenden,   nur  von  dem  Punkte  0  abhangigen, 


Integrale 


«...  ,»,/| 


,p)  lassen  sich  durch  Elementarfunktionen 


mit  dem  Argumente  0  darstellen.  Um  diese  Darstellungen  zu  erhalten,  lasse  man 
in  den  Hilfsformeln  (Hi),  (Ha.)  an  Stelle  des  Punktes  G  den  Punkt  $,  an  Stelle  des 
Buchstabens  v  den  Buchstaben  c;  treten,  setze  alsdann  m  —  1  und  veitausche  endlich 
durchweg  die  Zeichen  P?  P.  Man  gewinnt  auf  diese  Weise  die  Gleichungen: 


is/f 


wobei  zur  Abkurzung 


gesetzt  ist.  Die  durch  die  Gleichung  (2{ )  zu  a  - 1,  2,  •  •  •,  p,  durch  die  Gleichung  (2;.) 
zu  a  =  p  +  l,---,^  fur  jeden  Punkt  g  der  Flache  T"  defimerte  Funktion  WM(0)  ist  eine 
zur  Charakteristik  (^)  gehorige  Funktion  TT(j»)  von  der  in  diesem  Artikel  betrachteten 
Art,  die  nur  fur  die  Punkte  at,  •  -,  ar  unstetig  und  zwar  algebraisch  unendlich  wird, 
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und  deren  Werte  in  je  zwei  zu  einem  der  Schmtte  a,b,c  gehorigen  entsprechenden Punkten 
<^+,<^~  in  der  Weise  verkntipffc  sind,  daB 


(3'.) 


langs  av{ 
langs  bv{ 
lyings  < 
langs  < 
l£ngs  i 
langs  i 
ist,  wobei  zur  Abkurzung 

fur  a  =  1,  2, 


fur  a==p  + 1, 


4     /» f  e=»'*=/'f-i , 
.1-  f  1  y   y  .1©™ 

«-.  \    £  *®v 


,p 


gesetzt  isi  Die  m  der  letzten  Zeile  stehenden  Integrale  konnen  ausgewertet  warden, 
indem  man  bei  jedem  von  ihnen  die  zwischen  den  geschweiften  Klammern  stehende 
GroBe  auf  Grund  der  Pormel: 


__ 

—  —  y  y  —$*<>  P 

2  v 


durch  die  Gr6Be  —  2  wj^  ersetzt  und  alsdann  die  Integration  ausfdhrt;  man  erha.lt  so 
ftir  das  links  stehende  Integral  den  Wert  —  2(J^  Jvr/—  $ro ;))]•—,  fflr  das  rechts  stehende 
den  Wert  %dvani  und  erkennt  nun  schlieBlich,  daB  fur  a  =  1,2,  ,p,  v  =  l,2,  ,p: 


1st,  daB  also  $fi  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  1 
besitzt,  wenn  v  —  a  1st.  Die  soeben  aufgestellte,  bei  der  Auswertung  der  Integrale 
benutzte  Formel  geht  aus  der  nach  Art  6  auch  im  vorliegenden  Falle  geltenden 
Formel  (Dx.)  des  Art.  6  des  vorhergehenden  Abschmttes  hervor,  indem  man  bei  dieser 
an  Stelle  der  Zeichen  w,  ^,  P  die  Zeichen  w,  ^,  P  treten  laflt,  alsdann  n=*l,  r  =  v,  #*=£ 
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setzt  und  endlich  noch  an  Stelle  des  Summationsbuchstabens  I  einen  neuen  Summations- 
buchstaben  A'  vermittels  der  Grleichung  A  =  /^-A'  emfuhrt. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (2J,  (22)  und  (l^.),  (l'a )   kann  man  jetzt  der  vorher 
fur  W(&)  erhaltenen  Grleichung  die  Grestalt: 

(D)  w(*)~^^£ 

geben,  wobei  W*(0)  durch  die  Grleichung. 
*=< 

W^*M  = 'V 

\  /  ^—/ 

*  =  i 


rw  P 

c^ 


—  bei  der  JS#e»    jfi<)  fur  r  ==  1,  2,    •  ,  p  die  unter  (3X.),  fur  v  =  |)  +  1,  •    ,  jp  die  unter  (32.) 
definierte  G-roBe  bezeichnet  —  W(v}(z]  fur  ^=13  2;  •  ,  $  durch  die  erste,  fur  r- 
durch  die  zweite  der  Grleichungen: 


q  =  r  ^=^p-l       /     /» i  \         i 

y+KS  3  i(/£|?*)f| 


,») 


endlich  $!„  (»-i,s,    ,?)  durch  die  schon  fruher  aufgestellte  Gleichung: 


* 


0 


bestimmt  ist.  Trotzdem  die  Gleichung  (D.),  zur  Veremfachung  der  Untersuchung,  nur 
fur  deu  Fall  abgeleitet  worden  isl,  da6  die  Punkte  sl9  •  •  ,  st  sowie  der  Punkt  &  iin 
Innern  der  Flache  T'  liegen,  gilt  sie  auch  noch,  wenn  die  genannten  Punkto  teilweise 
oder  samthch  der  Begrenzung  von  T'  angehoren  Unter  der,  die  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  nur  scheinbar  beschrankenden,  Voraussetzung,  dafi  die  unbestimmten 
Konstanten  £(<!T)  c*-i,a,  ,o  durch  eine  Lagenanderung  der  Punfcte  e1?  62,  •»,  st  nicht  be- 
einflufit  werden,  todert  sich  ntoihch  der  Wert  des  Ausdruckes: 


v»i 
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bei  dem  TT(0)  die  zu  Anfang  dieses  Artikels  angeschnebene  hneare  Verbindung  von 
Elenientarfunktionen  vertritt,  als  Funktion  der  t  +  l  m  T'  frei  beweghchen  Punkte 
£1?  ,  et,  #  betrachtet,  stetig,  wenn  einer  dieser  Punkte  durch  stetige  Bewegung  in 
emen  Punkt  der  Begrenzung  von  T'  ubergeht,  und  es  kann  daher  der  in  Rede  stehende 
Ausdruek,  da  er  der  Gleichung  (D )  gemaB  immer  den  Wert  Null  besitzt,  wenn  die  ge- 
nannten  Punkte  im  Innern  der  Flache  Tr  liegen,  nicht  emen  yon  Null  verschiedenen 
Wert  haben,  wenn  diese  Punkte  teilweise  oder  samtlich  der  Begrenzung  von  TT  an- 
gehoren. 

Aus  der  so  fur  jede  Lage  der  Punkte  ely  ,  et,  z  als  richtig  bewiesenen  Gleichung  (D.) 
erkennt  man  nun  schlieBlich,  daB  die  allgemeinste  zur  Charaktenstik  (fy  gehorige 
Funktion  W(0),  welche  in  je  zwei  zu  einem  der  Schmtte  c1?  •  •,  c^  ap+l7  ,  af  oder 
der  t  +  r  +  q  Scbnitte  I  gehorigen  entsprechenden  Punkten  eP+,  $*'  denselben  Wert  be- 
sitzt, sich,  entsprechend  der  zu  Anfang  des  Artikels  aufgestellten  Behauptung,  durch 
die  Denvierte  einer  zu  derselben  Charaktenstik  gehorigen  Funktion  W,  eben  der 
Funktion  W*(&),  und  die  p  ausgezeichneten,  mit  der  Funktion  W(#)  gleichartigen 
Funktionen  TT(1)(^)3  •  ,  W(p}(0)  linear  darstellen  laBt.  Dabei  ist  noch  besonders  hervor- 
zuheben,  dafi  diese  p  ausgezeichneten  Funktionen  TF(1)(#)5  •,  W(f)(0)  durchaus  selb- 
standige,  von  der  darzustellenden  Funktion  W(z}  unabhangige  Gebilde  smd?  wahrend 
andererseits  die  Funktion  W*(ti)  in  engster  Beziehung  zu  der  Funktion  W(sf)  steht. 

LaBt  man  m  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  aufgestellten,  die  Funktion  W(#) 
defimerenden  Gleichung  und  dementsprechend  auch  in  der  Gleichung  (D )  die  GroBen  £ 
Scimthch  mit  der  Null  zusammenfallen  und  setzt  zudem  noch  (7=1,  so  wird  W(0)  =  l 
und  zugleich  reduziert  sich  die  Gleichung  (D)  auf  die  Gleichung: 


l=:r- 


Zum  Schlusse  dieses  Artikels  sollen  jetzt  noch  kurz  diejenigen  speziellen  zur 
Charaktenstik  (B}=(B'  5*  i  i)  gehorigen  Funktionen  W  betrachtet  werden,  deren 
Werte  in  je  zwei  entsprechenden  Punkten  cP+,  e?~  der  Begrenzung  von  T"  in  der  Weise 
verknupft  sind,  da6 
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ist.  Eine  jede  solche  Funktion  W  moge  eine  zur  Charakteristik  Q  gehorige  jF-Funktion 
genannt  und  mit  F($)  bezeichnet  werden,  Dieser  Definition  zufolge  ist  die  Gesamtheit 
der  zur  Charakteristik  (fy  gehongen  P-Funktionen  identisch  mit  der  Gesamtheit  der- 
jenigen  Funktionen  W(z)  von  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  definierten  Art,  bei  denen 
die  das  Yerhalten  an  den  Schmtten  %,  ^;  ;  a^9  &„;  6P+1,  •  ,  bp  bestimmenden  Kon- 
stanten  ®t,  •••,  ft,,,  ftt+1,  ,  ft,  samtlich  den  Wert  Null  besitzen 

Die  Derivierte  ^  emer  jeden  zur  Charakteristik  ^  gehorigen  Funktion  W  ist, 
wie  aus  dem  zu  Anfang  des  Art  6  Bemerkten  hervorgeht,  eine  zu  derselben  Charakte- 

(A\ 
B) 

gehorige  F-  Funktion  sich  mit  der  Derivierten  einer  zu  derselben  Charakteristik  ge- 
hongen Funktion  W  deckt,  erkennt  man,  wenn  man  beachtet,  dafi  die  vorher  gewonnene 
Gleichung  (D.)  sich  fur  eine  Funktion  W(*)  ==  F(z]  auf  die  Gleichung: 

reduziert.    Die  Gesamtheit  der  zur  Charakteristik  L)  gehorigen  jP-Funktionen  ist  also 


auch  identisch  mit  der  Gesamtheit  der  Derivierten  -j^  der  zu  derselben  Charaktenstik 
gehorigen  Funktionen  W 

Aus  dem  soeben  gewonnenen  Eesultate  folgt  nun  schhefilich  noch,  daB  das  mit 
emer  Funktion  F(0)  gebildete,  von  einem  Punkte  ^  bis  zu  einem  Punkte  ^  tiber  eine 

s 

ganz  im  Innern  der  Flache  T"  verlaufende  Kurve  erstreclde  Integral   (*F  (^)  dz  eine  zur 

z° 
Charakteristik  (J  gehorige  Funktion  W  ist?  und  daB  diese  Funktion  W,  nachdem  man 

F(g)  durch  Elementarfunktionen  ausgedruckt  und  zu  dem  so  erhaltenen  Ausdrucke  W(&) 
von  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  defmierten  Art  den  ihm  entsprechenden  Ausdruck 
TT*(#)  gebildet  hat,  durch  die  Gleichung- 


(D".)  F(g)d0  =  W*(g)  -  W*(^} 

*Q 

geliefert  wird. 

Auf  die  Theone  der  zur  Charakteristik  L)  gehorigen  ^'-Funktionen  soil  aus- 
fuhrlicher  erst  im  sechsten  Abschnitt  eingegtingen  werden. 
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8. 
Der  zu  Anfang  des  Ai*t.  6  aufgestellte  Ausdruclr 

w®- 
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bei  dem  m1?      ,  mt,  n19     •>  nr,  p19     •,  pq  unbestimmte  positive  ganze  Zahlen,  die  Buch- 
staben  S,  (£,  31,  G  unbestimmte,  nur  der  Bedmgung: 


unterworfene  Konstanten  bezeichnen,  stellt  die  allgemeinste  zu  der  angenommenen 
Charakteristik  (^]  =*  T^1  ^  J  J)  gehorige  Funktion  W  dar.  Auf  Grund  des  im  vor- 

hergehenden  Artikel  gewonnenen  Eesultats  ist  man  jetzt  imstande,  das  mit  dieser 
Funktion  W(0)  gebildete,  von  emem  Punkte  ^  bis  zu  einem  Punkte  &  uber  erne  ganz 

X 

im  Innern  der  Flache  T"  verlaufende  Kurve   erstreckte  Integral  J*W(z)d0  durch  das 

sa 

Produkt  zW(z]  und  Elementarfunktionen  linear  darzustellen  Man  braucht  dazu  nur 
auf  das  Integral  das  Verfahren  der  teilweisen  Integration  anzuwenden  und  in  der  so 
sich  ergebenden  Gleichung 


das  rechtsstehende,  auf  die  zur  Charakteristik    £    gehorige  F-  Funktion 


sich  be- 

ziehende  Integral  mit  Hilfe  der  Formel  (D"  )  des  vorhergehenden  Artikels  durch  Elementar- 
funktionen auszudrucken. 

In  derselben  Weise  schheBend,  wie  es  in  Art  8  des  vorhergehenden  Abschnittes 
an  der  entsprechenden  Stelle  geschehen  ist,  gelangt  man  hier  unter  wortlicher  Wieder- 
holung  des  dort  Gesagten  zu  der  die  erwahnte  Darstellung  liefernden  Gleichung' 

*W(e)  - 


P-R,  ir 


11 
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In  dieser  Gleichung  vertritt  "FT*  (a)  den  Ausdruck. 


M) 


1! 


bei  dem  zur  Abkurzung  fur  v  =  1,  2,    •  -, 


•w 


2  2^  +  2   2   s: 


fur 


+  1,  •    ,  $  dagegen 


.—x 

2  % 


/»n  =  w(,  +  ^p  A  X  =  S/A<=JUX  >, 

^  &™  / p  >  ^+-5  2  s:w  / 
i  »»=i      t/ "» i  &      x_lm=1     ,./ 


gesetzt  ist,  wahrend  die  Konstantea  fi',  c'  aua  den  Oleichungen: 


sich  ergeben,  wenn  man   dabei  die  GroBe  8^+1  und  jede  GrOfie  J3(^,   deren  Index  % 
nicht  der  Eeihe  0,  1,  2,    •  -,  n^  angeh6rt,  als  mit  der  Null  identisch  ansioht  und  unter 
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,  c(?*\      ,  c[™*>  die  Koeffizienten  versteht,  welche  in  der  Entwicklung  der  Funktion 
fur  das  Gebiet  des  Punktes  oox  den  Potenzen  ^,  #£,      ,  *<!*  beziehungsweise  zukommen. 


Damit  ist  die  Theorie  der  zu  der  gemischten  Charaktenstik  IS  = 
gehongen  Funktionen  soweit  entwickelt,   wie  es  im  vorhergehenden  Abschmtte  fur  die 
zu  einer  gewohnlichen  Charaktenstik  (^  gehorigen  Funktionen  geschehen  ist.     Die  in 

diesem  Abschnitte  angestellten  Untersuchungen  und  erhaltenen  Resultate  lassen  sich 
nun  unmittelbar  auf  den  Fall  ubertragen,  wo  statt  der  gemischten  Charakteristik 

(V  5*1  i)  die  gemischte  Charakteristik  (-^  Bp\  bei  der  Ah,  B^  ••;  A^9  B^ 
eigentliche,  A^+l=*l,  J?^+1=l;  ••;  A,p=l,  B,p=*l  uneigentliche  Faktorenpaare  sind,  yor- 
liegt.  Man  braucht  zu  dem  Ende  nur  an  alien  denjenigen  Stellen,  wo  aus  der  Zahlen- 
reihe  1,2,  •  -,  p  die  Zahlenreihe  1,2,  ,  p  oder  die  Zahlenreihe  p  +  1,  p  +  2,  ,  p 
herausgegriffen  wird,  die  Zahlenreihe  1,2,  ,  p  durch  die  Zahlenreihe  Ax,  A2,  ••  ,  A^,, 
die  Zahlenreihe  |)  +  1,  p  +  2,  ,  j?  durch  die  Zahlenreihe  ^+1,  A>+2,  •  ,  ^  zu  ersetzen 
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Untersuchung  der  zu  der  ausgezeidmeten  Charakteristik  gehorigen  Funktionen. 


1. 

Die  ausgezeichnete,  nach  fruherer  Definition  nur  aus  uneigentlichen  Faktoren- 
paaren  zusammengesetzte,  Charakteristik  (sl     BPJ  =-  L      J  ist  mit  der  zu  ihr  reziproken 

Charakteristik  (-1      J1)  ==  (*       )  identisch,  also  eine  zu  sich  selbst  reziproke  Charakte- 

\  JD  ^  JDp  '  \  1  1  / 

ristik  Auf  Grand  des  im  ersten  Teile  gewonnenen  Fundamentalsatzes  erhalt  man  die 
samtlichen  zur  Charakteristik  (*  *)  gehongen  Funktionen  W,  wenn  man  an  Stelle  des 
Systems  der  $  +  %  +  +ms  Konstanten  £  und  der  p  Konstanten  8^,  ••-,  8,  em  jedes 

(X^< 

die  Gleichung  ^2^  =  0*)  nicht  verletzende   System  von  s  +  mL  +  -     +m,+p  Werten 


treten  lafit  und  zu  jeder  so  erhaltenen  Funktion  noch  eine  willktrliche  Konstante  G 
addiert.  Die  Konstanten  K13  ,6^  fallen  hier,  da  fur  jedes  v  aus  der  Eeihe  1,  2,  •••,j0 
^tr,  J5V  em  uneigentliches  Faktorenpaar  ist,  samtlich  mit  der  Null  zusammen. 

Zunachst  sollen  nun,  um  auch  im  vorliegenden  Falle  em  System  von  Elementar- 

funktionen  zu  erhalten?  aus  den  zur  Charakteristik  (|     J)  geh6ngen  Funktionen  W 

gewisse  spezielle  Funktionen  herausgegnffen  und?  unter  Beil>ehaltung  der  im  ersten  Teile, 
in  Art.  1  des  siebenten  Abschmttes,  angewandten  Bezeichnungsweise,  mit  Hilfe  der  in 
Art  2  des  ersten  Abschnittes  aufgestellten  Fundamentalformel  (F)  untersucht  werden. 
Da  im  vorliegenden  Falle  ein  jedes  Faktorenpaar  Av,  Bv  em  uneigentliches,  also  p  —  0 
und  dementsprechend  ^-1,  A,  -2,  •  ,  Ap-jp  ist,  so  tritt  an  Stelle  dor  allgemeinen 
Fundamentalformel  (F.)  hier  die  Formel: 

*)  BIKMANN,  B  ,  Theone  dei  ALelschen  Funktionen     I,  Art  3t  (Gesammelte  Werke,  2  Anfl  ,  8  88—144; 
8  104,  105) 
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»,  -  S3,  St.) 


*  "=1 

a=s       _ 


i 

or=l 


Wegen  ^S,.-  0,  ^Sx,  =  0  hat  die  Summe^SXff+w(S/<r+w+S^+1+w+  •  +  S^J,  wenn  man 
die  dabei  auffcretenden  GroBen  Sx-+a,  Sx-+<r  durch  die  Gleichnngen  Sx  =£/?£x  =£x 
definiert,  fur  cw  «  1,  2,  3,  .  denselben  Wert  wie  die  Summe  ^SX/SX  +  SX  +• 


und  man  kann  daher  bei  der  vorstehenden  Formel  die  Komplexion  3^,3^,    •  ,  ^,  durch 
eine  ihrer  zyklischen  Permutationen  ersetzen. 


2. 

Der  Fundamentalsatz  liefert  nun  zur  Charaktenstik  (]  JV  wenn  man  zunachst 
die  Konst^nten  S  samtlich  mit  der  Null  zusammenfallen  la£t  und  dann  an  Stelle  des 
Systems  der  $  Konstanten  2t1?  -  -,  $Cp  irgend  welche  Systeme  von  j}  Werten  setzt,  Funk- 
tionen TT,  welche  fur  keinen  Punkt  der  Flache  T"  unstetig  werden.  Solche  Funktionen 
mogen  allenthalben  endliche  Funktionen  genannt  und  im  folgenden  durch  u\z\  oder 
durch  uz  oder  noch  einfacher  durch  u  bezeichnet  werden.  Grewisse  dieser  Funktionen  u 
sollen  jetzt  als  Elementarfunktionen  aufgestellt  und  allenthalben  endliche  Elementar- 
funktionen  genannt  werden. 

Man  bezeichne  zunachst,  unter  ^  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  -,jp,  unter 
dqv  O'=i,2,  ,P)  eine  GroBe,  die  fur  V  =  Q  den  Wert  1,  fur  V  +  Q  den  Wert  0  besitzt,  ver- 
stehend,  mit  u^\  eine  spezielle  allenthalben  endliche,  erne  willkdrliche,  spater  zu  be- 
stimmende,  additive  Konstante  c9  enthaltende  Funktion,  bei  der  die  Konstanten  21,,,  ^=1,2,  ,*, 
die  speziellen,  mit  21^^,  »=M,  ,j>,  zu  bezeichnenden,  durch  die  Gleichungen  ^v  =  $<>vni, 
"=1,2,  ,p,  bestimmten  Werte  besitzen,  und  bezeichne  bei  dieser  Funktion  die  an  Stelle 
der  GroBen  33V,  "»ii»»  »*,  stehenden  GroBen  mit  aQV,  v-i,a,  ,P,  sodaB  also  ftir  Q  =  1,  2,  •  •,  jp: 

langs  a,  {^|^|+  ==  ^\0\"  +  d^m, 

/j  v  langs  &v  {wJ0|+  -  u^\"  +  a^v9  r=i,a,    ,ft 

l&ugs  ^{^M+-w^|"i 
langs  ^{^|^|+  —  ^|j?|",  cr=i,2,  ,., 
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ist  Wahlt  man  nun  noch  den  Wert  der  in  u^  enthaltenen  willkurlichen  additiven 
Konstante  CQ  so,  daB  fur  ^  =  1,2,  ,p. 

(%}  5T^^|ooy|=0 

W  ^  -  el     H 

ist,   so   ist   damit   zugleich,   nach    dem  Fundamentalsatz,   die  Funktion  UQ  vollstandig 

bestimmt. 

Die  so  gewonnenen  vollstandig  bestwimten  allentlialben  endlicfien  Funktiomn  u^\8\^  •, up\#\ 
sollen  die   #ur   Cfiaraktenstik    Q      J)   geJiongen   allenthalben    endhchen   ElementarfunUionen 

genannt  werden.*) 

Die  $   Elementarfunktionen  uiy       ,  up   sind    linear   unabhangig      Zum   Beweise 
dieser  Behauptung  bilde  man  aus  ihnen  und  den  unbestimmten  Konstanten  C0,  cl9  •  •  ,  cp 

die  allenthalben  endliche  Funktion  u  «  c0  +  c^  H +  ^^  und  stelle  sich  die  Aufgabe, 

die  Konstanten  c  in  allgememster  Weise  so  zu  bestimmen,  dafi  fur  jeden  Punkt  0  der 
Flache  T"  die  Gleichung  u*=Q  besteht.  Soil  aber  die  Funktion  u  fur  jeden  Punkt  0 
der  Flache  T"  den  Wert  Null  besitzen,  so  konnen,  da  dann  die  ihr  zukommenden, 

durch  die  Gleichungen  Wv=  ^c^d^ni  =  cvni,  »=i,»,    ,p,  bestimmten  Konstanten  St1?   •  -,  21^ 

samtlich  mit  der  Null  zusammenfallen  mtissen?  die  GroBen  q,  •  ,  c^  mcht  von  Null 
verschieden  sem,  und  es  kann  weiter  auch  o0  nicht  von  Null  verschieden  sein,  da  fur 
ci  =  =  CQ  =  0  der  mit  u  bezeichnete  Ausdruck  sich  auf  c0  reduzieit.  Damit  ist  be- 
wiesen,  daB  erne  Gleichung  von  der  Form  0  —  c0  +  CM  +  +  cpup  nur  dann  fur  jeden 
Punkt  »  der  Flache  T"  bestehen  kann,  wenn  die  Konstanten  c0,  cl3  •  ,  cp  samtlich  den 
Wert  Null  besitzen,  oder,  was  dasselbe,  daB  die  Funktionen  ul9  -,MP  linear  unabhangig  sind. 
Die  allgememste  allenthalben  endliche  Funktion  u\a\  wird,  wenn  man  untor 
G>  Sli,  -,  8Cp  kemen  Bedingungen  unterworfene  Konstanten  versteht,  durch  die  Gleichung: 

dargestellt.  Die  Eichtigkeit  dieser  Behauptung  erkennt  man  auf  Grand  des  Funda- 
mentalsatzes,  wenn  man  beachtet?  daB  die  durch  diese  Gleichung  defimerte  allenthalbon 

endliche  Funktion  w,  wie  aus  der  Relation  —  JJSLc^rti  —  Sl,,  folgt,  so  beschalfen  ist, 


daB  langs  av{^|^|+^^|^|"*  +  8lv?  v=i,a,    ,P,  ist?  und  daB  diese  Funktion  zudem  die  will- 


kurliche  additive  Konstante  C  enthalt.**) 


*)  Ri»»£ANN,  B  ,  Theorie  der  Abelsohen  Funktionen     T,  Art.  4;  H,  Art,  18     (Gesammelte  Worke,  2  Aufl, 
S  88—144,  S   105,  S  129) 

**)  RIEMANN,  BM  Theone  der  Abelschen  Funktionen     I,  Art,  4     (Qosammolte  Worke,  2  Aufl,  S  88—144; 
S  106,  106) 
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Zwischen  den  p*  Konstanten  a^,  ^=1,2,    ,*,  des  Funktionensystems  u^\z\,  •  •,  «p|0| 
bestehen  die  p(p~^  Beziehungen 


Urn  dieselben  zu  erhalten,  beziehe  man  die  ain  Ende  von  Art.  1  aufgestellte,  auf 
irgend  zwei  allgemeine  zur  Charakteristik  (^  *)  gehorige  Funktionen  W,  W  sich 
beziehende,  Fundamentalformel  (F3.),  unter  ^,  a  irgend  zwei  Zahlen  aus  der  Eeihe 
1,2,  ••,#  verstehend,  auf  die  Elementarfunktionen  wj*|,  ua\z\,  ersetze  also  in  der 
Formel  (F8  )  die  darin  vorkommenden  Konstanten  der  Funktionen  W,  W  durch  die  ent- 
sprechenden  Konstanten  der  Funktionen  u  ,  ua.  Man  erhalt  so  zunachst  die  Gleichung: 


und  weiter  dann,  indem  man  die  Summation  nach  v  ausfuhrt,  die  fur  ^,  a  =  l,  2,-   -,jp 
geltende  Grleichung  aQa=>aa(i*} 

Die  durch  die  Grleichung  (3)  defmierte  allgememste  allenthalben  endliche  Funktion: 


ist  so  beschaffen,  da6  fur  ^  =  13  2,       ,j?: 

langs  av  [u^  =  u~  +  $tv,  langs  l)v  {u+  =  u~  +  33, 

ist,  wobei  S5V  durch  die  Gleichung. 


dargestellt  wird  Entsprechend  der  im  ersten  Teile  am  Schlusse  von  Art.  6  des  sechsten 
Abschmtts  gewonnenen  Gleichung  besteht  daher  hier,  wenn  man  den  reellen  Teil  der 
Funktion  u  mit  u(l\  den  lateralen  Teil  mit  u(*H  und  die  zu  3lv,  S5V  konjugierten  Grofien 
mit  2lv,  SBV  beziehungsweise  bezeichnet,  die  Gleichung' 


at*(i)\a  .  /a«(s)\2    /a^ci)\2    /8tt»)\ai 

r)  +  (TT)  +  (wt  +  (w)  ) 


Das  auf  der  hnken  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Integral  kann  nur  dann  den  Wert 
Null  annehrnen,  wenn  u  sich  auf  eine  Konstante  reduziert,  oder,  was  dasselbe,  wenn 
die  in  dem  Ausdruck  fur  u  vorkommenden  unbestimmten  Konstanten  $i19  S12?  •  -,  91^ 
samtlich  der  Null  gleichgesetzt  werden  Sind  die  Gr6fien  311?  212?  *  -  -,  31^  mcht  samtlich 

*)  EIMMANN,  B  ,  Theone  der  Abelschen  Fumkhonen,    II,  Art  20     (Gesammelte  Werke,  2  Aufl  ,  B,  88—144, 
8   130,  181) 
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der  Null  gleich,  so  sind  auch  die  ihnen  entsprechenden  GroBen  SB1?  §B2,  •  ,  95^  nicht 
samtlich  der  Null  gleich,  da  im  anderen  Falle  die  auf  der  rechten  Seite  der  letzten 
Gleichung  stehende  Summe  und  damit  auch  das  Integral  den  Wert  Null  haben  wurde, 
ohne  daB  die  GroBen  21  samtlich  verschwinden.  Das  System  der  p  Gleichungen 

0  =  ^21  a  v,  *=i,2,    ,*,  hat  daher  nur  die  erne  Losung  ^  =  0,  212  =  0,       ,  21^  =  0,  oder, 

was  dasselbe,  die  Determinante  -2'±a11aM  •  app  der  <p*  GroBen  a?r?  *r=i,s,  ,*,  besitzt 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert. 

Man  setze  jetzt,  unter  xi9x99    9xp  irgend  p  reelle  GroBen  verstehend,  2tv  —  x^9  •>  =  i, 2,    ,P ; 

dann  wird  21,  = — a?,*,  35V  =  ^2x<>av  ^V^-^^^QVI  wobei  a"?r  die  zu  a?r  =  a^  +  a^ 

konjugierte  GroBe  a^-a^>  bezeichnet,  und  es  geht  dementsprechend  die  letzte  auBer- 
halb  des  Textes  stehende  Gleichung,  wenn  man  noch  ihre  Imke  und  rechte  Seite  mit 
Y  multipliziert,  uber  in  die  Gleichung: 


Das  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Integral  ist  memals  negativ  und 
kann  nach  vorher  Bemerktem  nur  dann  den  Wert  Null  annehmen,  wenn  die  GroBen 
#1?  #2,  ,Vp  samtlich  der  Null  gleich  gesetzt  werden.  Infolgedessen  hat  der  auf  ihrer 
rechten  Seite  stehende  Ausdruck  nur  fur  fla-0,  a^-0,  •  -,  ^=0  den  Wert  Null,  fur 
jedes  von  0,  0,  ••,  0  verschiedene  Wertesystem  x19  #2,  ,  xp  dagegen  emen  negativen 
Wert  Daraus  ergibt  sich  nun  schlieBlich,  daB  die  mit  den  reellen  Teilen  a()V  dei 
j?2  GroBen  aqv}  ?^=i,2,  tPy  gebildete  Determinante  ^±^1^  -  a'pf9  deren  Elemente 
wegen  a^^a^,  9,^=1,2,  ,*,  durch  die  Beziehungen  ajv«a^,  ^"=1,2,  ,*,  verknupft  smd? 

^B|)     V~P          f 

einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt,   und  daB  die  Form  ^  ^£  aq»®Q&»  eme  ne" 

£  =  1  i/s=JL 

gative  quadratische  Form  ist.*) 

Infolge  des  Nichtverschwmdens  der  Determinante  ^±(inaf^  •••  app  laBt  sich  ein 
System  (a)  —  ^1^1  •  \ep  von  p  GroBen  immer  und  nur  auf  erne  Weise  mit  Hilfe  von 
2p  reellen  GroBen  x,  A  in  die  durch  die  Gleichungen: 


bestimmte  Gestalt  bringen.  Zum  Beweise  dieser  Behauptung  hat  man  nur  zu  beachten, 
daB  fur  reelle  x,  A   das  aufgestellte  System  von  p  Gleichungen,  wenn  man  noch  den 

*)  EIBMANN,  B  ,  Theone  der  Abelschen  Funktionen.    II,  Art  21.    (Oesanonelte  Werke,  2.  Aufl  ,   S  88— 
S  131,  132) 
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reellen  Teil  von  eQ  (^=1,2,    tP>  durch  e^   den  lateralen   durch   efi  bezeichnet,   mit   dem 
Systeme  der  2p  Gleichungen: 

4  -  2  *X,  ,  4  =  J?  *X,  •  •  ,          * 


v=l 


equivalent  ist,  und  daB  diese  letzteren  G-leichungen  fur  jede  der  2p  Unbekannten 
*i9  *2>  >  KV  A!,  A2,  ,  Ap  emen  bestimmten,  reellen  Wert  liefern.*) 

Zwei  GroBensysteme  (e}-e^\e^\  \ep9  (e)^e,\e^  \ep,  die  m  solcher  Beziehuag 
zuemander  stehen,  daB  die  dem  ersten  zukommenden  GroBen  «;,  A  sich  von  den  dem 
zweiten  zukommenden  entsprechenden  GroBen  £,  A  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden, 

v  —p 

oder,  was  dasselbe,  derenElemente  durch  p  Gleichungen  von  der  Porm^  =  e«  +^gva  v  +  Ji  ni, 

»>=i 

?=i,2,  ,p,  bei  denen  die  Buchstaben  g,  h  ganze  Zahlen  bezeichnen,  verknupft  sind,  sollen 
nach  RIEMANN  kongruente  Systeme  genannt  werden.  Sind  zwei  Systeme  (e)9  (e) 
kongruent,  so  soil  diese  Beziehung  durch  e1|68|---|6jpse1|^|...|ell  oder  ktirzer  durch  (e)  =  (S) 
angedeutet  werden 

3. 

Nachdem  im  vorhergehenden  Artikel  die  zur  Charaktenstik  (J  *)  gehorigen 
allenthalben  endlichen  Funktionen  W  definiert  und  untersucht  worden  sind,  sollen  jetzt 
zunachst  solche  zur  Charakteristik  (J  J)  gehorige  Funktionen  W  betrachtet  werden, 
welche  zwar  unendlich,  aber  nur  logarithmisch  unendlich  werden.  Auf  Grund  des 
Fundamentalsatzes  erhalt  man  die  samtlichen  zur  Charakteristik  (J  J)  gehorigen, 
nur  logarithmisch  unendlich  werdenden  Funktionen  W,  und  zwar  jede  nur  emmal,  wenn 
man  die  w1  +  -  +m,  Konstanten  Sffl,  ,  Sama,  a=i,»,  ,.,  samtlich  mit  der  Null  zu- 
sammenfallen  lafit,  weiter  dann  an  Stelle  des  Systems  der  s  Konstanten  S13  -,  S,  ein 

a=s 

jedes  von  0,      ,0  verschiedene,  die  Gleichung  ^Qa=Q  nicht  verletzende  System  von 

(7  =  1 

s  Werten  und  unabhangig  davon  an  Stelle  des  Systems  der  $  Konstanten  211?  •  •  •,  8tp  ein 
jedes  System  von  p  Werten  treten  laBt,  endlich  noch  zu  jeder  so  erhaltenen  Funktion 

eine  willkilrliche  Konstante  C  addiert  Unter  den  zur  Charakteristik  (J  J)  gehorigen 
Funktionen  W  gibt  es  also  keine,  welche  nur  ftir  emen  der  Punkte  ^,  -  ,  &9  logarith- 

*)  RIBM^NN,  B  ,  Theone  der  Abelschen  Funktionen  I,  Art  16  (Gesammelte  Weike,  2  Aufl  ,  S  88—144, 
S  125,  126) 
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misch  unendhch  wird;  wohl  aber  gibt  es  solche,  die  fur  zwei  dieser  Punkte  loganthmisch 
unendlich  werden.*)  Die  emfachste  derartige  Funktion  soil  jetzt  aufgestellt  und  naher 
untersucht  werden. 

Man  verstehe  unter  a,  a  irgend  zwei  Zahlen  aus  der  Eeihe  1,  2,  •  •,  s  und  be- 
zeichne,  unter  Beachtung  der  in  Art  3  des  ersten  Abschmttes  gemachten  Festsetzungen, 
den  aten  der  5  Punkte  <x>l9  •  •  •,  oofi?  al9  •  -,  ar,  el9  •  ,  et  mit  rj,  den  c/ten  mit  if  und  dem- 
entsprechend  die  zu  den  Punkten  q,  rj  fuhrenden  Linien  ^,  la,  jetzt  mit  ln,  ln,  beziehungs- 

weise.  Der  Fundamentalsatz  liefert  dann  zur  Oharakteristik  (J  l\  eine?  die  willkur- 
liche  additive  Konstante  c  enthaltende,  Funktion  W9  die  in  der  Flache  T"  nur  fur  die 
Punkte  ??,  rj  unstetig  wird,  und  zwar  fur  den  Punkt  77  wie  In  — ,  far  den  Punkt  rj  wie 
—  In  j;,  wenn  man  Sff=  1,  Sff'=  —  1  setzt,  alien  ubngen  s  +  m1  +  »  +  mA—  2  Grofien  fi 

dagegen  sowie  den  p  Grofien  8t,  •  •,  ^  den  Wert  Null  zulegt.  Die  so  gewonnene 
spezielle  Funktion  W  bezeichne  man  nun,  die  Bestimmung  der  additiven  Konstante  c 


sich  vorbehaltend,  mit  II 


die  bei  ihr  an  Stelle  der  Grofie  SB«  stehende  QroBe  nut 


Fur  das  Gebiet  des  Punktes  q  laBt  sich  dann  diese  Funktion  durch  eine  Gleichung 


von  der  Form: 


n\ 


-     Inf  +  0,0+0,1*,+ 


fur  das  Gebiet  des  Punktes  if  dagegen  durch  erne  Gleichung  von  der  Form: 
(I'O  H 


darstellen,  wobei  die  c  von  0  unabhangige  GroBen  bezeichnen     Zugleich  sind  die  Werte 


der  Funktion  II 


in  je   zwei   entsprechenden  Begrenzungspunkten   c?+,  $~  in   der 


Weise  verknupffc,  daB 


(2.) 


langs 
langs 
lings 
langs 


n 

n 

-n 

n 


•nn 


IM 

% 


1,  2,         ,}), 


langs  emer  jeden  der  s  —  2  ilbngen  Linien  I  dagegen  1I\ 


ist    Yon  den  in  den 


*)  RIBMAKN,  B,,  Theone  der  Abelschon  Punktiouen    I,  Art  4    (Gesamtnelte  Werke,  2,  Aufl ,  S,  88—144,  S,  100.) 
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Gleichungen  (1.),  (!'),  (2)   vorkommenden  Konstanten  sind  die  Konstanten  eff0,  <V0 
einzigen,   welche   von    der   in   IT r 


enthaltenen   willkurlichen  additiven  Konstante  c 


abhangen,  und  zwar  geht  beim  Ubergang  von  c  in  c  +  Jc  die  GroBe  ca0  in  ca0  +  Jc,  die 
GroBe  <v0  in  ca^  +  Jc  tiber.  Infolgedessen  kann  man  den  Wert  der  in  77  ^  enthaltenen, 
bis  jetzt  noch  willkurlichen  additiven  Konstante  c  immer  und  nur  auf  eine  Weise  so 
wahlen,  daB 

(3)  c,0=0 

ist,   und  es  ist  dann  zugleich  die  Funktion  IT  ^    vollstandig  bestimmt,  einerlei  welche 

zwei  Punkte  aus  der  Keihe  oo1?  ,  oo2,  aly  •  ,  ar,  el9  ,  et  man  auch  unter  rj,  rf 
verstehen  mag. 

Die  p  bei  der  Funktion  II  y  *     auffcretenden  Konstanten  S?'7^,  »-i.«i    ,p,   lassen 

sich  durch  die  Werte,  welche  die  p  Elementarfunktionen  u  fur  die  Punkte  77,  rf  be- 
sitzen,  ausdrucken.  Urn  diese  Ausdrucke  zu  erhalten,  beziehe  man  die  Fundamental- 

formel  (F3.)  auf  die  Funktionen  II  n*  ,  wJ0|,   lasse  also  m  der  Formel  (F3),   nachdem 

man  bei  ihr  den  Summationsbuchstaben  o,  urn  Verwecfelungen  mit  den  zu  Anfang 
dieses  Artikels  emgefuhrten  festen  Zahlen  cr,  a  vorzubeugen,  durch  r  ersetzt  und  zur 
Darstellung  der  Funktion  uq\8\  fur  die  Grebiete  der  Punkte  iy,  rf  die  Grleichungen 

^1^1-^0  +  5^^  +  0^+  ,  ^1  =  5^0  +  5^^  +  5^4  +  '  >  bei  denen  sPezie11  S^o-^H, 
ca,0  =  ^|7/|  ist,  aufgestellt  hat,  an  Stelle  der  dann  vorkommenden  Konstanten  der 

Funktionen  W,  W  die  entsprechenden  Konstanten  der  Funktionen  /?  ^  L  u>q\*\  treten. 
Man  erhalt  so  zun&chst  die  G-leichung: 


und  weiter  dann,  indem  man  die  Summation  nach  v  ausfuhrt  und  cff0,  cff,0,  den  schon 
oben  aufgestellten  Gleichungen  5tf0  =  ^|ij|,  ca,0«wc|V|  gemaB,  durch  uQ\r^\,  u^\rf\  be- 
ziehungsweise  ersetzt,  die  fur  ?  —  1,2,  •••,#  geltende  Beziehung: 


gf\  ===  0. 

Ersetzt  man  nun  noch  den  Buchstaben  $  in  neuer  Bezeichnung  durch  v,  so  erhalt  man 
schliefihch  die  Gleichungen. 

(4)  a3i^;0--2(^|7?|»-%|7?'|),  -M,    * 

Man  verstehe  jetzt  unter  o±,  o$,  a8  irgend  drei  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,      ,  $ 

und  bezeichne  den  a*0*  der  9  Punkte  oox,  •   -,  oos,  al9  •  •,  ar,  e1?  •  •  ,  c,  mit  ijt,  den  0?" 

12* 
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mit  %,  den  of*  mit  773.  Die  zu  diesen  drei  Punkten  77  fuhrenden  Linien  lffi,  la^  laz  mogen 
bei  einem  negativen  Umlauf  urn  den  gemeinsamen  Mundungspunkt  <^0  der  Schnitte  c,  I 
in  der  durch  die  Permutation  r2,  t^  der  Zahlen  (J2,  as  charaktensierten  Eeihenfolge 
lffi,  l^  It9  uberschritten  werden.  Bildet  man  dann  die  zu  den  Punktepaaren  77^  773,  ijl9  773 
gehongen  Funktionen  77hH,  77  ^  und  bezieht  die  in  Art.  1  aufgestellte  Funda- 
mentalformel  (F3)  auf  diese  beiden  Funktionen,  lafit  also  in/der  Formel  (F3)  an  Stelle 
der  darm  vorkommenden  Konstanten  der  Funktionen  W9  W  die  entsprechenden  Kon- 
stanten  der  Funktionen  77  ^H,  77 17^3  treten,  so  erhalt  man  unter  Beachtung  des  am 

2     \  I 

Schlusse  von  Art.  1  Bemerkten  zunachst  die  Gleichung: 


=  0, 


wobei 


ist,  und  schliefilich  nach  einfachen  Uberlegungen  die  Grleichung, 


(5) 


77 


bei  der  auf  der  rechten  Seite  das  negative  oder  positive  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je 
nachdem  die  Schnitte  lffi,  la^  I0s  bei  einem  negativen  Umlauf  um  den  gemeinsamen 
Mundungspunkt  e?0  der  Schnitte  c,  I  m  der  Keihenfolge  lffi,  lffjt,  lffa  oder  in  der  Eeihen- 
folge 1G^  la^  l^  uberschritten  werden. 

Bei  der  Definition  der  Funktion  77|^    wurde  unter  77  der  ato,   unter  77'  der  cr'to 

der  Punkte  oo1?  •  -  -,  <x>2,  «1?  •  ,  «r,  e^9  •  •  ,  st  verstanden  Beachtet  man  nun,  dafi  in  clem 
Fundamentalsatze  t  eine  unbestimmte  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  dafi  die  Punkte 
«!,  •  •,  et  t  beliebig  im  Innern  von  Tf  angenommene,  von  den  Punkten  oo1?  -,  ootf?  #17  -,  ar 
verschiedene  Punkte  sind,  so  erkennt  man,  da6  man  bei  Zugrundelegung  der  ursprilng- 
lichen  Flache  Tr  zu  je  zwei  im  Innern  von  Tf  gelegenen  Punkten  77, 77'  einc  Funktion 

77  r3^    in  der  frther  angegebenen  Weise  definieren  kann,  sobald  man  nur  in  die  Fl&che  T' 

zwei  durch  kemen  der  Punkte  ex,  a  hmdurchgehende  Schnitte  ln,  ln,  eingeftihrt  hat, 
welche  den  der  positiven  Seite  von  cp  und  der  negativen  Seite  von  cx  gememsair]  an- 
gehorigen  Punkt  mit  den  Punkten  17, 77'  verbmden. 
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Weiter  kann  man  dann  durch  Betrachtungen,  die  den  in  Art.  4  des  zweiten  Ab- 
schnittes  fur  die  Funktion  Pr  angestellten  ganz  ahnlich  sind,  zeigen,  daB  eine  Funktion 
II  ™  mit  den  oben  angegebenen  charaktenstischen  Eigenschaffcen  auch  in  dem  Falle  exi- 
stiert,  wo  einer  der  Punkte  rj9  rf  der  Begrenzung  von  T'  angehort,  und  auch  noch  m  dem 
Falle,  wo  die  Punkte  rj9  rf  beide  der  Begrenzung  von  T'  angehoren,  wenn  nur  diese 
beiden  Punkte  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen. 

SchlieBlich  laBt  sich  durch  die  am  Ende  von  Art.  4  des  zweiten  Abschmttes  an- 
gewandte  SchluBweise  auch  noch  zeigen,  daB  die  soeben  abgeleitete  Formel  (5)  ohne 
weiteres  auf  den  Fall  ubertragen  werden  fcann,  wo  die  Punkte  ijl9  7ja,  rjB  teilweise  oder 
samthch  der  Begrenzung  von  T'  angehoren,  wenn  nur  diese  Punkte  als  Punkte  der 
Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen.  Die  von  der  Formel  (5)  sich  nur  durch  die  Be- 
zeichnung  unterscheidende  Formel: 

(5.)  1 

—  bei  der  auf  der  rechten  Seite  das  negative  oder  positive  Zeichen  zu  nehmen  1st, 
je  nachdem  die  Schmtte  In9  l^9  1M  bei  einem  negativen  Umlauf  um  den  gemeinsamen 
Mundungspunkt  <^0  der  Schnitte  c,  I  in  der  Reihenfolge  In9  l*9  1M  oder  in  der  Reihen- 
folge  l^  l,9  Zt  uberschritten  werden  —  gilt  dementsprechend  fur  irgend  drei  Punkte  77,  £,  * 
der  Flache  T',  wenn  nur  diese  Punkte  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen. 

Aus  der  Formel  (5.)  erkennt  man  nun,  daB  die  Funktion  II  ^   nicht  nur  bei  festgehaltenem 

Punktepaare  77,  £  eine  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  09  sondern  auch  bei  fest- 
gehaltenem Punktepaare  r/,  0  eine  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  £  ist,  und 

daB  die  Eigenschaffcen  von  II  y*  als  Funktion  von  £  ohne  Muhe  aus  den  bekannten 
Eigenschaffcen  von  77 r/  als  Funktion  von  £  abgeleitet  werden  konnen. 


4. 

Von  der  im  vorhergehenden  Artikel  definierten  Funktion  II  ausgehend  kann 
man  jetzt  in  folgender  Weise  eine  Funktion  bilden,  die  nur  fur  einen  Punkt  der 
Flache  T  loganthmisch  unendlich  wird 

Man  verstehe  (s.  Fig.  1)  unter  ??  irgend  einen  im  Innern  der  Flache  T'  gelegenen, 
unter  £  einen  der  positiven  Seite  1+  des  Schnittes  Z^  (e-i,«,  .*)  angehorigen  Punkt, 
bezeichne  mit  V^  denjenigen  Teil  des  Schnittes  l^  dessen  positive  Seite  sich,  von  t^  bis  £ 
orstreckt,  mit  1%  den  noch  ilbngen  Teil  des  Schnittes  &p,  dessen  positive  Seite  sich  also 
von  £  bis  v9  erstreckt,  ziehe  nach  den  Punkten  rjy  £  von  dem  der  positiven  Seite  von  cp 
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und  der  negativen  Seite  von  ct  gemeinsam  an- 
gehongen  Punkte  aus  zwei  Sclmitte  ln,  1%  in  der 
Weise,  da6  die  Schmtte  c,  I  bei  einem  negativen 
Umlauf  urn  ihren  gememsamen  Mundungspunkt  <^0 
in  der  Reihenfolge  c19  c2,  •  •,  cp,  ln,  1$  tiberschritten 
werden,  und  denke  sich  alsdann  nach  Anleitung 
des  vorhergehenden  Artikels  die  zu  dem  Punkte- 

paare  TJ,  £  gehorige  Funktion  II r s    gebildet.    Da 

der  Punkt  £  der  Begrenzung  von  T'  angehort, 
wird  durch  den  Schnitt  1$  die  den  Schnitt  ln  ent- 
haltende,  einfach  zusammenhangende  Flache  T' 
in  zwei  einfach  zusammenhangende  Flachenstucke 
zerlegt,  von  denen  das  eine,  mit  Tl  zu  bezeich- 
nende,  durch  die  positive  Seite  von  \,  die  beiden 
e_i,  c?_1?  die  negative  Seite  von  CQ  und  die  positive 
von  &^,  das  andere,  mit  T(  zu  bezeichnende,  dagegen  durch  die  negative  Seite  von  l^  die 
positive  von  Z£,  die  negativen  Seiten  von  a,^  lq,  die  positiven  von  a9,  c^  und  die  beiden 


Fig   1 


Seiten  der  Schmtte  a*.  &1 


Seiten  der  Schnitte  a 


Q+1, 


f, 


begrenzt  ist 


Ivk 
man 

(i-) 


enthaltenden  Flache  T'  defmiere  man  jetzt  erne  neue  Funktion  71 


Zu  der  die  Schnitte 
dadurch,  dtiB 


fur  jeden  Punkt  0  von  T/  {71 
fur  jeden  Punkt  0  von  T,' 


=  71 


77 


+ 


\rt\ 


setzt.    Da  diese  Funktion  77        von  #  in  irgend  zwei  zum  Schnitte  1$  gehongen  ent- 

v  I    I 

sprechenden  Punkten  c?+?  &~  denselben  Wert  besitzt,  so  ist  sie  auch  noch  in  der  nur 
den  Schnitt  ln  enthaltenden  Flache  Tf  einwertig,  und  es  soil  daher  bei  der  Betrachtung 
dieser  Funktion  der  Schnitt  Zc  als  uberflussig  weggelassen  werden  Bezogen  auf  die 
von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  6,  c  und  des  Schnittes  ln  begrenzte,  mit  T" 

zu  bezeichnende,  Flsiche  besitzt  nun  die  Funktion  77"M    die  folgenden  Eigenschaften 

Fur  jeden  Punkt »  der  Flache  T",  der  erne  solche  Lage  hat,  daB  die  Punkte  *,  TJ,  £  als 
Punkte  der  ursprflnglichen  FUche  T  betrachtet  getrennt  liegen,  ist  sie  einwertig  und 

stetig,  fflr  den  Punkt  77  wird  sie  unstetig  wie  In  j- ,  far  den  Punkt  £  dagegen  unstetig 

*ii 

wie  —  In-^;  zudem  sind  ihre,  allgemein  mit  77  1jt+,  77  ^f"  zu  bezeichnenden,  Werte 

*        S  Q       »  (>       » 

in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  ^^  $~  in  der  Weise  verkntlpft,  daB 


(2-) 


Die  zu  der  ausgezeichneten  Charaktenstik  gehoiigen  Funktionen 
langs  c 

langs  6.  !  77 

Me 

langs  &;(tff  +  =  77 
langs  Z£{77f  +  ^77 
langs  cv{77^  =  77 
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langs  Z,  {77 


77 


ist 


Die  Funktion  77 


lafit  sich  in  einheitlicher  Weise  durch  eioe  Funktion  77  mit 


kommende  Funktion  77 


718 


—  m,  da  in  diesem  Falle  die  drei 


dem  Arguinente  £  darstellen  Zu  dem  Ende  braucht  man  nur  bei  einer  jeden  der 
beiden  zur  Definition  von  77  ^  aufgestellten  Gleichungen  die  auf  der  rechten  Seite  vor- 

nach  Hmzunahme  ernes  dritten  Schnittes  1M  mit  Hilfe  der 

Formel  (5)  durch  die  Funktion  77 y*  auszudrucken.  Die  Formel  (5.)  liefert  nun,  wenn 
0  em  Punkt  von  T±'  ist,  die  Gleichung  77  ^  =11 

Schnitte  I  bei  einem  negativen  Umlauf  um  den  Punkt  c/*0  unter  alien  Umstanden 
in  der  Reihenfolge  lt],  \,  ls  uberschritten  werden;  sie  liefert  andererseits,  wenn  a  em 
Punkt  von  T2'  ist  und  der  Schnitt  la  von  dem  der  positiven  Seite  von  ln  und  der 
negativen  Seite  von  1%  gememsam  angehorigen  Punkte  aus  gezogen  wird,  die  Glei- 
chung 77  ^  =  77  y  +  7r^,  da  in  diesem  Falle  die  drei  Schnitte  I  bei  einem  negativen  Um- 
lauf um  den  Punkt  ^  in  derBeihenfolge^,  1M9  \  uberschritten  werden.  Ehmimert  man  jetzt 
mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  die  Gr&fle  77  ^\  aus  den  genannten  Definitionsgleichungen, 
so  erkennt  man,  daB  fur  jede  Lage  des  Punktes  0  die  Gleichung: 


(3.) 


1  n  y  + ; 


besteht,  wenn  nur  der  Schnitt  1M  so  gezogen  ist,  daB  bei  einem  negativen  Umlauf  um 
den  Punkt  $>  die  Schnitte  c,  I  in  der  Eeihenfolge  ci9  c^  ,  cf,  ln,  lz  Hberschritten 
werden  Daraus  folgt  aber  das  ftir  die  weitere  Untersuchung  im  Auge  zu  behaltende 

Eesultat,  daJB  die  Funktion  7lh/|  fur  jeden  Punkt  £  von  1+  mit  der  Funktion  77^/1  +  n\ 
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der  komplexen  Veranderlichen  £  uberemstimnit  und  dementsprechend")  in  der  vorher 
eingefuhrten,  von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte  a,  b,  c  und  des  Schnittes  Z,  begrenzten 
Flache  T"  eine  stetige  Funktion  des  Punktepaares  £,  e  ist,  wenn  nur  die  Punkte  £,  g 
als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen,  und  der  Punkt  s  von  dem  Punkte  T? 
verschieden  ist. 

Es  soil  jetzt  das  uber  die  positive  Seite  des  Schnittes  \  in  positiver  Eichtung 

zu  erstreckende  Integral   -^fn  n/|  <*«J  betrachtet  werden.     Man   erkennt  zunachst, 

dafi  dieses  Integral  far  dasjemge  Punktgebiet  G,  welches  alle  Punkte  g  der  Flache  T" 
mit  Ausnahme  der  am  Schnitte  Z»e  gelegenen  Punkte  und  des  Punktes  §e  umfafit,  eine 
Funktion: 


n 
e 

it 


•lit 


dil 


() 


der  komplexen  Veranderlichen  s  liefert,  welche  fur  jeden  von  77  verschiedenen  Punkt  g 
von   Gc  einwertig  und   stetig  ist,  fur  den  Punkt  rj  dagegen  unstetig  wird  wie  In  —  , 

da  17^1  -In-  fur  ^-77  stetig  bleibt  und  -—  Cdu\  =  \  ist,  und  es  ist  daher  jetzt 
*    *\         *n  i          e  i+ 

nur  noch  zu  untersuchen,  was  das  Integral  fdr  die  nicht  dem  Gebiet  G-  angehorigen 
Punkte  »  von  T  darstellt 

Es  moge  unter  &  ein  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  des  Schnittes  l> 
gelegener,  aber  von  den  Punkten  ^,  q?,  r^,  t?  verschiedener  Punkt  verstanden  und  urn 
ihn.  als  Mittelpunkt  eine  Kreisflache  abgegrenzt  werden  von  so  kleinem  Eadius  d,  daB 
diese  Flache  weder  einen  Wmdungspunkt  a  noch  den  Punkt  r\  enthSilt,  und  ihre 
Peripherie,  ebenso  wie  die  Peripherie  jeder  klemeren  konzentrischen  Kreisflache,  mit 
dem  Schnitte  \  nar  zwei  Punkte  mQ,  n?  gememsam  hat,  dagegen  durch  keinen  Punkt 
ernes  der  ubngen  Schnitte  a,  &,  c;  ln  hmdurchgeht.  Dabei  soil  die  Bezeichnung  so 
gew&Jblt  sem,  dafi  em  den  Punkt  tf  in  positivem  Sinne  umkreisender  Punkt  an  der 
Stelle  m$  von  &*  nach  6"  ubertritt.  Benn  Schmtte  lq  fiihre  man  nun  an  Stelle 
des  Stuckes  m^,  denjenigen  Kreisbogen  m^n^,  welcher  vom  Punkte  /  durch  das  Schnitt- 
stuck  m^Ug  getrennt  ist,  als  neues  Schmttsttick  ein,  bezeichne  den  so  ge&nderten 
Schnitt  6?  mit  6e,  die  durch  diese  Schnittsinderung  aus  T"  hervorgehende  neue  Flache 

*)  Vgl  HAETOGS,  JF  ,  Zur  Theorie  der  analytischen  Funktionon  raebrerer  unabhiiiigigex  Veriindcrlichon,  ins- 
besondere  uber  die  Daratellung  derselben  durch  Eeiben,  welcbe  nach  Potenzen  oiner  VerHnderhchen  fortachroiten. 
Mathematische  Annalen  02  (1906),  S  1—88,  S  12 
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mit  T"  und  verstehe  unter  G  dasjenige  Punktgebiet,  welches  alle  Punkte  der  Flache  T" 
mit  Ausnahme  der  am  Schmtte  19  gelegenen  Punkte  und  des  Punktes  §Q  umfaBt  Das 

mit  der  zu  T"  gehongen  Funktion  17  K*   gebildete  Integral  -  ^  Cn  ^  rfwj  liefert  dann 

VI  J      Q 

fur  das  Gebiet  G  eine  Funktion  der  komplexen  Verandeiiichen  z,  welche  fur  jeden 
von  i]  verschiedenen  Punkt  ss  von  G  einwertig  und  stetig  ist  Da  dieses  Integral  aber, 
wie  die  Gleichung  (3)  zeigt,  fur  jeden  Punkt  0  des  Punktgebietes  6r,  der  nicht  zugleich 
dem  durch  das  Schnittstuck  in 


und    das    Kreisbogenschmttstuck 


begrenzten 


Flachenstucke  angehort,  denselben  Wert  J^r  besitzt  wie  das  ursprungliche  uber  den 
Schnitt  &p  erstreckte  Integral,  und  jeder  solche  Punkt  z  auch  dem  Gebiete  G  angehort, 
so  liefert  es  zugleich  die  stetige  Fortsetzung  von  JQ  ^  als  Funktion  der  komplexen 

Yeranderhchen  0  uber  das  Schnittstuck  m^  hinuber  bis  in  jede  Nahe  des  Kreisbogen- 
schnittstuckes  m^n?  und  speziell  fur  den  am  Schnittstuck  ttyt^  gelegenen  Punkt  0  =  / 


den   dieser   stetigen  Fortsetzung  entsprechenden  Wert  JQ 


also 


der  Funktion  Jn 


sodaB 


durch  die  Grleichung: 


bestimmt  ist  Scheidet  man  nun  aus  dem  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
stehenden  Integrale  denjenigen  Teil  aus,  welcher  sich  auf  das  Kreisbogenschmttsttick 
m^nj,  bezieht,  und  beachtet,  daB  dieser  ausgeschiedene  Teil  mit  gegen  Null  konver- 
gierendem  3  selbst  gegen  Null  konvergiert,  so  erkennt  man,  daB  man  die  GroBe  J"J 
auch  durch  die  Gleichung: 


m  rc 

hm  {_  J.  Cn  "f|M  -^  Cn 

d  =  0  I       ^*J     «      *  I        ^        Mj     4 


g 


definieren  kann,  aber  auch,  da  jedes  der  beiden  hier  auftretenden  Integrale  fur  Inn  #  =  0 
unabhangig  von  dem  anderen  konvergiert,  den  in  der  Theorie  der  bestirnrnten  Integrale 
Ubhchen  Festsetzungen  gemafi,  durch  die  Gleichung: 


--  f 
«j 


n 


In  ahnlicher  Weise  UBt  sich  weiter  zeigen,  daB  das  urspnlngliche,  uber  6*  er- 
streckte Integral  auch  in  dem  Falle,  wo  z  einer  der  Punkte  $Q,  qe,  re,  8?,  t^  ist,  den  der 
P-B,  n  is 
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stetigen  Fortsetzung  von  jJ]|  als  Funktion  der  komplexen  Yeranderlichen  8  ent- 
sprechenden Wert  dieser  Funktion  liefert.  Man  hat  dabei  nur  zu  beachten,  daB  die 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3.)  stehende  Funktion  II  y|  als  Funktion  von  £ 
in  je  zwei  zum  Schmtte  ^  oder  zum  Schmtte  c?  gehorigen  entsprechenden  Punkten 
denselben  Wert  besitzt,  und  daB  daher  der  Wert  des  in  Rede  stehenden,  auf  emen 
Punkt  8  des  Gebietes  Cr  bezogenen  Integrals  durch  eine  stetige  Deformation  des  Schnitt- 
systems  an  der  gemeinsamen  Mundungsstelle  der  Schmtte  aQ,lQ9  CQ  keine  Anderung  er- 
leidet,  wenn  nur  bei  dieser  Deformation  keiner  dieser  Schmtte  bis  zum  Punkte  8  vor- 
geschoben  oder  uber  diesen  Punkt  hmubergeschoben  wird. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  haben  ergeben,  daB  durch  die  Gleichung: 


—  i-fn 

*Yt  < 


eine  in  der  Flache  T"  einwertige  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  8  geliefert 
wird,  welche  fur  jeden  von  77  verschiedenen  Punkt  8  von  T"  stetig  ist,  fur  den 
Punkt  T]  dagegen  unstetig  wird  wie  In  —  Was  nun  das  Yerhalten  der  Funktion  Jg  * 

ZT] 

langs  der  Begrenzung  von  T"  betnfft,  so  smd,  wie  sich  auf  Grund  der  Gleichungen  (2 ) 
in  sogleich  anzugebender  Weise  ergibt,  ihre,  allgemein  mit  J^  ]  ,  J()  *  zu  bezeichnenden, 


Werte  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  <^+,  <^"  in  der  Weise  verknupffc,  daB 


(2'.) 


langs  aT{j"9 

: 

*-•>; 

n 

z 

langs  &„{  J"e 

7] 

+-^i 

z 

langs  ^{Jg 

^ 

z 

+        T 

""  J? 

n 
z 

langs  c^J,, 

1 

z 

+             T 

-3* 

n 

z 

,P, 


ist.    Von  diesen  Gleichungen  entsteht  die  erste,  zweite,  vierte  und  fiinfte,  mdem  man 
die  entsprechende  unter  (2.)  stehende  Gleichung  links  und  rechts  mit  ——<lu\  multi- 

pliziert  und  alsdann,  unter  Beachtung  der  Gleichung  -  —  /^^l,  flber  1+  in  positiver 


Richtung  integnert    Zu  der  dntten  Gleichung  dagegen  gelangt  man  auf  folgende  Weise. 
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Zunachst  ergibt  sich  nach  dem  vorher  uber  die  Definition  von  J 
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Differenz   der  Werte  Jn 


von 


X  Gesagten  fur  die 
in  irgend  zwei  zum  Schnitte  I    gehorigen 


entsprechenden  Punkten  $*,  sr  die  Gleichung. 

.-iiml  (\n 

X*  i  =  Q\J     \? 


"K+/V 

Itt 


lit 


-n 


Zu  jedem  bei  dem  ersten  der  beiden  bier  rechts  stehenden  Integrale  in  Betracht 
kommenden  Punkte  £  hat  nun  das  Punktepaar  #+,  sr  erne  solche  Lage,  dafi  es  zu  dem 
von  £  bis  r?  sich  erstreckenden,  im  Anfang  dieses  Artikels  mit  V  bezeichneten  Teile 
des  Schnittes  6?  gehort;  zu  jedem  bei  dem  zweiten  Integrale  in  Betracht  kommenden 
Punkte  £  dagegen  hat  es  eine  solche  Lage,  dafi  es  zu  dem  von  tq  bis  £  sich  erstrecken- 
den, im  Anfang  mit  ^  bezeichneten  Teile  des  Schnittes  6?  gehort.  Infolgedessen  kann 


man   die   Differenz   II 


lit 


bei  dem  ersten  Integrale,    auf  Grund  der  vierten 

unter  (2.)  stehenden  Gleichung,  durch  —  2(^  —  w£),  bei  dem  zweiten  Integrale,  auf  Grund 
der  dntten  unter  (2.)  stehenden  Gleichung,  durch  —  2(«J  —  u^)  +  2ni  ersetzen.  Man  er- 
halt  dann,  wenn  man  zugleich  noch  zur  Grenze  ubergeht,  die  Gleichung: 


-^1*1  =-i{/L~2(^-^)]^^ 

und  schlieBlich,  indem  man  die  rechts  vorgeschriebenen  Integrationen  ausfuhrt  und  die 


Eelationen  wf  — 


beachtet,  die  gewunschte,  das  Yerhalten  von 


langs  des  Schnittes  lg  charakterisierende  Gleichung. 


DaB  diese  Gleichung  erhalten  bleibt,  wenn  der  Punkt  #+  sich  mit  dem  Punkte  L  oder 
dem  Punkte  r?  deckt,  erkennt  man  ohne  Muhe. 

In  der  Funktion  JQ  ]    c?=i,>,    ,*)  besitzt  man  jetzt   eine  Funktion,   die  nur  fur 

einen  Punkt  der  Flache  T"  logarithmisch  unendhch  wird,  und  damit  eine  Funktion  von 
der  zu  Anfang  dieses  Artikels  verlangten  Art,  bei  der  jedoch,  wie  die  Gleichungen  (2'.) 
zeigen,  der  Schnitt  1)Q  eine  Ausnahmestellung  einnimmt  Um  diesen  Nachteil  zu  be- 

seitigen,   definiere  man  zur  Flache  T"  eine  neue  Funktion,  P  ^  ,  durch  die  Gleichung: 

13* 
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indem.  man  beachtet,  da8  bei  der  Funktion  J91  y  emen  im  Innern  der  Flache  T'  ge- 
legenen  Punkt  bezeichnet,  und  da6  diese  Funktion  JQ  ]  fur  jeden  von  ?;  verschiedenen 
Pankt  der  Flache  T",  also  msbesondere  auch  fur  jeden  zu  einem  Schnitte  &  gehongen 
Punkt  0  =  £'  stetig  1st  Die  definierte  Funktion  P  *\  ist  erne  in  T  einwertige  Funktion 

^  o  0      S  I 

der  komplexen  Veranderlichen  *,  welche  fur  jeden  von  77  verschiedenen  Punkt  a  der 
Flache  T"  stetig  ist,  fur  den  Punkt  ij  dagegen  unstetig  wird  wie  In-j-,  sodaB  P  J| 
sich  fur  das  Gebiet  des  Punktes  77  darstellen  lafit  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 


wobei  die  c  von  z  unabhangige  Grofien  bezeichnen,  und  deren,  allgemein  mit  P  ng   ,  P 
zu  bezeichnenden,  Werte  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  c/>+3  cP~  in  der 
"Weise  verknupft  sind,  daB 


langs  av\P 

langs 

langs 


n\+ 

& 


pu 

o    * 


ist.     Dabei  vertntt  2kv  die  durch  die  Gleichung: 

+ 


(2;-) 


bestimmte   Grofie;    der  Akzent   an   dem   Summenzeichen    soil  andeuten,    daB  boi   der 
Summation,   der  Wert   $  =  y   ausgeschlossen  ist     Man    erkennt  schlieBlich  aber   auch 


noch,   unter  Beachtung  der  Relation 
Gleichung: 

(30)  ] 

besteht 


"" 


pm,   daB  for  die  Funktion  P 


die 


gewonnene  Fwiktion  P     ,  die  zugleich  aucti,  wie  aus  dem  FundamcntalsaUe 


folgt,  durch  die  soeben  genannten  Mgenschaften  vollstiwdig  bcdtimnt  ist,  soil  die  MT  (Jharakte- 
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nstik  (^      J  gelionge,   auf  den  PunJct  77   sicli  lezieliende,   bganthmisch  itnendlich  werdende 
MementarfunTdwn  genannt  icerden. 

Mit  Rucksicht  auf  die  spateren  Untersuchungen  soil  jetzt  noch  gezeigt  werden, 
daB  die  Gleichungen  (2'0)  und  (30)  sich  so  umformen  lassen,  daB  in  ihnen  nur  noch 
Integrale,  deren  Integrationswege  vollstandig  von  den  Schmtten  &1?  &2,  •  ,lf  Iosgel6st 
sind,  vorkommen.  Zu  dem  Ende  drucke  man  die  in  den  genannten  Gleichungen  stehen- 
den,  auf  die  positiven  Seiten  der  Schnitte  &  sich  beziehenden  Integrale  durch  Integrale 
aus,  welche  sich  auf  die  negativen  Seiten  dieser  Schnitte  beziehen,  indem  man  beachtet, 
daB  fur  ^  =  1,2,  ,p  langs  bq{u3*  =  us~  +  aVQ  ist,  und  daB  die  zweite  unter  (20.)  auf- 
gestellte,  auf  den  Schnitt  6r  (»=i,a,  ,P)  sich  beziehende  Gleichung  in  die  Form. 

v      P        P 

gebracht  werden  kann.     Die  Gleichungen  (2'0),   (30.)   gehen   dann   zunachst  uber  in  die 
Gleichungen: 


Der   Integration  sweg    des    in    der    ersten    dieser   beiden    Gleichungen    vorkommenden 

+ 
Integials   Cu^du^  (^=1,2,    ,v-i,i/+i,    ,p)  fuhrt  von   emem  Punkte   auf  der  negativen  Seite 


des  Schnittes  aq  zu  dem  entsprechenden  Punkte  auf  der  positiven  Seite,  wahrend  der 

/.  . 
Pr\du3v 

bv 

(»«!,«,  ,P)  von  emem  Punkte  auf  der  negativen  Seite  des  Schnittes  av  zu  dem  ent- 
sprechenden Punkte  auf  der  positiven  Seite  fuhrt.  Da  aber  das  Integralelement  vfvdu^  ($+*) 
far  je  zwei  zum  Schnitte  a^  gehorige  entsprechende  Punkte  ^+?  ^",  das  Integralelement 

JP  *  du*v  fur  je   zwei  zum  Schnitte  av  gehorige  entsprechende  Punkte  #+,  gr  denselben 

Wert  besitzt,  so  kommt  fiir  keines  der  beiden  in  Eede  stehenden  Integrale  der  seinen 
Integrations  weg  treffende  Schnitt  aQ  beziehungsweise  av  m  Betracht,  und  es  konnen 
daher  ihre  Integrationswege  auch  als  in  sich  zuriicklaufende  angesehen  werden.  Dem- 
entsprechend  kann  man  die  Integrationswege  der  samtlichen  in  den  letzten  beiden 
Gleichungen  vorkommenden  Integrale,  ohne  daB  diese  Integrale  erne  Wertanderung  er- 
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leiden,  durch  Deformation  vollstandig  von  den  Schnitten  I  loslosen,  wenn  nur  allgemein, 
also  fur  ^  =  1,2,  •  ,jp,  die  von  dem  Integrationswege  &~  und  dem  neuen  Integrations- 
wege  0V  begrenzte  Ringflache,  von  Teilen  des  Schnittes  av  abgesehen,  kemen  Teil  eines 
der  noch  ubngen  Schnitte  a,  &,  c,  I  und  auch  mcht  den  Punkt  77  enthalt  Man  gewinnt 
so  schliefllich  die  mit  den  Gleichungen  (20')3  (30)  aquivalenten  Gleichungen: 


*' 


-      2'        dul  -  2  -  «  -  *,„ 

i  y  e=i 


[V]  2J. 

PIT 

wenn  man  noch  bei  der  Linie  /?„  (*=i,2,  ,*>)  als  die  positive  Eichtung  des  Durchlaufens 
diejenige  ansieht,  welche  zu  der  ins  Innere  der  eben  eiw&hnten  Ringflache  gerichteten 
Normalen  so  hegt,  wie  die  positive  Richtung  der  IVAchse  zur  positiven  Richtung  der 
X-Achse. 

5. 

Es  sollen  jetzt  die  einfachsten  zur  Charakteristik  L      J  gehongen,  nur  alge- 

braisch  unendhch  werdenden  Funktionen  W  aufgestellt  und  naher  untersucht  werden 
Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  a  wieder  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  ,  s, 
unter  m  eine  Zahl  aus  der  Reihe  l,2,---,mff  und  bezeichne  den  aten  der  s  Punkte 
oot,  ,  ooff,  «!,  ,  ar,  el9  -  •,  st  auch  hier  wieder  mit  77.  Der  Fundamentalsatz  liefert 

dann  zu  der  Charakteristik  L  J  eine?  die  willkurliche  additive  Konstante  c  enthaltende, 
Funktion  W,  die  in  der  Flache  T"  nur  fur  den  Punkt  r\  unstetig  wird  wie  p,  wenn 

man  Q0m  =  1  setzt,   alien  ubngen   s  +  ml  H +  m9  —  1  GroBen  S   dagegen  sowie  den 

p  GroBen  St^  •  ,21^  den  Wert  Null  zulegt  Die  so  gewonnene  spezielle  Funktion  W 
bezeichne  man  nun,  die  Bestimmung  der  additiven  Konstante  c  sich  vorbehaltend,  mit 

P  ^  ,  die  bei  ihr  an  Stelle  der  GroBe  95r  stehende  GroBe  mit  SB5?}.  Fur  das  Gebiet  des 
Punktes  77  laBt  sich  dann  diese  Funktion  darstellen  durch  eine  Gleichung  von  der  Form. 


cu 


wobei  die  c(m]  von  ^  unabhangige  Grofien  bezeichnen.  Zugleich  sind  die  Werte  der 
Funktion  Pn  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  <P+,  $*"  in  der  Weise  ver- 
knflpffc,  daB 


Die  zu  der  ausgezeichneten  Charakteristik  gehongen  Funktionen 

langs  ar{P 

lanss  Mrl" 


langs  cv{P 
langs  i 


3  -  p 

3\  in 

;r  = p 

0      //t 
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r=l,2,       ,f>, 


ist.     Die  m  P 


enthaltene,  bis  jetzt  noch  willktirhche  additive  Konstante  c  bestimme 
man  nun  schlieBlich  dadurch,  daB  man  fur  die  Funktion  PN  das  Bestehen  der  Gleichung: 


v^p 


fordert. 


Die  50  vollstand^g  lestwmte  Furikfoon  P 


soil  die  zur  Cliaraktenstik 


gehonge, 

auf  den  Pwikb  rj  sicli  leweliende,  von  der  Ordnung  m  algelra^sch  unendlicli  werdende  Me- 
mentarfunktion  genannt  werden*} 

Durch  dasselbe  Verfahren,  welches  im  vorhergehenden  Artikel  zur  Umformung 
der  Gleichungen  (20r.)?  (30.)  benutzt  wurde,  laBt  sich  auch  die  Q-leichung  (3m.)  so  um- 
formen,  da6  in  ihr  nur  noch  Integrale,  deren  Integrationswege  vollstandig  von  den 
Schnitten  61?  &2?  -  -,  bp  losgelost  sind,  vorkommen  Zu  dem  Ende  gebe  man  ihr  nut 
Hilfe  der  zweiten  unter  (2W.)  aufgestellten  Gleichung  zunachst  die  Grestalt: 


6  , 


und  fuhre  dann  die  Integrationswege  der  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Integrate, 
mdem  man  beachtet,  daB  das  Integralelement  P  n\  du*v  (^=1,2,  ,f)  fur  je  zwei  zum  Schnitte  av 

gehonge  entsprechende  Punkte  #+,  0"  denselben  Wert  besitzt,  durch  Deformation  in 
Integrationswege  (319  /9a,  ,  flp  von  der  im  vorhergehenden  Artikel  charakterisierten 
Art  Hber.  Man  erhalt  so  schliefilich  die  mit  der  Gleichung  (3m.)  aquivalente  Gleichung: 


PU] 


wenn  man  noch  bei  der  Linie  /?,  (*»i,«,    ,i»)  die  positive  Eichtung  des  Durchlaufens  in 
der  am  Ende  des  vorhergehenden  Artikels  angegebenen  Weise  definiert. 


*)  EIKMANN,  B  ,  Theone  der  Abelschen  Funktionen    I,  Art  4    (Gesammelte  Werke,  2  Aufl,  S  88—144,  S  106) 
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Die  v  bei  der  Funktion  P 

Jr  rn 


auftretenden  Konstanten  g}^,  »=i,s,    .*,  lassen  sich 


durch  die  Werte,  welche  die  nach  *,  genommenen  wten  Denvierten  der  p  Elementar- 
funktionen  u  fur  den  Punkt  t\  besitzen,  ausdrucken.  Urn  diese  Ausdrucke  zu  erhalten, 
beziehe  man  die  Fundamentalformel  (F3)  auf  die  Elementarfunktionen  P],uQ\g\, 
lasse  also  in  der  Formel  (P,.),  nachdem  man  bei  ihr  den  Summationsbuchstaben  a,  um 
Verwechslungen  mit  der  oben  emgefuhrten  festen  Zahl  a  vorzubeugen,  durcb  r  ersetzt 
und  zur  Darstellung  der  Funktion  »9\g\  fur  das  Gebiet  des  Punktes  T\  die  Gleichung 

o  +  c.i*  +  crt«  +       ,  bei  der  cff0  = 


stellt  hat,  an  Stelle  der  darin  vorkonimenden  Konstanten  der  Funktionen  W,  W  die  ent- 
sprechenden  Konstanten  der  Funktionen  P  J  ,  i*?|*|  treten.  Man  erhalt  so  zunachst  die 
Gleichung: 

,  =  0 


and  weiter  dann,  indem  man  die  Summation  nach  v  ausfuhrt  und  cam  durch  den  ihm 
auf  G-rund  der  soeben  fur  ca/i  aufgestellten  Gleichung  entsprechenden  Wert  ersetzt,  die 
fur  $>  =  1,2,  •  ,p  geltende  Beziehung' 


Ersetzt  man  nun  noch  den  Buchstaben  9  in  neuer  Bezeichnung  durch  v,  so  erhalt  man 
die  Gleichungen: 

(A     \  5ftW 

(**•)  V*  (»-!)!  \ 

und  schliefilich,  indem  man  unter  Beachtung  der  in  Art.  3  des  ersten  Abschnittes  ge- 
machten  Festsetzungen  in  bezug  auf  den  Punkt  q,  msoferne  dieser  entweder  einer  der 
Punkte  «!,  •  ,  st  oder  einer  der  Punkte  a15  •  -,  a,  oder  endlich  einer  der  Punkte 
oolt  ",oot  sein  kann,  drei  Falle  unterscheidet,  die  Gleichungen: 


W- 


I\ 

Jo' 

2       /JXIfc'lN 
(iii-l)!  I     dC     Jo' 
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6. 

Es   soil  jetzt  gezeigt  werden,   da6   die  allgemeinste   zur   Charakteristik  (J      ^ 

gehorige  Funktion  W  von  der  im  Fundamentalsatze  beschriebenen  Art  sich  aus  den  in 
den  vorhergehenden  Artikeln  definierten  Elementarfunktionen  linear  zusammensetzen 
lafit.  Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  s  Punkte  oo1?  -,  cx>8,  a13  -  -  ,  ar,  %,--•,  et  in 
der  vorliegenden  Keihenfolge  init  ijly  -,  ?i,  die  zu  ihnen  beziehungsweise  gehorigen 
GroBen  &19  ,  #,,  der  in  Art  3  des  ersten  Abschmtts  gemachten  Festsetzung  entspre- 

a  —  s 

chend,  mit  g^,       ,  *Vi,  bilde  alsdann  mit  Hilfe  von  s  der  Bedingung  ^2^  =  0  genugenden 


Konstanten  S1?---,  SA,  der  m^+      +  ms  beliebigen  Konstanten  £al,    -.,  Sffwla,  ^=1,2,    ,*?  der 
p  beliebigen  Konstanten  3£1?--  ,  tyip,   sowie  der  willkurhchen  Konstante  C  die  Funktion: 


und  untersuche,  wie  diese  Funktion  W(#)  sich  in  der  Flache  T"  verhalt 

Unter  Beachtung  des  Verhaltens  der  in  dem  Ausdrucke  fur  W(g)  vorkommenden 
Elementarfunktionen  erkennt  man  nun,  dafi  W(g)  eine  in  der  Flache  T"  einwertige 
Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  &  1st,  die  fur  jeden  von  den  Punkten  ijI9  •  •  ,  ^ 
verschiedenen  Punkt  g  der  Flache  T"  stetig  1st,  fdr  den  Punkt  r\a  (a  =1,2,  ,*)  dagegen  in 
derselben  Weise  unstetig  wird  wie  die  Funktion: 


sodaB  also  die  Diflferenz  W(ss)  —  /"0(«,J  for  den  Punkt  ^ff  stetig  bleibt,  und  deren  Werte 
in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  <^+,  eP~  in  der  Weise  verknupft  sind,  daB 

langs  a,  {  W(z}+  =  W(s)~  +  St,  , 
langs  lv 

^  langs  c, 

langs  Z<r 
ist,  wobei  der  Wert  der  Konstante  S8V,  wenn  man  nocb.  zur  Erzielung  einer  einheitlichen 


Schreibweise  die  GroBe  —  2wJ  —       +  ^-  mit  S3?5  bezeichnet,  durch  die  Gleichung: 


geheferfc  wird.    Die  Funktion  TT(^)  stellt  daher  erne  zur  Charakteristik  Q     ^  geh6rige 

P-B,  II  1* 
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Funktion  W  von  der  im  Fundamentalsatze  beschrieb'enen  Art  dar,  und  2 war  die  all- 
gemeinste  derartige  Funktion  W,  da  die  ihr  zukommenden  p  +  %  +  +  m,  +  s  in  den 
Funktionen  fa  und  den  Gleichungen  (S.)  auffcretenden  Konstanten  21,  £  unbestmimte, 

a  =  s 

nur  der  Bedingung  ^  £ff  =  0  unterworfene   GroBen   sind,   und   sie   auBerdexn   noch   die 

tr=i 
willkurliche  additive   Konstante   C  enthalt      Damit   ist  aber  bewiesen,    dafi  jede   zur 

Charakteristik  (*  *)  gehorige  Funktion  W  von  der  im  Fundamentalsatze  beschriebenen 
Art  sick  aus  den  defimerten  Eleraentarfunktionen  linear  zusammensetzen  laflt,  oder, 
was  dasselbe,  daB  man  aus  dem  Ausdrucke. 


die  samtlichen  zur  Charakteristik  (J     *)  gehorigen  Funktionen  W  erh&lt,  und  zwar  jede 

nur  einmal,  wenn  man  dann  an  Stelle  des  von  den  Konstanten  8,  31  und  der  Kon- 
stante  C  gebildeten   Systems   von  p  +  mt  +  •     +ms  +  s  +  l   Konstanten  ein  jedes    die 

a=s 

Gleichung  J^S^O   nicht    verletzende    System   von  p  +  m^+       +m,  +  s  +  l   Werten 

treten  laBt 

In  ahnlicher  Weise,  wie  es  in  Art.  4  des  zweiten  Abschnittes  an  der  ent- 
sprechenden  Stelle  geschehen  ist,  kann  man  jetzt  hier  den  Begnff  der  Blementarfunktion 
von  den  ihm  noch  anhaftenden  Beschrankungen  befreien  und  damit  zugleich  den  Begnff 

der  allgememsten  zur  Charakteristik  (J     J)  gehorigen  Funktion  W  erweitern 

Zunachst  erkennt  man,  dafi  erne  Funktion  W,  fur  welche  die  zu  den  Schnitten 
Z^,  Z<T2j  •••,  Z<y  beziehungsweise  gehorigen  Konstanten  Sffl,  Sffl,  ,  S^  mit  der  Null  zu- 
sammenfallen  und  dementsprechend  langs  ernes  jeden  dieser  /&  Schnitte  I  die  Gleichung 
W+=  W"  besteht,  auch  noch  in  der  aus  T"  durch  Aufhebung  der  ^  Schnitte  Z  hervor- 
gehenden  Flache  einwertig  jst,  und  daB  daher,  wenn  diese  Funktion  W  fflr  sich  allem 
betrachtet  wird,  die  Schnitte  Zffi,  ^,  •  -  -3  lafl  als  uberflussig  weggelassen  werden  kOnnen. 
Was  speziell  die  in  Art  2  definierte  allenthalben  endliche  Elementarfunktion  u9\0\  (a=w>  ,*o 
und  die  in  Art  5  definierte  algebraisch  unendlich  werdende  Blementarfunktion  P  * 

^  in    & 

betrifft,   so  sind  diese,   da  bei  jeder  von  ihnen  Q^Qz**   •   —  fi,— 0  ist,   schon  in  der 
Flache  T'  einwertig.    Die  in  Art.  4  definierte,  nicht  zu  den  Funktionen  W  gehto'ge, 

logarithmisch  unendlich  werdende   Blementarfunktion    ph    ist   dagegen   nicht  in   der 
Flache  T  einwertig,  wohl  aber  in  emer,  auch  bei  der  Definition  von  Ph    zu  Grunde 
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gelegten,  Flache,  welche  aus  Tr  durch  Ziehen  nur  eines,  den  der  positiven  Seite  von  cp 
und  der  negativen  Seite  von  cx  gememsam  angehorigen  Punkt  mit  dem  Punkte  77  ver- 
bindenden,  Schnittes  \  hervorgeht. 

Man  erkennt  welter  aber  auch,  daB  man  bei  Zugrundelegung  der  ursprunglichen 
Flache  T'  zu  jedem  im  Innem  von  T  gelegenen  Punkt  77  erne  Elementarfunktion  P  n  , 

771      Z 

einerlei  welche  positive  ganze  Zahl  unter  m  verstanden  wird,  in  der  fruher  angegebenen 
Weise  defimeren  kann  —  die  Elementarfunktion  P  nz  ist  ja  schon  gleich  bei  ihrer  Ein- 
fuhrung  auf  einen  beliebigen  im  Innern  von  Tf  gelegenen  Punkt  77  bezogen  worden  — 
und  es  handelt  sich  jetzt  schlieBlich  noch  darum,  auch  zu  irgend  einem  Punkte  77,  welcher 
der  Begrenzung  von  Tr  angehort,  also  an  einem  oder  an  zweien  der  Schnitte  a,  b,  c 
liegt,  Elementarfunktionen  P  n  .  P  n  zu  defimeren. 

0  Q      Z  *    m    2 

Es  sei  also  77  em  der  Begrenzung  von  Tf  angehoriger  Punkt.    Man  fuhre  dann, 


nachdem  man  noch  in  dem  Falle,  wo  es  sich  urn  die  Definition  von  P 


handelt,  den 


der  positiven  Seite  von  cp  und  der  negativen  Seite  von  q  gememsam  angehorigen 
Punkt  mit  dem  Punkte  77  durch  einen  Schnitt  ln  verbunden  hat,  am  Schmttsystem  beim 
Punkte  77,  ohne  jedoch  den  Charakter  des  Schmttsystems  zu  andern  und  ohne  einen 
Schnitt  uber  den  Punkt  77  hmuberzuschieben,  eine  solche  Deformation  aus,  daB  der 
Punkt  77  an  kemem  der  Schnitte  a,  &,  c  mehr  liegt.  Durch  diese  Deformation  geht 
dann  aus  dem  Schmttsystem  ein  neues  Schmttsystem  hervor,  das  an  Stelle  des  kleinen 
der  Deformation  unterzogenen  Teiles  ^  des  ursprunglichen  Schnittsystems  einen  davon 
verschiedenen  Teil  t2  enthalt,  sich  im  ubrigen  jedoch  mit  dem  ursprunglichen  voll- 
standig  deckt,  und  es  geht  zugleich  damit  aus  der  ursprunglichen  Flache  T'  eine  neue 
Flache  Tr  hervor,  fur  welche  der  Punkt  77  em  im  Innern  gelegener  Punkt  ist  Unter 
Zugrundelegung  dieser  neuen  Flache  Tr  bestimme  man  jetzt  zu  dem  Punkte  77  Elementar- 
funktionen P  1  ,  P  j  in  der  vorher  angegebenen  Weise  und  kehre  endlich,  indem  man 

0      z       m    z\  w   *-* 

diese  Funktionen  mit  Hilfe  der  Grleichungen  (20 ),  (2TO.)  auf  die  im  ersten  Teile,  in  Art.  3 
des  funften  Abschnitts,  angegebene  Weise  uber  den  Schnitteil  £2  hinuber  in  das  von  t± 
und  t2  begrenzte  Gebiet  als  Funktionen  von  g  stetig  fortsetzt,  zur  ursprunglichen 
Flache  T'  zuruck.  Die  so  fur  die  ursprilnghche  Flache  T'  gewonnenen  Funktionen 
sollen  dann  als  die  zum  Punkte  77  der  Begrenzung  von  Tr  gehongen  Elementar- 
funktionen Pr  ,  Pr  angesehen  werden,  da  sie,  wie  aus  ihrer  Entstehung  hervorgeht, 
im  wesentlichen  dieselben  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  zu  einem  im  Innern  von  T 
gelegenen  Punkt  77  geh&ngen  Elementarfunktionen  Pr  ,  P  nz  .  DaB  man  zu  dem  Be- 

grenzungspunkte  77  immer  dieselben  Elementarfunktionen  P  ^  ,  phi  erhalt,  welche  von 

u* 
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den  zulassigen  neuen  Flachen  T'  man  auch  far  ihre  Bildung  benutzen  mag,  zeigt  ein 
Bhck  auf  die  Gleichungen  [2J],  [30.],  [3W.]. 

Nachdem  so  der  Begriff  der  Elementarfunktion  von  den  ihm  zu  Anfang  noch 
anhaftenden  Beschrankungen  befreit  worden  1st,  kann  man  jetzt  auch  den  Begriff  der 
allgemeinsten  zu  der  Charaktenstik  (J  J)  gehongen  Funktion  W  in  der  Weise  er- 
weitern,  da8  man  in  dem  vorher  fur  W  genommenen  Ausdrucke: 


bei  dem  171  >  ••,  %  die  s  =  g  +  r  +  t  Punkte  <x>l9  ,  ooff,  a1?  ,  a,,  el9  ,  et  beziehungs- 
weise  vertreten,  t,  mt,  •  ,  ms  unbestimmte  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen  und  die 

Konstanten  8,  3t,  G  nur   der  Gleichung   ^8a  =  0  zu   genugen   haben,    unter   el9      ,  et 

a-l 

t  von  den  Punkten  oo,  a  verschiedene  beliebige  Punkte  der  Flache  Tf  versteht,  die  also 
teilweise  oder  auch  alle  an  der  Begrenzung  der  Flache  Tr  liegen  konnen,  wenn  nur 
diese  Punkte  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen.  Zugleich  kommen, 
wenn  es  sich  um  die  Funktion  W(0)  allein  handelt,  nur  so  viele  Lmien  ln  in  Betracht, 
als  es  unter  den  GroBen  81,  •  •  ,  8,  von  Null  verschiedene  gibt,  oder,  was  dasselbe,  nur 


so  viele  Linien  \,  als  in  dem  Ausdrucke  fur  W(0)  Funktionen  P 
und  es  smd  diese  Lmien  L,  die  zu  den  emzelnen  Funktionen  P 


wirklich  vorkommen, 
im  Eahmen  der  vor- 


her  genannten  Bedingung  willkurlich  gezogen  werden  konnen,  wenn  sie  bei  der 
Funktion  W(0)  zusammen  auftreten,  nur  noch  der  Bedingung  zu  unterwerfen,  daB  sie 
getrennt  verlaufen.  Die  aus  der  Flache  T'  durch  Emftihrung  der  fur  die  Funktion  TF(V) 
in  Betracht  kommenden  Lmien  I  entstandene  Flache,  in  der  die  Funktion  W(£)  einwertig 
ist,  soil  wieder  T"  genannt  werden,  und  es  kann  dann  der  fur  die  fruhere  Flache  T" 
mit  Eucksicht  auf  die  Darstellung  der  Funktion  W(e)  durch  Potenzreihen  aufgestellte 
Begnff  des  Gebietes  eines  Punktes  sofort  auf  diese  neue  Flache  T  ubertragen  werden. 


7. 

Fftr  die  folgenden  Untersuchungen  lege  man  wieder  die  ursprungliche  Flache  T 
zu  Grunde,  bezeichne  die  s  Punkte  ool7  -  •-,  ootf,  a1?  *  ,  ar,  si9  ,  ^  in  der  vorliegenden 
Eeihenfolge  mit  iji,  -  ,  if,  und  bilde  zur  Flache  T'  mit  Hilfe  von  irgend  welchen  Kon- 
stanten S,  8t,  C,  S,  8t?  0  die  Funktionen: 
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* 

* 


Fur  das  Gebiet  des  —  in  der  Pigur  17  auf  Seite  154  des  ersten  Teiles  mit  §*0  be- 
zeichneten  —  Punktes  ija  (0=1,2,  ,«)  bestehen  dann,  bei  Verwendung  der  im  ersten  Teile 
ausschlieBlich  benutzten  einheithchen  Bezeichnungsweise,  die  Darstellungen: 


(E) 


_J-  J, 

wobei  fur  o  =  1,  2,  ,  g  %a  =  #  r%  fur  (7  =  ^-1-1,^  +  2,  •  •,  s  0a=  ($ — flO**7  ist,  und  die 
c,  c  von  0  unabhangige  GroBen  bezeichnen.  Was  dagegen  das  Verhalten  der  Funktionen 
*Q  =  *Q(0),  iQ  =  iQ(^)  langs  der  Schnitte  a,  &,  c,  I  betrifft,  so  ist 

langs  &v{i£2+=  1^2"+  8lv?  if2+=  ^(2"+  2tr, 

i      CYi  7^+  T^-    i       2     x£  „  «_   .     rjji  j     ^ 


langs  &rU2+=  ,Q-+  -@M;  +  2 

rs) 

N-    V  _  t   ^.          ^  9.«r.i.  ^  pr,         f=:_        %iti  •= 

ii  — ^-@, 


p 
langs  Ztf  {^2+= 

wobei  zur  Abkurzung 

(7=1  <J  =  1 

gesetzt  ist,  und  die  Werte  der  Konstanten  2%,  93V,  wenn  man  noch  zur  Erzielung  einer 


emheitlichen  Sckreibweise  die  GroBe  —  2wJ  —  -      +  -^  wieder  mit  S^  bezeichnet,  durch 
die  Gleichungen. 

' 

1  or 


+  &i»$0  +    +  fi^g^)  +  s  S  v 


3  +  £, 

geliefert  werden     In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Konstanten  S,  £  den  Bedingungen 
J?fi0  =  0,  J^S^O  geniigen,  oder,  was  dasselbe,  die  GroBen  <S,  (S  beide  den  Wert  Null 

haben,  sind  *G(0),  -Q(^)  zwei  zur  Charakteristik  (J     ^  gehorige  Funktionen  TF. 

Man  betrachte  nun  das  fiber  die  Begrenzung  91  der  schon  im  ersten  Teile,  in 
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Art.  5  des   sechsten  Abschnittes,   benutzten   emfach   zusammenhangenden  Flache  T*  in 

4- 

der,   durch   die  Pfeile   markierten,   positiven   Eichtung   erstreckte   Integral    /  Q^dz. 

4       ds 
Dieses  Integral   besitzt   den  Wert  Null,   da   die   hinter   dem  Integralzeichen   stehende 

Funktion  &-/£  der  komplexen  Veranderlichen  &   fur  jeden  Punkt   der  Fl&che  T*   ein- 
wertig  und  stetig  ist,  und  es  besteht  daher  die  Gleichung. 


. 

ds 

Zerlegt  man  nun  das  auf  der  linken  Seite  dieser  Grleichung  stehende  Integral  in  die 
den  einzelnen  Stucken  der  Begrenzung  3t  entsprechenden  Teile  und  bezeichnet  den 
Komplex  der  auf  die  Schnitte  a,  ~b,  c,  lf  sich  beziehenden  Integrale,  nachdem  man  zuvor 
noch  bei  jedem  dieser  Schnitte  die  auf  die  positive  und  die  auf  die  negative  Seite  des- 
selben  sich  beziehenden  Integrale  in  der  in  dem  eben  genannten  Artikel  beschnebenen 
Weise  vereimgt  hat,  mit  Ji,  den  Komplex  der  auf  die  Kreislimen  k'  sich  beziehenden 
Integrale  mit  J"2,  so  kann  man  die  vorstehende  Grleichung  durch  die  Gleichungen 

f  {&+&&+-  Or 


ersetzen. 

Um  die  mit  Ji  bezeichnete  Integralsumme,  bei  der 
ist,  auszuwerten,  beachte  man,  daft  fur  y«=l,  2,      ,jp,  a  =  l,  2,      -,  s. 

langs  av  [£2+d&  -  QrdQr  +  %vd  J24", 


langs 


langs  c 


langs 

ist,  und  reduziere  mit  Hilfe  dieser  Eelationen  die  zwischen  den  geschwerften  Klammern 
stehenden  Ausdrilcke.     Man  erhalt  dann  fur  Ji  zunachst  die  Q-leichung 
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und   schlieBlich,  indem  man   die  imt  Hilfe   der  Eelationen  (S)   sich   ergebenden   GHei- 
chungen: 


—  bei  denen  m/ff  den  der  Lime  k'ya  und  der  negativen  Seite  des  Schnittes  ly'a,  nXa  den 
der  Lime  ^  und  der  positiven  Seite  des  Schnittes  lXa  gememsam  angehorigen  Punkt 
der  Begrenzung  fR  von  T*  bezeichnet  (s.  Fig  19  auf  S  187  des  ersten  Teiles)  und  die 
fur  y=Jp,  cr  =  s  auftretenden  Zeichen  tp+19  Ia+1  als  gleichbedeutend  mit  den  Zeichen 
I1?  ^  beziehungsweise  anzu.sehen  sind  —  benutzt  und  beachtet,  daB 


j 


1st,  die  GUeichung. 


_+ 

+^"y ' 
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Was  dann  welter  die  mit  J2  bezeichnete  Integralsumme  betnfft,  so  hangt  deren 
Wert  ausschliefilich  von  deni  durch  die  Gleichungen  (R)  charakfcensierten  Verhalten  der 
Funktionen  JQ,  £2  fur  die  Punkte  rfl9  •  ,  if,  ab.  Nun  verhalten  sich  aber  die  Funk- 
tionen  £2,  £2  fur  den  Punkt  rj'a  (***i,*,  ,*)  genau  so  wie  die  im  ersten  Teile,  in  Art.  1  des 
siebenten  Abschnittes,  aufgestellten  Funktionen  W,  W,  und  es  bleiben  daher  die  dort  zur 
Auswertung  der  auf  die  Funktionen  W9  W  sich  beziehenden  Integralsumme  J2  durch- 
gefuhrten  Untersuchungen  richtig,  wenn  man  dann  allenthalben  die  Buchstaben  W,  W 
durch  die  Buchstaben  £2,  £2  beziehungsweise  ersetzt  Dementsprechend  ergibt  sich  fur 
die  hier  vorliegende  Integralsumme  J~2  die  Grleichung* 


Die    so   fur    Jly  J~2   gewonnenen  Ausdrucke  trage  man   nun   in   die   GHeichung 
=:0  em.     Man  erhalt  dann  schliefilich  die  Formel' 


__  v=p 


-2712@@ 
/  ) 


In  dem  schon  vorher  erwahnten  besonderen  Falle,  wo  die  GroBen  ©7  @  beide  den  Wert 
Null  haben  und  dementsprechend  £2,  £2  zwei  zur  Oharaktenstik  Q     J)  gehorige  Funk- 

tionen TF  sind,  reduziert  sich  diese  Formel  auf  die  in  Art.  1  dieses  Abschnittes  auf- 
gestellte  Formel  (P8  ). 

Das  in  der  Formel  (FJ.)  vorkommende  Aggregat: 


i®'js  r 

*        r  =  l  J 


lafit  sich,  indem  man  dann  an  Stelle  der  Funktionen  £2,  £2  die  ihnen  entsprechenden 
Ausdrticke  einsetzt  und  die  Gleichungen  (2J.),  (30.),  (3m.)  von  Art  4,  5  beriicksichtigt,  m 
den  Ausdruck: 

-  27ri(C@  -  <7<g) 
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uberfuhren,  wobei  2kv  0=1,2,    lfo  die  bei  der  Definition  von  P  *M  eingefuhrte,  der  Glei- 

0      3  \  ° 

chung  [2J]  zufolge  von  der  Lage  des  Punktes  p,  O-M,  ,#  in  der  Flache  T  unabhangige 
Grofie  bezeichnet.  Daraus  folgt  aber,  daB  das  genannte  Aggregat  und  damit  auch  die 
Formel  (F^.)  von  der  Lage  des  Punktes  ^  (1-1,2,  ,*)  in  der  Flache  T  vollstandig  un- 
abhangig  ist 

Die  Formel  (Fj.)  laBt  sich  ohne  weiteres  auf  den  Fall  ubertragen,  wo  die  in 
dein  Punktsysteme  (?/l5  -  ,  ^)  =  (oo1?  -,  coe,  aly  ,  ar,  e1?  ,  ct)  vorkommenden  Punkte 
£1?  ,  Bt  teilweise  oder  auch  samtlich  Punkte  der  Begrenzung  von  Tr  sind,  wenn  nur 
diese  Punkte  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen.  Um  dieses  emzusehen, 
fuhre  man  zunachst  am  Schmttsystem  bei  jedem  der  Begrenzung  von  Tr  angehorigen 
Punkte  rf,  ohne  jedoch  den  Charakter  des  Schmttsystems  zu  andern,  eine  solche  Deformation 
aus,  daB  kein  Punkt  ?/  rnehr  an  einem  der  Schnitte  a,  &,  c  liegt,  und  setze  gleichzeitig 
die  Funktionen  £2(0)  9  £(0),  diesen  Deformationen  folgend,  mit  Hilfe  der  ihr  Verhalten 
an  den  Querschmtten  charakterisierenden  Gleichungen  (S.)  auf  die  im  ersten  Teile,  in 
Art.  3  des  funften  Abschmttes,  angegebene  Weise,  unter  Beachtung  der  Gleichungen  [%.], 
j.],  [3*.],  als  Funktionen  von  0  stetig  fort.  Da  nun  fur  die  so  geanderten  Funktionen 
£2(0),  welche  zu  der  aus  der  ursprunglichen  Flache  Tf  durch  die  gemachten 
Deformationen  entstandenen,  die  Punkte  j/l7  •  ,  rjs  als  innere  Punkte  enthaltenden  neuen 
Flache  T'  gehoren,  ohne  weiteres  die  Fundamentalformel  (FJ.)  gilt,  und  die  in  dieser 
Formel  auftretenden  Konstanten,  wie  die  Gleichungen  [2^.],  [30  ],  [3m.]  zeigen,  von 
den  bei  den  ursprunglichen  Funktionen  £(0),  £1(0)  vorkommenden  entsprechenden  Kon- 
stanten nicht  verschieden  sind,  so  gilt  die  Formel  (Fg.)  auch  fur  die  ursprunglichen 
Funktionen  £(0),  £2(0). 

Es  sollen  jetzt  mit  Hilfe  der  Formel  (FJ.)  gewisse  zwischen  den  Elementarfunk- 
tionen  P,  P  bestehende  Beziehungen  abgeleitet  werden.  Man  verstehe  zu  dem  Ende 
unter  a19  o*2  irgend  zwei  voneinander  verschiedene  Zahlen  aus  der  Eeihe  1,  2,  •  ,  s,  be- 
zeichne  den  a^ Punkt  des  Punktsy stems  (rjty  ,  ify^fai,  ,  <x>q,  a^  -,  ar,  e±9  ,  et]  mit  ijl9 
den  o*2tollmit  ^  und  beachte,  daB  die  auf  diese  Punkte  %,  7/2  sich  beziehenden  Elementar- 
funktionen  P,  P  sich  fur  das  Gebiet  des  Punktes  ^  durch  Gleichungen  von  der  Form: 


f\ 

m 


P-R,  II 


•  ln-^ 


16 
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fur  das  Gebiet  des  Punktes  ;;2  dagegen  durch  Gleichungen  von  der  Form: 


darstellen  lassen,    wobei  die  c  von  &  unabhangige  GroBen  bezeichnen.     Aus  der  Formel 
(Fjj,)  erhalt  man  dann,  unter  Benutzung  der  Relationeii  (30),  (3TO.) 


L)  fur  £1  = 

II)  for  £-. 

HI)  fur  &  =  . 

IV.)  fur  -fl-fl;], 


72         # 


fur  & 


,    £  =  P 


die  Gleichung: 
die  Gleichung: 
die  Gleichung: 
die  Gleichung: 
die  Gleichung: 


4"oft)> 


wobei  in  der  unter  III.)  stehenden   Gleichung  das   positive  oder  negative  Zeichen   zu 
nehmen  1st,  je  nachdem  die  Schnitte  c,  ln^  l,h  bei  emem  negativen  Umlauf  urn  c^0  in  der 


Reihenfolge 


,  cf,  \^  l^  oder  in  der  Reihenfolge  cl9      ,  c 


p, 


uberschritten  werden. 


Ersetzt  man  jetzt  in  den  gewonnenen  Gleichungen  die  Grofien  c  durch  die  ihnen  auf 
Grand  der  in  Art.  3  des  ersten  Abschmttes  gemachten  Festsetzungen  entsprechenden 
Ausdrucke,  so  ergeben  sich  die  gewunschten  Beziehungen: 


(II) 
(HI.) 

(IV) 


o    i 


±ni, 


^     (f  pkl\  ^     i     /a*  p[ih|\ 

(n  - 1)1  Uf!L  «  1 1  l/o       (»-»)!  Uffl  «  1 1  |/o' 
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wobei  in  der  unter  (HI)  stehenden  Gleichung  das  positive  oder  negative  Zeiehen  zu 
nehmen  ist,  je  nachdem  die  Schmtte  c,  Z%,  l^  bei  emem  negativen  Umlauf  um  e^0  in  der 
Eeihenfolge  c1?  ,  cp,  l^  l^  oder  in  der  Eeihenfolge  ciy  ,  cp,  Z,/n,  l^  uberschritten  werden. 

Nach  dem  vorher  Bemerkten  gelten  die  Formeln  (I ) — (V )  fur  irgend  zwei  Punkte 
7j19  7?2  der  Flache  T';  nur  mussen  diese  Punkte  %,  ??2,  wenn  sie  beide  der  Begrenzung 
von  T'  angehoren,  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen.  Fur  die 
Formeln  (L),  (II)  kommt  in  der  Flache  T'  nur  em  einziger,  den  der  positiven  Seite 
von  Cp  und  der  negativen  Seite  von  c±  gemeinsam  angehongen  Punkt  mit  dem  Punkte  % 
verbmdender  Schmtt  l^  in  Betracht;  fur  die  Formeln  (III),  (IV.),  (V.)  dagegen  muB  der 
genannte  Punkt  sowohl  mit  dem  Punkte  ^  durch  emen  Schmtt  l^  wie  mit  dem 
Punkte  772  durch  emen  Schmtt  l^  verbunden  sem 

Die  Formeln  (I) — (V.)  entsprechen  genau  den  in  Art.  5  des  zweiten  Abschniltes 

far  die  zu  irgend  zwei  reziproken  gewohnlichen  Charakteristiken  f^},  (=]  beziehungs- 
weise  gehorigen  Elementarfunktionen  P,  P,  P,  P  abgeleiteten  Formeln  (11.) — (VI),  inso- 
ferne  die  hier  zu  Grunde  liegende  ausgezeichnete  Charakteristik  fi  *)  zu  sich  selbst 
reziprok  ist.  Auf  dieselbe  Weise,  wie  in  dem  genannten  Artikel  ausschlieBlich  auf 
Grund  der  Formeln  (IL)— (VI.)  die  Gleichungen  (1.) — (8)  abgeleitet  worden  smd,  kann 
man  jetzt  hier  ausschlieBlich  auf  Grund  der  Formeln  (I)— (V.)  die  den  Gleichungen 
(1) — (8)  entsprechenden  Gleichungen  ableiten,  und  diese  werden  sich^  nach  dem 
eben  Bemerkten  von  jenen  nur  dadurch  unterscheiden,  daB  durchweg  P,  P  durch  P,  P 
ersetzt  ist.  Man  kann  daher  die  genannten  Gleichungen  (1) — (8)  mit  der  erwahnten 
Modifikation  direkt  hierher  libertragen  Es  ergeben  sich  dann  zur  Darstellung  der 
Funktionen  P  ^1,  P  ^|  fur  das  Gebiet  des  Punktes  ^  die  Gleichungen: 

(!•)  p\ 

^     J  0     | 

(2)  ?\ 

fur  das  Gebiet  des  Punktes  ^  dagegen  die  Grleiclmngen: 


(3) 
(4) 


P 

0 


o    ha 


o  ^ 

~  P 

n  f 


weiter  dann  die  Gleichungen: 


15* 
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,~ 

0    |£ 


*       t       p 

(m— 1)'  U£?  o 


(5.)  P\l=P:±ni, 

(6-) 

—  wobei  in  der  unter  (5.)  stehenden  Gleichung  das  positive  oder  negative  Zeichen 
zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Schnitte  cf  I  bei  einem  negativen  Umlauf  um  ihren  ge- 
meinsamen  Ausgangspunkt  c^0  in  der  Eeihenfolge  cly  -,  cp,  ln,  L  oder  in  der  Eeihen- 
folge  cly  •  -  -,  Cp,  ls,  ln  uberschritten  werden  —  und  schliefilich  noch  die  Doppelgleichung: 

(7) 

sowie  das  mit  dieser  aquivalente  System  der  drei  Doppelgleichungen: 


z 
£  |e 


— 1)' 


(8) 


,         ftf*P 
1          I          o 


pM         i 

m  \2\        (m—iy  V 


«  +  ^ 


dgn  /0         (w_!) 


(TO  —  1)» 


r]mp\   * 
a    -F\f>-t\ 


o  (m-l) 


Die  Grleichung  (5.)  zeigt,  daB  die  Funktion  P 


nicht  nur  erne  Funktion  der  bei 


ihr  als  Argument  anftretenden  komplexen  Veranderlichen  0,  sondern  auch  erne  Funktion 
der  bei  ihr  als  Parameter  auftretenden  komplexen  Veianderhchen  77  ist,   und  daB  die 


Eigenschaffcen  von  P 
Eigenschaften  von  P 


o  1 13 


als  Funktion  des  Parameters  y  ohne  Miihe  aus  den  bekannten 

als  Funktion  des  Argumentes  r\  abgeleitet  werden  konnen     Aus 

der  ersten  der  drei  Q-leichungen  (8.),  die  fur  jeden  von  den  Punkten  a,  oo  ver- 
schiedenen  Punkt  e  der  Flache  Tf  gilt,  folgt  dann  weiter,  daB  auch  die  Funktion 

Pn  nicht  nur  erne  Funktion  der  bei  ihr  als  Argument  auftretenden  komplexen  Ver- 
anderlichen B,  sondern  auch  erne  Funktion  der  bei  ihr  als  Parameter  auftretenden  kom- 
plexen Veranderlichen  77  ist,  und  daB  die  Eigenschaften  von  pH  als  Funktion  des 
Parameters  77  aus  den  bekannten  Eigenschaften  von  Pr  als  Funktion  des  Argumentes  r\ 
abgeleitet  werden  konnen.  Die  genannte  G-leichung  zeigt  schheBlich  aber  auch  noch, 
daB  man  die  Elementarfunktionen  Pr  L  Pr,  •  •  aus  der  Funktion  P\n  als  primaxer 

1    |*|       2    |#|  0    |^  A 

durch  sukzessives  Denvieren  nach  dem  Parameter  rj  erhalten  kann. 


Die  zu  der  ausgezeiehneten   Chaiaktenstik  gehongen  Funktionen  117 

8. 

Die  in   den  Grleicimngen  (20.)   des  Art.  4  vorkommende  Konstante  2Jcv  (»=i,2,    ,P) 
hangt,  wie  em  Blick  auf  die  sie  defimerende  Grleichung: 


zeigt,  nur  von  der  Beschaffenheit  der  vorgegebenen  (2p  +  l)-fach  zusammenhangenden 
Flache  T  und  von  dem  Charakter  des  zur  Verwandlung  dieser  Flache  in  erne  einfach 
zusammenhangende  Flache  Tr  benutzten  Querschnittsystems  ab.  Die  Art  dieser  Ab- 
hangigkeit  zu  ermitteln,  ist  das  Ziel  der  folgenden  Untersuchungen. 

Man  verbinde  in  der  von  den  beiden  Seiten  der  Schmtte  av,  &„,  cv,  »-i,a,  ,*,  be- 
grenzten  Flache  T1  den  der  negativen  Seite  von  ct  und  der  positiven  Seite  von  cp 
gemeinsam  angehongen  Punkt  mit  den  Punkten  oo1?  •,  <x>2,  «!,-•-,  ccr  durch  Schnitte 
L1?  •  ?  Lq,  lai>  *  •?  lar  in  der  Weise,  daB  die  Schnitte  c,  I  bei  einem  negativen  Umlauf 
um  ihren  gemeinsamen  Ausgangspunkt  <^0  in  der  Eeihenfolge  c1?  c2,  -  -  ,  cf9  ZWi,  •  ,  ^ , 
^>  9  Lr  uberschntten  werden,  und  bezeichne  die  so  entstehende,  von  den  beiden 
Seiten  der  Schnitte  a,  &,  c,  I  begrenzte,  einfach  zusammenhangende  Flache  mit  T".  Im 
Innern  dieser  Flache  T"  fixiere  man  nun 
einen  Punkt  M  und  grenze  um  ihn  als 
Mittelpunkt  zunachst  eine  ganz  im  Innern 
von  T"  liegende  Kreisflache  KQ  vom  Radius 
MQ  und  hierauf  eine  ebenfalls  noch  ganz 
im  Innern  von  T"  liegende  Kreisflache  K 
mit  einem  Eadius  jR>_R0  ab,  verstehe 
alsdann,  nachdem  man  die  Penphenen 
dieser  Kreisflachen  mit  JcQ,  k  bezeichnet 
hat  (s.  Fig  2),  unter  6,  e  zwei  auf  7c  fest 
angenommene  Punkte,  unter  s,  %  zwei  im 
Innern  der  Kreisflache  K  frei  beweghche 
Punkte  und  verbinde  den  der  negativen 
Seite  von  CA  und  der  positiven  Seite  von 
lar  gemeinsam  angehorigen,  mit  #0  zu  be- 
zeichnenden,  Punkt  sowohl  mit  dem  Punkte  0 
durch  einen  den  Punkt  e  enthaltenden 
Schnitt  I,  wie  mit  dem  Punkte  £  durch  einen  den  Punkt  s  enthaltenden  Schnitt  ^  in  der 
Weise,  daft  die  Schmtte  c,  I  bei  einem  negativen  Umlauf  um  ihren  gemeinsamen  Aus- 
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gangspunkt  m  der  Eeihenfolge  cit  •  •  -,  cp,  lXi,  •  •  ,  ^,  lttl,  ,  I0r,  lt,  I.  uberschntten  werden, 
und  die  Peripheue  Jc  mit  dem  Schnitt  I,  nur  den  Punkt  e,  mit  dem  Schnitt  lf  nur  den 
Punkt  «  gememsam  hat.  indern  die  Punkte  *,  £  m  der  Kreisflache  K  ihre  Lage,  so  sollen 
yon  den  zu  ihnen  fuhrenden  Schnitten  lt,  If  nur  die  in  K  fallenden,  mit  let,  le^  zu  be- 
zeichnenden,  Stucke  sich  andern  Die  aus  K  durch  Einfuhrung  der  Schnitte  I,,  lt  ent- 
stehende, von  der  Linie  Jc  und  den  beiden  Seiten  der  Schnittstucke  lei,  Zef  begrenzte, 
Flache  werde  mit  K,^  bezeichnet,  und  dementsprechend  moge  die  aus  Khl^  durch  Auf- 
hebung  des  Schmttes  lt  entstehende  Flache  mit  Kh,  die  aus  K^  durch  Aufhebung  des 
Schmttes  I,  entstehende  Flache  nut  K,.  bezeichnet  werden. 

Auf  die  defimerte  Flache  K, ,.  sollen  jetzt  die  beiden  Ausdrucke : 


P 

0 


£1      i        i 
&l  —  In 


P 

0 


infolge   der  eben  gemachten  Festsetzungen  bestimmte, 


P 

0 


bezogen  werden     Da  Pi,, 
durch  die  Beziehung: 

(i) 

verknupffce  GroBen  smd,  hat  man  nur  noch  die  beiden  Logarithmen  zu  defimeren  Zu 
dem  Ende  verstehe  man  unter  ln^^  irgend  einen  der  unbegrenzt  vielen  diesem  Aus- 
drucke zukommenden,  nur  um  ganze  Vielfache  von  2ni  sich  unterscheidenden,  Werte, 
bestimme  alsdann  den  Wert  von  ln-^-  durch  die  Gleichung. 

€  ^~  c 


(2) 


In 


und  definiere  endlich  die  Funktionen  In 
G-leichungen: 

^^  Ir,         1  IT,         1 

(3)      iB^^ln^^ 


fur   die  Flache 


durch   die 


(4)      biri 


1          /  d»        r_d£_ 

-    -  """      I      '  "~ "" "     f  r,   y 


bei  denen  der  Integrationsweg  von  e  bis  &  sich  mit  dem  Schnittstucke  lez,  der  Inte- 
grationsweg  von  e  bis  £  sich  mit  dem  Schnittstucke  l^  decken  soil.  Damit  smd  dann 
auch  die  beiden  oben  aufgestellten  Ausdrflcke  vollstandig  bestimmt?  und  es  besteht 
zugleich,  mfolge  der  durch  Verbindung  der  Gleichungen  (2.),  (3.),  (4.)  sich  ergebenden 
Beziehung: 


und  der  unter  (1)  stehenden  Beziehung,  zwischen  ihnen  die  Gieichung: 


(6.) 


-In 


t-t' 


-In 


*-t 


Die  zu  der  ausgezeidmeten  Charakteiistik  gehongen  Punktionen  119 

Der  auf  der  linken  Seite  der  letzten  Gleichung  stehende  Ausdruck. 

-^ 

ist,  der  ursprunglichen  Definition  der  Elementarfunktion  P  gemaB,  bei  festgehaltenem  z 
eine  in  Kla  einwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  £,  die  fur  je 
zwei  zum  Schnittstucke  16Z  gehorige  entsprechende  Punkte  £*,  £~~  denselben  Wert  be- 
sitzt, und  deren  Derivierte  nach  £  die  GroBe  P  s  +— ^  ist;  er  ist  aber  auch,  wie  die 

1      Z  fe  — « 

Gleichung  (6.)  zeigt,  bei  festgehaltenem  £  eine  in  K^  einwertige  und  stetige  Funktion 
der  komplexen  Veranderlichen  #,  die  fur  je  zwei  zum  Schnittstucke  le?  gehorige  ent- 
sprechende Punkte  #+,  #~  denselben  Wert  besitzt,  und  deren  Denvierte  nach  0  die 

GroBe  P*  —— L-  ^  Infolgedessen  stellt  der  in  Rede  stehende  Ausdruck  eine  schon 
innerhalb  der  ursprunglichen,  schnittfreien,  Flache  K  einwertige  und  stetige  Funktion  der 
beiden  komplexen  Veranderlichen  £  0  dar,  welche  die  GroBe  (P  S\  +f^)  d%+  (P\t  —737^)  dz 

\1        *|  o          */  \1     jo  o          */ 

als  vollstandiges  Differential  besitzt,  und  er  liefert  dementsprechend  fur  ^  =  ^  eine  inner- 
halb K  und  daher  auch  in  der  ganzen  Flache  JT0  einwertige  und  stetige,  durch  die 
Gleichung: 


definierte  Funktion 
Gleichung: 


der  komplexen  Veranderlichen  z,  deren  Derivierte  durch  die 


P 

i 


i 


bestimmt  ist. 

Es   soil  jetzt  untersucht  werden,   wie  die  auf  der  rechten  Seite  der  fur 
gewonnenen  Gleichung  stehende,  rait  f(0)  zu  bezeichnende,  GroBe: 


sich  verhalt,  wenn  »  sich  in  der  ursprunglichen  Flache  T  irei  bewegt.  Zu  deni  Ende 
beachte  man,  daB  der  Ausdruck  Pn  +  P  I ,  auf  irgend  zwei  Punkte  8,  £  emer  aus  T 

1     |  *  I  1       o 

durch  Ausscheidung  der  Punkte  a,  oo  entstehenden  Flache  bezogen,  bei  festgehaltenem  * 
eine  einwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  £,  bei  festgehaltenem  f 
erne  einwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  0  ist.  Man  erkennt 
dann  zunachst,  daB  die  far  lim  £  —  z  aus  diesem  Ausdruck  hervorgehende  Gr6fie  f(»]  eine 
ftlr  jeden  von  den  Punkten  a,  oo  verschiedenen  Punkt  der  Flache  T  einwertige  und 
stetige  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  *  ist 
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TJm  weiter  das  Yeihalten  der  Funktion  f (0)  fur  den  Punkta  =  a?  ($=1,2,  ,o  mit 
der  Ordnungszahl  ^  —  1  =  ^  —  1  zu  erkennen,  verstehe  man  unter  0,  £  zwei  dem 
Gebiete  des  Punktes  a  angehonge  Punkte  und  beachte,  daB  far  jede  zulassige  Lage 
von  £  die  Entwicklung . 


p 

1 


p 

f 


=  |U    <  I  .,  w 

3?J_  pr     1    -i_  v  /.I  P' 

i3  *  r  l«  #-2  .-i  v*  "+» 


gilt,  und  daB  daher  fur  jeden  dem  Gebiete  des  Punktes  a  angehorigen  Punkt  0  die 
Funktion  f(0)  durch  die  Gleichung: 


dargestellt  wird.  Multipliziert  man  nun  diese  Gleichung  nut  0  —  a,  oder,  was  dasselbe, 
mit  a£,  laBt  alsdann  den  Punkt  0  gegen  den  Punkt  a  rucken  und  geht  zur  Grenze  tiber, 
so  erhalt  man,  unter  Berucksichtigung  des  Verhaltens  der  Funktionen  P|*  ,  P 
fur  den  Punkt  a,  die  Gleichung: 


und   erkennt,    daB   die  Funktion  f(0)  sich  fur  das    Gebiet   des  Punktes  a   durch   eine 
Gleichung  von  der  Form: 

\Tt  f  \7?  , 

*- ay +  0^+1(0 -ay  +   •     , 


bei  der  die  c  von  0  unabhangige  GroBen  bezeichnen,  darstellen  laBt 

Urn  endlich  das  Verhalten  der  Funktion  f(0)  fur  den  Punkt  00  =  oox  (x= 1,2,  ,ff)  mit 
der  Ordnungszahl  ^  —  1  ==  iy  —  1  zu  erkennen,  verstehe  man  unter  0,  £  zwei  dem  Gebiete 
des  Punktes  oo  angehonge  Punkte  und  beachte,  daB  far  jede  zulassige  Lage  von  £  die 
Entwicklung: 


P 

i 


gilt,  und  daB  daher  fur  jeden  dem  Gebiete  des  Punktes  oo  angehOngen  Punkt  0  die 
Funktion  f(0)  durch  die  Gleichung: 


dargestellt  wird     Multipliziert  man  nun  diese  Gleichung  mit  z,  oder,  was  dasselbe, 
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mit  <s£',   laBt  alsdann  den  Punkt  &  gegen  den  Punkt  oo  rucken  und  geht  zur  Grenze 
uber,  so  erhalt  man,  unter  Berucksichtigung  des  Verhaltens  der  Funktionen  P  *L  PN, 

^  1      oo|7    m   J  Z  I 

»= 1,2,8,     ,  fur  den  Punkt  oo,  die  Gleichung: 


£»  {'«•)} -T  +  JfTT-^ 


und   erkennt,  daB   die  Funktion  f(z)   sich  fur   das   Gebiet  des  Punktes  oo   durch  eine 
Grleichung  von  der  Form: 


bei  der  die  c  von  2  unabhangige  GroBen  bezeichnen,  darstellen  UBt. 

Es  ist  jetzt  noch  das  Verhalten  der  Funktion  /"($)  langs  der  Schnitte  a,  &,  c 
zu  ermitteln  Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  sv  (»=i,»,  ,*)  einen  der  drei  Schnitte 
av9  l%,  cv  und  bezeichne  ein  zu  ihm  gehoriges  Paar  entsprechender  Punkte  mit  ^+,  #~, 
die  Werte  der  Funktion  /*($)  in  diesen  Punkten  mit  f(#)+,  f(*)~.  Der  Definition  der 
Funktion  f(g)  gemaB  ist  dann,  wenn  man  unter  ^+,  ^~  ein  zweites  zum  Schnitte  sv 
gehoriges  Paar  entsprechender  Punkte  versteht, 


f 


-P 


-P 

i 


Fuhrt  man  nun  den  vorgeschnebenen  Grenztibergang  aus?  indem  man  beachtet,  daB  der 
hinter  dem  Linieszeichen  stehende  Ausdruck  mit  dem  Ausdruck' 


(p\z+\  - 

vf  Id    f 


r 


gleichwertig  ist,  und  daB  nach  fruherem  die  vier  Differenzen,  aus  denen  sich  dieser 
letzte  Ausdruck  zusammensetzt,  samtlich  den  Wert  Null  besitzen,  wenn  sv  mit  av  oder 
mit  cv  identisch  ist,  dagegen  die  Werte: 


-2 


flu* 


beziehungsweise,  wenn  sv  mit  lv  identisch  ist,  so  erkennt  man  schlieBlich,  daB 

langs  av 
langs  &„ 


ist. 


16 
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Man  defimere  nun  zu  der  am  Anfang  dieses  Artikels  eingefuhrten  einfach  zu- 
sammenhangenden  Flache  T"  eine  Punktion  F(a)  durch  die  Gleichung: 

(I.) 

*e 

bei  der  das  auf  der  rechten  Seite  stehende  Integral  von  dem  der  negativen  Seite  von  ^ 
und  der  positiven  Seite  von  lttf  gemeinsam  angehorigen  Punkte  ^  auf  irgend  einem  in 
T"  verlaufenden,  aber  keinen  der  Punkte  a,  <x  enthaltenden  Wege  bis  zum  Punkte  z 
zu  erstrecken  ist  Aus  den  soeben  ermittelten  Eigenschaften  der  Funktion  f(s]  folgt 
dann,  daB  F(e)  eine  in  T"  einwertige  Funktion  der  komplesen  Veranderlicben  &  ist, 
welche  fur  jeden  von  den  Punkten  a,  <x>  verscmedenen  Punkt  dieser  Flache  stetig 

ist,  dagegen  far  den  Punkt  ag  (?=i,s,  ,>•)  unstetig  wird  wie  -^—  kjz^r»  fur  den 
Punkt  ooy  (»=!,*,  ,8)  unstetig  wird  wie  ±±±.}na,  und  deren  Werte  F(s)+,  F(eJ~  m  je 
zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  s+,  e~  m  der  Weise  verknupft  sind,  daB 

langsa, 


(S.)  langs  cv{F(z)+  =  F(s)' 

langs  la  {F(#}+  =  F(z}~ 

langs  Lx {F(#)+  =  F(*T  +  (*»  +1)2^^  xsal>a|    )7} 

ist,  wobei  Sty,  83y,  *=1>2>    ,p,  von  ^  unabhtogige  Qxofien  bezeichnen    Dafi  langs  cv  die  Gleichung 

besteht,  ergibt  sich  unmittelbar,  wenn  man  das  Integral  J  f(#)  < 


vom  Punkte  t,  langs  der  Begrenzung  von  T"  in  positiver  Eichtung  bis  zum  Punkte  8, 
(s.  Fig  17  auf  S  154  des  ersten  Tales)  erstreckt  und  das  Yerhalten  der  Funktion  F(s} 
langs  der  Schmtte  av,bv  berucksichtigt 

Die  Funktion  F(e)  laBt  sich  durch  eine  lineare  Verbmdung  von  Elementarfunk- 
tionen  darstellen.    Zu  dem  Ende  beachte  man,  daB  der  Ausdruck. 


p  —  1 


eine  in  der  ganzen  Flache  T"  emwertige  und  stetige  Funktion  der  konaplexen  Ver- 
anderhchen  t  darstellt,  welche  in  je  zwei  zu  einem  der  Schmtte  c,  I  gehongen 
entsprechenden  Punkten  #+,  *r  denselben  Wert  besitzt,  und  deren  Werte  in  je  zwei 
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zu  einem  der  Schmtte  a,  &  gehongen  entsprechenden  Pnnkten  #+,  #""  sich  nur  urn  eine 
langs  des  betreffenden  Schmttes  konstante  GroBe   unterscheiden      Eine   £unktion  mit 

diesen   Eigenschaften   ist   aber   eine    zur   Charakteristik   Q      J)   gehorige,    allenthalben 
endliche  Funktion  W,  und  als  solche  kann  sie  durch  emen  Ausdruck  von  der  Form. 


a=p 


bei  dem  die  c  von  $  unabhangige  GroBen  bezeichnen,  dargestellt  werden.    Daraus  folgt 
dann  schlieBhch,  daB  die  durch  die  Gleichung: 


fur  die  ganze  Flache  T"  definierte  Funktion  F(0),  der  aufgestellten  Behauptung  ent- 
sprechend,  durch  eine  Gleichung  von  der  Form. 

(n.) 


dargestellt  werden  kann  Bestimmt  man  nun  auf  Grund  dieser  Darstellung  das  Ver- 
halten  von  1(0)  l&ngs  der  Schmtte  a,  6,  c,  2  und  vergleicht  die  so  sich  ergebenden  Ee- 
lationen  mit  den  dieses  Verhalten  ebenfalls  charakterisierenden  Eelationen  (S),  so  ge- 
langt  man  zu  den  fur  f=*l,  2,  ,jp  geltenden  Gleichungen: 

Stv  =•  cvm, 


-2)(^ 

-^  -^  x        <r  =  i 


welche  die  2j9  GroBen  Slr,  33,,  »=i,8,  ,^,  durch  die  p  zunachst  noch  mcht  naher  bekannten 
GroBen  cr,  1—1.  »,  »*,  ausdrucken. 

Erne  zweite  Bestimmung  der  GroBen  Str,  SBV?  »=i,»,  »p,  durch  die  zugleich  auch 
die  bis  jetzt  noch  unbekannten  GroBen  cr,  *-i,»»  .i»,  bestimmt  werden,  erhalt  man  durch 
die  folgenden  Betrachtungen. 

Man  verstehe  (s.  Fig.  3)  unter  £  irgend  einen  Punkt  der  Flache  T",  unter  & 
einen  der  positiven  oder  der  negativen  Seite  von  av  oder  &r  angehongen  Punkt,  ziehe 
alsdann  von  dem  der  negativen  Seite  von  ^  und  der  positiven  Seite  von  lar  gemeinsam 
angehOrigen  Punkte  #0  zuin  Punkte  0  einen  Schnitt  I,  und  denke  sich  die  auf  den 
Punkt  0  sich  beziehende  Funktion  P|*|  gebildet  Durch  den  Schnitt  I,  wird  die  Flache  T" 

16* 
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in  zwei  Teile  zerlegt,  von  denen  der  erne,  mit 
T"  zu  bezeichnende,  an  die  negative  Seite  von  lz, 
der  andere,  nut  Ta"  zu  bezeichnende,  an  die 
positive  Seite  von  1M  anstoBt.  Nun  definiere  man 
zu  der  den  Schmtt  L  enthaltenden  Flache  T" 
eine  neue  Funktion  P\l\  dadurch,  daB  man 

o   Is  1 


fur  jeden  Punkt  £  von  T"  (P 
fur  jeden  Punkt  £  von  T2"{P 


P 

0 


-2m 


setzt.    Da  die  so  definierte  Funktion  Pr    von  £ 

o   Is  I 

jhg  3  in  irgend  zwei  zum  Schmtte  I,  gehorigen  ent- 

sprechenden  Punkten  £+,  £~  denselben  Wert  be- 

sitzt,  so  ist  sie  auch  noch  in  der  ursprunglichen,  den  Schnitt  1M  mcht  enthaltenden, 
Flache  T  einwertig,  und  es  soil  daher  bei  der  Betrachtung  dieser  Funktion  der 
Schnitt  I,  als  uberflussig  weggelassen  werden.  Die  dadurch  auf  die  ursprungliche  Flache  T" 
bezogene  Funktion  P  J  ist  nun  fur  jeden  Punkt  £  dieser  Flache  T",  der  eine  solche 

Lage  hat,  daB  die  Punkte   £,  0  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet   getrennt  liegen; 

^ 
einwertig  und    stetig,   fur  den  Punkt  £=#  dagegen  wird    sie   unstetig    wie    ^^irz 

Verbindet  man  jetzt  nach  Einftihrung  eines  den  Punkt  #Q  mit  dem  Punkte  £  verbin- 
denden  Schnittes  It  die  erste  der  beiden  die  Funktion  P 

b  0 

mit  der  for  jeden  Punkt  £  von  T/'  geltenden  Gleichung  P 

mit  der  for  jeden  Punkt  £  von  jT2"  geltenden  Gleichung  P 
man  weiter,  daB  fur  jede  Lage  des  Punktes  £  die  Grleichung: 


2 

£ 

definierenden  Gleichungen 

P 

8 

=   P 

I 

—  7ti9  die  zweite 

0 

t 

0 

z 

P 

0 

S\ 
f 

=   P 

0 

£ 

z 

+  ni,  so  erkennt 

p\ 

o  | 


P 
o  I 


besteht,  und  damit  zugleich,  daB  P  *    eine  stetige  Funktion  des  Punktepaares  0,  £  ist, 
wenn  nur  die  Punkte  0,  £  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen.    Was 


bezeichnenden,  Werte  der  Funktion  P 


in 


endlich  die,  allgemein  mit  -g,  PJ 

je  zwei  entsprechenden  Punkten  £+,  £~  der  Begrenzung  von  T"  betriflt,   so  soil  hier 

nur  das  Folgende  bemerkt  werden.    Liegt  der  Punkt  0  am  Schnitte  av,  und  wird  dann 
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der  von  &~  bis  0  sich  erstreckende  Teil  des  Schmttes  av  mit  a%9  der  von  , 
erstreckende  Teil  mit  a"  bezeichnet,  so  ist,  der  Definition  der  Funktion  P 

0 
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bis  6+  sich 
zufolge, 


-P" 

0     |£ 

Liegt  dagegen  der  Punkt  0  am  Schmtte  6V,  und  wircl  dann  der  von  a~  bis  0  sich 
erstreckende  Teil  des  Schnittes  &„  mit  VV9  der  von  0  bis  a+  sich  erstreckende  Teil  mit 
&"  bezeichnet,  so  ist 

langs  l'v 

\    \j  o 

I  0      o  0 

Man  grenze  jetzt  in  T"  ein  den  Punkt  0  enthaltendes  Flachenstuck  S  dadurch 
ab,  daB  man  die  Endpunkte  ernes  den  Punkt  0  enthaltenden  Teiles  s  des  Linienzuges 
1+  a~  b~  a+  durch  eine  im  Innern  von  T"  verlaufende 
Kurve  verbindet  (s.  Fig.  4)  Das  abgegrenzte 
Flachenstuck  soil  im  ubrigen  so  beschaffen  sein, 
daB  keine  zwei  seiner  Punkte  uberemander  liegen. 
Weiter  verstehe  man  unter  £  irgend  einen  von 
0  verschiedenen  Punkt  des  Flachenstucks  S,  be- 
zeichne  mit  Q,  <p  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  £ 
m  bezug  auf  ein  Polarkoordinatensystem  mit  dem 
Punkt  0  als  Pol  und  dem  durch  0  in  der  posi- 
tiven  Eichtung  der  Jf-Achse  gezogenen  Strahl 
als  Polarachse  und  setze: 


+  m, 


-—— *? 


Fig  4 


indem  man   zugleich  die  Bedingung   stellt,   daB 

bei  stetig  sich  anderndem  ^,  0  die  GroBe  9  sich  von  dem  zu  £  —  £f,  0*=  0'  gehongen, 
unter  den  zulassigen  Werten  beliebig  gewahlten  Anfangswerte  cp  aus  ebenfalls  stetig 
andert,  also  nirgendwo  um  em  ganzes  Vielfaches  von  2^;  springt.  Dementsprechend 


stellt  dann  der  Ausdruck  P 


—  In  T^-J-  mcht  nur  bei  festgehaltenem  0  eine  in  $  allent- 


halben  einwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen  Veriinderlichen  £  dar,  die  als 
Derivierte  nach  £  die  GhrOfie  Pn  +  r—  besitzt,  sondern  auch,  da  die  Beziehung, 

*  b — s 
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P 

0 


•  P 

0 


besteht,  bei  festgehaltenem  £  eine  emwertige  und  stetige  Funktion  der  m  ihrer  Bewegung 
auf  die  Lmie  s  beschr&okten  komplexen  Veranderlichen  2,  die  als  Derivierte  nach  z  die 


GroBe  P 


-i-  besitzt     Der  in  Eede  stehende  Ausdruck  stellt  daher  auch  eine  em- 


t-t 


wertige  und  stetige  Funktion  der  beiden  komplexen  Veranderlichen  £,  &  dar,  welche  die 


GrdBe  (P 

\  1 


+ 


als  vollstandiges  Differential  besitzt,  und  er  liefert 


demgemaB  fur  £  =  $  eine  durch  den  Ausdruck: 

lim  (P  !  -  In  yJ 

£=3    \0       &  b- 

dargestellte,  einwertige  und  stetige  Funktion  der  in  ihrer  Bewegung   auf  die  Lime  s 
beschrankten  komplexen  Veranderlichen  0,  welche  die  GroBe 


£=z    \1 


zur  Derivaerten  hat  Diese  Derivierte  stimmt  aber  mit  der  Derivierten  der  fruher 
definierten,  ebenfalls  langs  s  einwertigen  und  stetigen  Funktion  F(s)  uberein,  und  es 
besteht  daher  fur  jeden  Punkt  a  der  Linie  s  die  Gtleichung: 


bei  der  C  eine  von  0  unabhangige  Grofie  ist. 

Der  auf  der  rechten  Seite  der  gewonnenen  Oleichung  stehende  Limes  ist  unab- 
hangig  von  der  Art  und  Weise,  wie  £  gegen  0  konvergiert,  und  man  kann  daher  den 
Punkt  £  auch  auf  emer  beliebig  gewahlten  algebraischen  Eurve  gegen  den  Punkt  0  an- 
rttcken  lassen.  In  diesem  Falle  hat  der  laterale  Teil  —  (p^  von  ln^—  -«  —  In  Q  —  <p% 
eine  bestimmte  Grofie  —r^  zur  Grenze,  und  es  kann  dementsprechend  die  m  Eede 
stehende  Gleichung  durch  die  Gleichung: 


ersetzt  werden     Die  GroBe  T=-hma)  ist  durch  die  Eichtung  bestimmt,  gegen  welche 

C»j 

die  Eichtung  des  Eadmsvektors  j£  konvergiert,  wenn  £  auf  der  gewahlten  Bahnkurve 
gegen  den  Punkt  0  anruckt.  Diese  Eichtung  moge  durch  einen  von  0  ausgehenden 
Speer  markiert  werden.  Fafit  man  die  Totahtat  der  fttr  das  AnrUcken  von  ^ 
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Bahnkurven  ins  Auge,  so  wird  dadurch  im  Punkte  #,  wenn  er  nicht  etwa  die  in  Figur  5a 
dargestellte  Lage  hat,  ein  Buschel  von  ool  Speeren  bestimmt  (s  die  Figuren  56,  5C,  5d,  5e). 


Von  diesen  Speeren  soil  clerjenige,  welcher  dem  Anrucken  ernes  auf  s  in  positivem 
Smne  sich  bewegenden  Punktes  £  entspricht,  als  Anfangsspeer,  derjenige,  welcher  dem 
Anrucken  ernes  auf  s  in  negativem  Smne  sich  bewegenden  Punktes  £  entspricht,  als 
Endspeer  bezeichnet  werden  Dreht  sich  ein  Speer,  ohne  aus  dem  Buschel  heraus- 
zutreten,  um  einen  bestimmten,  in  BogenmaB  gemessenen,  positiven  oder  negativen 
Winkel,  so  andert  sich  die  GroBe  T  um  denselben  Betrag.  Demnach  wird  r  stets  eine 
negative  Anderung  —  s  (Q<e<2*)  erfahren,  wenn  ein  Speer  sich  vom  Anfangsspeer  aus 
uber  die  Speere  des  Btischels  zum  Endspeer  dreht.  Der  durch  Figur  5a  dargestellte  be- 
sondere  Fall  entspncht  dem  Werte  s  =  0.  Nachdem  so  der  zu  einem  Punkte  8  der  Linie  s 
gehorige  Buschel  von  Speeren  hinreichend  charakterisiert  ist,  ordne  man  jedem  Punkte  $ 
der  Lime  s  in  der  angegebenen  Weise  einen  Buschel  von  Speeren  zu.  Innerhalb  der 
dadurch  zur  Linie  5  bestimmten  Mannigfaltigkeit  von  oo2  Speeren  laBt  sich  jeder  Speer 
in  jeden  anderen  durch  stetige  Lagenanderung  uberfuhren;  auch  ist,  wenn  mnerhalb 
dieser  Mannigfaltigkeit  em  Speer  irgendwie  seine  Lage  andert,  die  dieser  Anderung 
entsprechende  Anderung  der  GroBe  r  immer  gleich  der  Gesamtdrehung  des  Speeres 

Es   soil  jetzt  gezeigt  werden,  daB   die  Funktion  F(&)  sich  fur  jeden  der  posi- 
tiven oder  der  negativen  Seite  von  av  oder  &„  angehorigen  Punkt  g,  nachdem  man  den 

Wert  von  InT^-  passend  bestimmt  hat,  durch  eine  Gleichung  von  der  Form, 


darstellen  liiBt,  wobei  G  eine  von  8  unabhtogige  G-roBe  ist. 

Zu  dem  Ende  zerlege  man  das  aus  &;J",  a~,  l~,  af  bestehende,  von  tv  tiber 
vv,  $„  qv  bis  §v  (s.  Fig  6)  sich  erstreckende  Sttick  der  Begienzung  von  T"  in  Teile 
siy  s2,  ••-,  sm,  die  so  Idem  seien,  daB  sich  zu  ihnen  Flkchenstucke  S^,  S2,  •,  Sm  von  der 
fruher  beschnebenen  Art  abgrenzen  lassen  Dabei  sollen  je  zwei  aufeinander  folgende 
Flachenstiicke  S^ly  S^  lings  emer  beliebig  kleinen  Linie  l^it^  welche  von  dem  den 
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Linien  s^,  sfl  gemeinsamen,  mit  ^-i,^  zu  bezeichnenden,  Punkte  ausgeht,  anemander 
stofien.  Es  moge  nun  allgemem  ein  in  S^  frei  beweglicher  Punkt  mit  £„,  ein  in  seiner 
Bewegung  auf  die  Linie  l^^  beschrankter  Punkt  mit  ^-i,,*,  endlich  ein  in  seiner 

Bewegung  auf  die  Linie  s^  beschrankter  Punkt 
mit  8^  bezeichnet  werden.  Die  Funktion  F(0) 
lafit  sich  dann  auf  Grund  des  vorher  erhaltenen 
Eesultats  far  jeden  Punkt  g±  der  Linie  sx  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form. 


fur  jeden  Punkt  #2  der  Lime  s2  durch  eine  Glei- 
chung von  der  Form: 


Fig   6 


darstellen,  wobei  Ci  eine  von  *19   Ca  eine  von  #2 

unabhangige  GroBe  ist.  LaBt  man  nun  die  Punkte  gl9  #%  mit  dem  Punkte  #1)2,  die  Punkte  £1;  £2 
mit  dem  Punkte  £  2  zusammenfaUen,  so  wird  FM  —  F(%\,  ffi  -  P  ?  ;  dagegen  braucht 

*  0     §  ai  0       05 

der  Wert  von  in  ^z  sich  mit  dem  unabhangig  von  ihm  definierten  Werte  von 
In  t  ^  •  nicht  zu  decken,  sondern  er  kann  sich  davon  um  ein  ganzes  Vielfaches  von 
27T&  unterscheiden.  Daraus  folgt,  daB  sich  die  Konstanten  G19  <72  auch  nur  um  ein 
ganzes  Vielfaches  von  2m  unterscheiden  konnen,  und  man  erkennt  zugleich,  daB 
man  den  Anfangswert  des  in  der  zweiten  Gleichung  vorkommenden  In  .  __z  so  be- 

stimrnen  kann,  daB  <72=  (7X  wird,  oder,  was  dasselbe,  daB  man  die  Funktion  F($)  fur 
jeden  Punkt  g  der  Lime  5x  +  52  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 


darstellen  kann ,   wobei   C  eine  langs   der  ganzen  Linie  s±  +  $2   konstante   Grofie  ist. 
Erweitert  man  nun  die  Flache  Si  +  S2  durch  sukzessives  Hmzunehmen   der  Flachen- 

stucke  SB,  S±,  •  -,  Sm  zu  der  Flache  fll  +  $H +  Sm  und  wendet  jedesmal  die  eben 

beim  Ubergang  von  /%  zu  8^  +  82  benutzte  SchluBweise  an,  so  erkennt  man  schlieBlich, 

daB  die  Funktion  F(z)  sich  fur  jeden  Punkt  *  der  Linie  %  +  s$  -\ +  sm  oder,   was 

dasselbe,  filr  jeden  der  positiven  oder  der  negativen  Seite  von  av  oder  lv  angehongen 
Punkt  $  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 
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darstellen  laBt,   wobei   C  eine  langs  &*  a~  l~  a%  konstante  GroBe  bezeichnet,   und   mit 

Eucksicht  auf  die  Entstehung  dieser  Gleichung  daran  festzuhalten  ist,  daB  der  Punkt  £, 

wenn  2  auf  s^  o«-i,s,     ,  »)  liegt,  in  seiner  Bewegung  anf  das  Flachenstuck  8^  beschrankt  ist. 

Gehort  der  Punkt  &  der  Linie  s^  der  Punkt  £  also  dem  Flachenstuck  8^  an,  und 

bringt  man  alsdann  die  soeben  gewonnene  Gleichung,  nachdem  man  In  7^-  =  —  In  9  —  <pi 

&     & 

gesetzt  hat,  in  die  Form: 

F(g\  =  C  -(-  lim  fP  I'l  +  In  a]  +  *» 

v/  £=«  \o   js|  V 

—  wobei  r  =  IJTYI  (^   durch  die  Eichtung  bestimmt  ist,  gegen  welche  die  Eichtung  des 

Eadiusvektors  #£  konvergiert,  wenn  £  auf  irgend  einer  Bahnkurve  gegen  den  Punkt  0 
anruckt  —  ,  so  kann  man  in  derselben  Weise,  wie  es  bei  der  vorhergehenden  Unter- 
suchung  geschehen  ist,  jedem  Punkte  0  von  s^  (^=1,2,  |JP)  und  damit  auch  jedem 
der  positiven  oder  der  negativen  Seite  yon  av  oder  &„  angehorigen  Punkte  0  emen 
die  verschiedenen  Grenzrichtungen  markierenden  Buschel  von  Speeren  zuordnen.  Zu 
dem  Punkte  ^-I|A|  G"=2,s,  ,7/0  ergeben  sich,  da  man  diesen  Punkt  sowohl  als  Punkt  der 
Linie  s^j.  wie  als  Punkt  der  Linie  5^  ansehen  kann,  zunachst  zwei,  einen  gemem- 
samen  Speer  besitzende,  Buschel  von  Speeren;  der  durch  Zusammenfassen  dieser  beiden 
Buschel  entstehende  Buschel  ist  als  der  zum  Punkte  ^_i,^  gehonge  Buschel  zu  be- 
trachten.  Auch  fur  einen  solchen  Buschel  gilt  der  Satz,  daB  bei  der  Drehung  ernes 
Speeres  mnerhalb  des  Buschels  die  GroBe  t  eine  dieser  Drehung  gleiche  Anderung 
erfahrt  Inneihalb  der  jetzt  zu  dem  Limenzug  l+a~l~a+  bestimmten  Mannigfaltigkeit 
von  oo2  Speeren  l&Bt  sich  jeder  Speer  in  jeden  anderen  durch  stetige  Lagenanderung 
ubeifuhren;  auch  ist,  wenn  mnerhalb  dieser  Mannigfaltigkeit  em  Speer  irgendwie  seme 
Lage  andert,  die  dieser  Anderung  entsprechende  Anderung  der  GroBe  t  immer  gleich 
der  Gesamtdrehung  des  Speeres 

Auf  Grund  der  zuletzt  gewonnenen,  die  Funktion  F(z)  fur  jeden  der  positiven 
oder  der  negativen  Seite  von  av  oder  &„  angehorigen  Punkt  darstellenden  Gleichung  laBt 
sich  jetzt  das  Verhalten  der  Funktion  F(fi)  sowohl  Itogs  des  Schnittes  av  wie  langs  des 
Schmttes  lv  in  folgender  Weise  bestimmen 

Man  verstehe  unter  #*,  jer  irgend  ein  zum  Schnitt  av  gehoriges  Paar  entsprechender 
Punkte,  unter  £+,  £"  ein  zweites  Paar  entsprechender  Begrenzungspunkte,  welches  zu 
dem  von  0*  bis  6+  sich  erstreckenden,  ebenso  wie  fnlher  mit  d'v  zu  bezeichnenden, 
Teil  des  Schmttes  av  gehort,  Bezeichnet  man  dann  denjenigen  Wert  von  r,  welcher 
dem  zum  Punkte  %*  gehorigen  Endspeer  entspricht,  mit  rj,  denjenigen,  welcher  dem 

P-B,  JL  17 
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zum  Punkte  sr  gehorigen  Anfangsspeer  entspricht,  mit  r~,  so   lassen  sich   die  Werte 
F(z)+,F(0)-  der  Funktion  F(z]  fur  die  Punkte  #+,  sr  darstellen  durch  die  Grleichungen* 

+  ln, 

+  !*< 
Hieraus  erhalt  man  durch  Subtraktion,  indem  man  beachtet,  dafi  nach  fruher  Bewiesenem 

langs  a!'v 
ist,  zunachst  die  Gleichung: 

Ffy+  —  F(#)~  =  I1™  (P 
und  weiter  dann,  da 


r 


•  o 


1st,  die  GUeichung: 


Die  Differ  enz  T,+  —  r~  bleibt  ungeandert,  wenn  man  das  Punktepaar  #+;  sr  durch  Ver- 
schiebung  langs  des  Schnittes  av  in  das  Punktepaar  qr,  ^3r  uberfuhrt;  es  ist  also 
re+  —  T^"  —  T?"  —  TS%  wobei  T?"  denjenigen  Wert  yon  r  bezeichnet,  welcher  dem  zum 
Punkte  q,,  gehorigen  Endspeer  entspricht,  rjv  denjemgen?  welcher  clem  zum  Punkte  $v 
gehorigen  Anfangsspeer  entspncht.  Diese  letztere  Differenz  ist  aber  gleich  der  Gesamt- 
drehung  ernes  Speeres,  welcher  innerhalb  der  zur  Lime  #77  gehorigen  Speennannigfaltig- 
keit  yon  dem  Anfangsspeer  des  Punktes  pv  in  den,  mit  ihm  gleichgerichteten,  Endspeer 
des  Punktes  qv  ubergefuhrt  wird,  und  sie  ist  daher  ein  nur  von  dem  Verlauf  des 
Schnittes  &„  abhangiges,  mit  Qv2n  zu  bezeichnendes,  ganzes  Vielfaches  von  2yr  Es 
ergibt  sich  so  schliefilich,  da6 


ist. 


langs  a, 


Um  das  Yerhalten  der  Funktion  F(s]  l&ngs  des  Schmttes  lv  zu  bestimmen,  ver- 
stehe  man  jetzt  unter  #+,  sr  irgend  ein  zu  diesern  Schnitte  gehoriges  Paar  entsprechender 
Punkte,  unter  £+,  £~  ein  zweites  Paar  entsprechender  Begrenzungspunkte,  welches  zu  dem 
von  JB*  bis  a%  sich  erstreckenden,  ebenso  wie  fruher  mit  l>"  zn  bezeichnenden;  Teil  des 
Schnittes  lv  gehort.  Bezeichnet  man  dann  denjenigen  Wert  von  r,  welcher  dem  zum 
Punkte  #+  gehorigen  Anfangsspeer  entspricht,  mit  rf,  denjenigen,  welcher  dem  zum 
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Punkte  a    gehorigen  Endspeer  entspricht,  mit  t~,  so  lassen  sich  die  Werte  F(zf,  F(g)~ 
der  Funktion  F(e)  fur  die  Punkte  z+,  z~  darstellen  durch  die  Grleichungen. 


F(z)+  =  C  -f  Hm  (P  | 


+  In  9  + 


£      =  ,3      \  0 


F(g)~  =  G  +  WP  r  +  In  ?)  +  rr» 


Hieraus  erhalt  man  durch  Subtraktion,  indem  man  beachtet,  daB  nach  fruher  Bewiesenem 


langs  ZC 


ist,  zunachst  die  Gleichung: 


pr 
f  \t- 


-p 

o 


P 


und  weiter  dann,  da 


P\ 
o 


-Ha 


2_ 

y 


^     ,      OW 
P  P    ' 


auch 


^,r  1st,  die  Gleichung. 


-^)-  =  -4^%r-f:-2^ia^-(rr-<  +  27I>-. 


Die  Differenz  rf  —  rj  bleibt  ungeandert,  wenn  man  das  Punktepaar  #+,  $~  durch  Ver- 
schiebung  Itogs  des  Schnittes  lv  in  das  Punktepaar  rv,  $v  uberfuhrt,  es  ist  also 
r7  —  rj  =  TJ?"  —  rj",  wobei  r£"  denjenigen  Wert  von  r  bezeichnet,  welcher  dem  zum 
Punkte  $v  gehorigen  Endspeer  entspricht,  •&»  denjenigen,  welcher  dem  zum  Punkte  rr 
gehorigen  Anfangsspeer  entspricht.  Diese  letztere  Differenz  ist  aber  gleich  der  Gesamt- 
dvehung  eines  Speeres,  welcher  inner halb  der  zur  Linie  a~  gehorigen  Speermannigfaltig- 
keit  von  dem  Anfangsspeer  des  Punktes  rv  in  den,  mit  ihm  gleichgerichteten,  Endspeer 
des  Punktes  p,  ubergefuhrt  wird,  und  sie  ist  daher  em  nur  von  dem  Verlauf  des 
Schnittes  av  abhangiges,  mit  t)v2^t  zu  bezeichnendes,  ganzes  Vielfaches  von  2n.  Es 
ergibt  sich  so  schliefilich,  daB 


ist. 

Nachdem  jetzt  das  Verhalten  der  Funktion  F(#)  lings  der  Schnitte  a,,  &„  von 
neuem  bestimmt  ist,  vergleiche  man  die  gewonnenen  Eelationen  mit  den  unter  (S.) 
stehenden ,  dieses  Yerhalten  ebenfalls  charakterisierenden  ursprunglichen  Relationen. 


17* 
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Es  ergeben  sich  dann  fur  die  dorfc  vorkommenden,  auf  Seite  123  durch  die  Gleichungen: 


bestammten  Konstanten  21,,  35,  hier  die  G-leicliungen: 


Leitet  man  nun  aus  den  beiden  jetzt  fur  3^  vorhandenen  Darstellungen  die,  die 
bisher  nocb  mcht  naber  bekannten  GroBen  c  bestimmende,  Eelation' 


ab,  tragt  die  so  fur  die  Grofien  c  gewonnenen  Werte  in  die  zweite  unter  (S'.)  stebende 
Gleichung  ein  und  setzt  alsdann  die  beiden  fur  33,  vorhandenen  Ausdrucke  emander  gleicb, 
so  ernalt  man  scbliefilicb  die  fur  y-1,  2,  ,p  geltende  Gleicbung: 


welche  die  Art  der  Abhangigkeit  der  Konstante  2kv  (v=i,a,  ,#)  von  der  Beschaflfenheit 
der  vorgegebenen  (2p  +  l)-fach  zusammenhangenden  Flache  T  und  von  dem  Charakter 
des  zur  Verwandlung  dieser  Flache  m  eine  emfach  zusammenliangende  Flache  T'  be- 
nutzten  Querschnittsystems  deutlich  erkennen  Ia6t 

9. 

Es  soil  jetzt  eine  allgemeine  Formel  abgeleitet  werden,  welche  die  nie  Denvierte 
emer  beliebigen  hnearen  Verbindung  von  zur  Charakteristik  (^  ^  gehorigen  Elementar- 

funktionen  durch  ebensolche  Elementarfunktionen  darzustellen  gestattet. 

Man  lege  wieder  die  ursprungliche  Flache  T"  zu  Grunde,  bezeichne  die  s  Punkte 
ooj,  •  •  •,  ooq,  a±,  -,  ar,  slt  •  •  •,  st  in  der  vorliegenden  Eeihenfolge  mit  ^,  •  -  ,  %  und  bilde 
zur  Flache  T"  mit  Hilfe  von  irgend  s  den  Bedingungen  m9+9^n^  —  !9  ?=IA  .r,  ge- 
nugenden  ganzen  Zahlen  m[,  ,  m,  und  irgend  welchen  Konstanten  fi,  21,  G  die  Funktion: 


Zu   derselben  Flache  T"   defimere  man  dann,  indem  man  unter    a  irgend   emen  im 
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Innern  dieser  Flache  gelegenen  Punkt  versteht,  eine  zweite,  mit  £i(s]  zu  bezeichnende, 
Funktion  durch  die  Gleichung: 


dzn 


wahle  die  Eadien  der  im  ersten  Teile,  in  Art  5  des  sechsten  Abschmttes,  zur  Ab- 
grenzung  der  Flache  T*  benutzten  Kreislmien  Jc{,  ,  Tc,  so,  daB  auch  die  Flache  T* 
den  Punkt  a  in  ihrem  Innern  enthalt,  und  betrachte  das  uber  die  Begrenzung  9ft  von  T* 
in  positiver  Richtung  erstreckte  Integral: 


Die  hinter  dem  Integralzeichen  stehende  Funktion  £1  ^  ist  eine  in  der  Flache  T* 
einwertige  und  mit  Ausnahme  des  Punktes  a  auch.  stetige  Funktion  der  komplexen 
Veranderhchen  *.  Infolgedessen  ist  das  in  Rede  stehende  Integral  auch  gleich  dem 


auf  den  Punkt  a  sich  beziehenden  Integral  j^lds  oder  auch,  da  die  Funktionen 

w 
una  ^W-f-i>+i  —  2l_  fur  den  Punkt  a  stetig  sind,   gleich   dem  den  Wert 

az         \       J         %  —  an  + 


besitzenden  Integrate  (-l)B+1w!  f    a®dg.    Bs  besteht  demnach  die 

da  mj  (a  —  a) 

Gleichung: 


Man  zerlege  nun  das  Integral  J  in  die  den  emzelnen  Stucken  der  Begrenzung  9ft 
entsprechenden  Teile  und  bezeichne  den  Komplex  der  auf  die  Schmtte  a,  6,  c,  T  sich 
beziehenden  Integrate,  nachdem  man  zuvor  noch  bei  jedem  dieser  Schnitte  die  auf  die 
positive  und  die  auf  die  negative  Seite  desselben  sich  beziehenden  Integrale  in  der  in 
dem  oben  genannten  Artikel  beschriebenen  Weise  vereinigt  hat,  mit  J"1?  den  Komplex 
der  auf  die  Kreislimen  H  sich  beziehenden  Integrale  mit  J^.  Es  ergeben  sich  dann  zu- 
nachst  die  Gleichungen: 


Urn  die  mit  Ji  bezeichnete  Integralsumme,  bei  der  d£2+  =  -jj-d0 
ist,  auszuwerten,  beachte  man,  dafi  fdr  v  —  l,  2,     <,$\  or  «  1,2,      ,  s: 
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langs  av  {£2+  =  £>r  -f  2(v?  &+  =  Or , 


(S.) 

langs  cv 

JT 

langs  ^ff  { £>+  =  ,i2"  +  27r^  Q,a, 
ist  —  wobei  zur  Abkurzung 


gesetzt  ist,  und  der  Wert  der  Konstante  S5V?  wenn  man  noch  zur  Erzielung  emer  ein- 
heitlichen  Schreibweise  die  GroBe  —  2wJ  —  ^  +  f^  Wieder  mit  33^  bezeichnet,  durch  die 

P  P  0 

Gleichung: 


4-     +  fi   '  S3(J?V)  4-  —  ?yst  a 

r         T  ^amff<Jv  )    i    ^  ^i  ^^ 

ff  =  1  ^ff  p  ss  1 


geliefert  wird  —  und  daB  dementspreehend  fiir  v  =  1,2,     ,p;  a  =  1,  2,  •  -  •,  s. 
langs  av  [£+  d£+  =  Sir 


langs  5,  {&+dfi+  -  ^-^^2-  +  «8V^,Q+  +    -  @«rrfS+  +  1-  Ord  (g), 


langs  cv 
langs 

ist.  Reduziert  man  alsdann  mit  Hilfe  dieser  letzteren  Eelationen  die  auf  der  rechten 
Seite  der  fur  Ji  gewonnenen  Gleichung  zwischen  den  geschweiffcen  Klammern  stehenden 
Ausdrucke,  so  erhalt  man  fur  Ji  zunachst  die  Gleichung. 


+  .+ 

7^4.        23t^ 


und  schliefilich,  mdem  man  die  mit  Hilfe  der  Relationen  (S.)  sich  ergebenden  Glei- 
chungen: 
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+ 

CflO+—O  O  2   (d" 

J  dU    -  ^  -  ^   _  7  ( 


av 


—  bei  denen  die  fur  ^=^?,  <r  =  s  auftretenden  Zeichen  ^+1,  IJ+1   als  gleichbedeutend 
mit  den  Zeichen  llr  ^  beziehungsweise  anzusehen  smd  —  benutzt  und  beachtet,  da6 


7ieJ2rj/—  C&du 


1st,  die  Qleichung- 


Zur  Auswertung  der  mit  J%  bezeichneten  Integralsumme  beachte  man,  dafi  sich 
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die  Funktionen  &,  £2  fur  das  Gebiet  des  Punktes  rja  (a =1,2,    ,*)  durch  Gleichungen  von 
der  Form: 


(R)  s 


darstellen  lassen,  wobei  fur  0  =  1,2,     ,  %  za  =  i~^ 

1st,  die  8,  c,  S,  c  von  ^  unabhangige  GroBen  bezeichnen  und  speziell  S0,  Sffl,  •  ,  fiffrni  die 
bei  der  Bildung  von  *Q(0)  benutzten  Konstanten  sind.  Da  nun  der  Wert  von  J2  aus- 
schliefilich  von  dem  durch  die  Gleichungen  (R.)  charaktensierten  Verhalten  der  Funk- 
tionen  &,  £1  far  die  Punkte  ^lf  •  ,  TJS  abhangt,  und  diese  Gleichungen  (E)  genau 
dieselbe  Form  haben  wie  die  Gleichungen  (R.),  welche  das  Verhalten  der  im  ersten 
Teile,  in  Art  1  des  siebenten  Abschnittes,  aufgestellten  Funktionen  W,  W  charaktensieren, 
so  bleiben  die  dort  zur  Auswertung  der  auf  die  Funktionen  W,  W  sich  beziehenden 
Integralsumme  J"2  durchgefohrten  Untersuchungen  richtig,  wenn  man  darin  allenthalben 
die  Buchstaben  W,  W  durch  die  Buchstaben  £2,  £2  beziehungsweise  ersetzt,  und  es  ergibt 
sich  dementsprechend  fur  die  hier  vorhegende  Integralsumme  J"2  d16  Gleichung: 

°^ 

(1=1  (7  =  1  ff  —  1    /i=l 


Tragt  man  jetzt  die  far  Ji,  J"2  gewonnenen  Ausdrucke  in  die  Gleichung 
em  und  eliminiert  aus   der  so  entstehenden  Gleichung  und  der  zu  Anfang  fur  J  ge- 
wonnenen Gleichung  die  GroBe  J,  so  erhalt  man  die  Formel 

cr=:*      _  <7=*  _  flr==*  n  =  mra  _ 

-(-!)•««•  JSSJB.  +  (-I)ffl^(fi0co0-S0cff0)  +  (-1?2  2 


Um  dieser  Formel  erne  fur  die  Anwendung  bequomere  Gestalt  zu  geben,  fiihre 
man  mit  Rucksicht  darauf,  daB 
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1st,  fur  die  in  den  G-leichungen  (R)  vorkonimenden  Konstanten  S,  c,  £,  c,  mf  eine  neue 
Bezeichnung  ein,  indem  man 


P.  .«     rt     o 

fara-1,2,3,       , 


9  t 


O 

y  ~a 


,2  +  2,     ^  +  '-{^=^ff_;     ^_sjLj[     ^'  =  ^-/     <-^-f 


P 

fur  o= 


— 

A/ff 


(         } 


(%_g_r) 


*vc         > 


setzt,  und  bringe  dementsprechend  die  zu  Anfang  des  Artikels  aufgestellte,  die  Punk- 
tion  £(&)  definierende  Grleichung  in  die  Gestalt: 


Nun  beachte  man,  daB   die  Funktion   P|"L  deren  ni&  Derivierte  nach  &  ebendort  rait 

_  o  p  I 

£2(0)    bezeichnet    wurde,    der    Grleichung  (3)    des   Art.  7   zufolge    far    das   Gebiet    des 
Punktes  7jff  (^=1,2,    ,  •>  dargestellt  wird  durch  die  Gleichung: 


P 

0 


.1   pi. 


ai*> 


und  daB  daher 

fur  das  Gebiet  des  Punktes  et  (r=i,a,    ,o  die  Gleichungen: 


P  La 

o  I  «* 


fdr  das  Oebiet  des  Punktes  «   <?-i,«,    ,>•)  die  Gleichungen: 


fur  das  Gebiet  des  Punktes  <xx  (x=i,2,    ,„)  die  Gleichungen: 


pr  -7> r 
o  *     o 


P-B,  n 
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und  auch  alle  auBer  den 


bestehen.    Man  erkennt  dann,  dafi  alle  Konstanten  S», 

'[     x,  noch  vorkommenden  Konstanten  2(ff)  sowie  die  Konstanten 
--=1,2,    ,»         den'wert  Null  haben,  und  da8  sich  dementsprechend  die  vorher  ge- 


Konstanten 


—  wenn  man  noch  das  auf  ihrer  rechten  Seite  hinter  dem  ersten  Integral- 
auf  Grand   der  in   Art  7   unter  (8.)    an   erster   Stelle 


zeichen  stehende 

stehenden  Gleichung  durch  («-!)!  P 


ersetzt  —  auf  die  Formel- 


reduziert  Dabei  soil  der  in  der  dritten  Zeile  an  dem  Summenzeichen  stehende  Akzent 
andeuten,  dafi  bei  der  Summation  diejenigen,  der  Reihe  1,  2,  ,q  angehorigen,  Werte 
von  x  auszuscnliefien  smd,  fur  welche  etwa  px  <»*„  +  !  ist  Die  in  der  vierten  und  funften 
Zeile  vorkommende  GroBe  @  ist,  der  neuen  Bezeichnung  entsprechend,  bestimmt  durch 
die  Gleichung:  t=t  y=q 


In  die  letzte  Formel  trage  man  jetzt  fur  die  dann  noch  vorkommenden  GroBen 
c,  S  ihre  aus  den  vorher  fur  J2(*)  aufgestellten  Entwicklungen  unter  Beachtung  der 
Relation  (g  +  n\n)=(-l}n(-g  \  n)  sich  ergebenden,  durch  die  Gleichungen: 


°  -»- 


1,2,8, 


-) 


1,8, 3, 
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bestimmten  Werte  ein.  LaBt  man  dann  noch  bei  der  entstandenen  Formel  in  neuer 
Bezeichnung  an  Stelle  des  Buchstabens  &  den  Buchstaben  £  und  hierauf  an  Stelle  des 
Buchstabens  a  den  Buchstaben  0  treten,  so  erhalt  man  schlieBlich  die  fur  jeden  mneren 
Punkt  0  der  Flache  T"  geltende  Formel: 


dzn 


f  —JL 


welche  die  gewunschte  Darstellung  der  ^ten  Denvierten  des  zuletzt  fur  £2(0)  aufgestellten 
Ausdruckes  dnrch  Elementarfunktionen  enthalt.  Die  hierbei  auftretenden  Konstanten 
c™,  c(^\  -,  (j^Lt  sind  die  Koeffizienten,  welche  in  der  Entwicklung  der  Fnnktion  &(*) 


fur  das  Gebiet  des  Punktes  a  den  Potenzen  z, 


P? 


1  beziehungsweise  zukommen. 


10. 

Die  im  vorhergehenden  Artikel  gewonnene  Formel  (D0.)  kann,  da  bei  ihr  die 
Schnitte  I  mcht  mehr  m  Betracht  kommen,  auf  die  Flache  Tf  bezogen  werden  und  gilt 
dann,  ihrer  Ableitung  gemaB,  fur  jeden  von  den  Punkten  oo,  a,  s  verschiedenen  inner  en 
Punkt  0  der  Flache  T',  aber  mcht,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  fur  jeden  Punkt  0  der  Be- 
grenzung  dieser  Flache;  sie  lafit  sich  jedoch  so  modifizieren,  daB  sie  auch  noch  gilt, 
wenn  der  Punkt  0  ein  Punkt  der  Begrenzung  von  Tf  ist  Um  diese  Modification  zu 
erhalten,  sollen  zunachst  die  auf  ihrer  rechten  Seite  an  erster  Stelle  stehenden  Inte- 
grale  einer  eingehenden  Untersuchung  unterzogen  werden. 


Da  die  Funktion  pK  und  damit  zugleich  auch  die  Funktion  P 


einerlei 


welche  Zahl   aus   der  Reihe  1,2,  •••jjp  unter   a  verstanden  wird,   als  Funktion  der 
beiden  komplexen  Vertoderlichen  ^,  0  stetig  ist,  wenn  £  einen  zum  Schnitte  la  gohOrigen 
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Punkt,  z  emen  weder  zum  Schnitte  &tf  gehorigen  nocli  mit  dem  Punkte  §ff  zusammen- 
fallenden  Punkt  der  Flache  T'  bezeichnet,  so  wird  durch  die  Grleichung- 


•wo- 


eine  fur  jeden  weder  zum  Schnitte  la  gehorigen  noch  mit  %a  zusammenfallenden  Punkt 
der  Flache  T'  emwertige  und  stetige  Funktion  J^\0}  der  komplexen  Veranderlichen  & 
defimeri  Die  Funktion  J£*\8)  kann  aber  auch  durch  die  Grleichung. 


(2) 


**£  ^ 


definiert  werden,  da  die  Werte  der  Funktion  ^1*1^  in  je  zwei  zum  Schnitte  &( 
horigen  entsprechenden  Punkten  £+,  £~,  wie  leicht  zu  sehen  ist,   durch  die  Gleichung 

$  verknupft  sind.    Beachtet  man  nun,  daB  fur  die  auf 


fat 


den  rechten  Seiten  der  Grleichungen  (1),  (2.)  stehenden  Integrale  die  Schnitte  aa,  CG  nicht 
in  Betracht  kominen,  da  jede  der  Funktionen  P  ^  -jj-  und  -^  -^  sowohl  fur  je  zwei 

zum  Schnitte  aa  wie  fur  je  zwei  zum  Schnitte  ca  gehonge  entsprechende  Punkte  £+,  ^~ 
denselben  Wert  besitzt,  und  daB  daher  die  Integrationswege  der  in  Eede  stehenden 
Integrale  auch  als  in  sich  zurucklaufende  angesehen  und  dementsprechend,  ohne  dafi 
diese  Integrale  erne  Wertanderung  erleiden,  durch  Deformation  vollstandig  von  dem 
Schnitte  la  losgelost  werden  konnen,  so  erkennt  man  weiter,  dafl  die  Grleichungen  (1.),  (2.) 
durch  die  Gleichungen 

p.] 


[2-] 


f      i*\     /* 

*T~  J   n 


ersetzt  werden  konnen,  wenn  nur  die  neuen  Integrationswege  $,,  ya  den  folgenden 
Bedingungen  geniigen  Die  von  dem  Integrationswege  6J"  und  dem  neuen  Integrations- 
wege pa  begrenzte  Eingflache  soil,  von  Teilen  der  Schnitte  a0,  c0  abgesehen,  keinen 
Teil  eines  der  noch  tibrigen  Schnitte  a,  J,  c  und  weder  den  Punkt  *  noch  einen  der 
Punkte  a  enthalten;  ebenso  soil  die  von  dem  Integrationswege  &j  und  dem  neuen 
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Integrations  wege  ya  begrenzte  Eingflache,  von  Teilen  des  Schnittes  aa  abgesehen,  keinen 
Teil  ernes  der  noch  ubngen  Schnitte  a,  I,  c  und  weder  den  Punkt  0  noch  einen  der 
Punkte  a  enthalten;  endlich  hat  man  sowohl  bei  der  Lime  (3a  wie  bei  der  Linie  ya  als 
die  positive  Eichtung  des  Durchlaufens  diejenige  anzusehen,  welche  zu  der  ins  Innere  der 
entsprechenden,  eben  erw&hnten  Eingflache  genchteten  Normalen  so  liegt  wie  die 
positive  Eichtung  der  Ti-A.cb.BQ  zur  positiven  Eichtung  der  X-Achse.  Die  Gleichung  [1.], 
die  im  Gegensatz  zur  Gleichung  (1)  mcht  versagt,  wenn  der  Punkt  #  in  emen  der 
Punkte  von  &~  ruckt,  liefert  nun  die  der  Stetigkeit  entsprechenden  Werte  der  Funk- 
tion  J^fy  fur  diese  fruher  ausgeschlossenen  Punkte;  ebenso  liefert  die  Gleichung  [2.], 
die  im  Gegensatz  zur  Gleichung  (1.)  mcht  versagt,  wenn  der  Punkt  0  in  emen  der 
Punkte  von  &J  oder  in  den  Punkt  §a  ruckt,  die  der  Stetigkeit  entsprechenden  Werte 
der  Funktion  J!?\z)  fur  diese  fruher  ausgeschlossenen  Punkte;  und  die  so  vervoll- 
standigte  Funktion  J"jff)(V)  ist  dann  eine  fur  jeden  Punkt  der  Flache  T1  einwertige  und 
stetige  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  0 

Die  Werte  der  jetzt  fur  die  ganze  Flache  T'  defmierten  Funktion  J^(ff)  in  je 
zwei  zu  einem  der  Schnitte  a,  6,  c  gehorigen  entsprechenden  Punkten  0+,  &~  sind  in  dei 
Weise  verknupft,  da8 

av   jw  ^+  -  jv>0~  ,  -1,2,    ,*, 


langs  6r{«7W(«)+-J.w(«)---  /  ^<H,  >  =  *,*,    ,,-1, 

,  <*X 
'IF' 


.)-+f_"«.2S-i^^, 


langs  cv 


ist  Die  Eichtigkeit  der  ersten,  zweiten  und  vierten  dieser  Gleichungen  erkennt  man 
unmittelbar,  indem  man  beachtet,  dafi  die  Funktion  J"J0)(^)  fur  jeden  mcht  zum  Schnitte 
l)a  gehorigen  und  auch  nicht  mit  dem  Punkte  §ff  zusammenfallenden  Punkt  0  der 

Flache  T'  dutch  die  Gleichung  (1)  bestimmt  wird,  und  dafi  langs  av  [P  ^|+  =  ?-P  f"? 
langs  lv  {P\l  +  -  P|i  "  -  ^  5p?,  langs  cv  {P  J  +  -  J?|5  "  ist.  Um  dagegen  die  an  dritter 
Stelle  aufgefdhrte  Gleichung  zu  gewmnen,  hat  man  vor  allem  zu  berucksichtigen,  dafi 
die  auf  ihrer  linken  Seite  stehende  GroBe  Jn(c°(^)+  durch  die  Gleichung  [2],  die  auf  ihrer 
rechten  Seite  stehende  GroBe  c7n(a)(0)~  durch  die  Gleichung  [1]  bestimmt  wird,  und  daB 
langs  6g[j?K|+-P  H^-^Jm  ffi  ist-  Man  erhhlt  dann  fur  die  in  der  genannten 
Gleichung  vorkommenden  GroBen  Jn(o)(^)+,  J"n(flr)(^)"  die  Gleichungen: 
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(»-!)'    fj 

rt»       J     a 


und  demnach  filr  die  Differenz 


r  zunachst  die  Grleichung. 


K 

Aus  der  von  /?tf  und  6+  begrenzten  Eingflache  sowohl  wie  aus  der  von  ya  und  &~  be- 
grenzten  Eingflache  denke  man  sich  nun  die  m  sie  fallenden  Teile  der  Schnitte  aa,  ca 
entfernt  und  bezeichne  die  so  schnittfrei  gewordenen  Emgflachen  mit  JB1?  jR2  beziehungs- 

weise     Die  auf  den  Punkt  sr  von  &~  bezogene  Grofie  P  z    -—  ist  dann,  bei  festge- 

haltenem  r  als  Funktion  des  Punktes  £  betrachtet,  eine  in  der  Eingflache  E^  einwertige 
und  mit  Ausnahme  des  dem  Punkte  sr  entsprechenden  Punktes  ^+  von  &J  auch  stetige 
Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  £,  ebenso  aber  erne  in  der  Emgflache  E2 
einwertige  und  mit  Ausnahme  des  Punktes  $~  auch  stetige  Funktion  der  komplexen 
Veranderlichen  £,  und  zudem  gilt  fur  je  zwei  zu  dem,  die  Emgflache  H±  von  der 
Eingflache  E%  trennenden,  Schnitte  1)G  gehorige  entsprechende  Punkte  £+,  £~  die  Grleichung 


=  j> 


" 


+  ^7  —  -  •  Definiert  man  nunmehr  fur  die  aus  den  Ringflachen 
R^RI  sich  zusammensetzende  Eingflache  E±  +  H^  eine  Funktion  F(£)  der  komplexen 
Veranderlichen  £,  indem  man 


fur  jeden  Punkt  £  von 
fur  jeden  Punkt  £  von 


P 


•? 


setzt,  so  hat  diese  Funktion  JF(£)  m  je  zwei  zum  Schnitte  &0  gehorigen  entsprechenden 
Punkten  £+,  ^~  denselben  Werfc  und  sie  ist  daher,  wenn  man  noch  die  aus  der  Flache 
E1  +  J?2  durch  Aufhebung  des  Schnittes  60  hervorgehende,  ausschlieBlich  von  den  Linien 
ft**  Ya  begrenzte  Eingflache  mit  E  bezeichnet,  eine  Funktion  der  komplexen  Vertader- 
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lichen  £,  welche  fur  jeden  von  dem  Punkte  u  =  z  =  a*  verschiedenen  Punkt  der  Flache  E 
einwertig   und    stetig  1st,    fur    den  Punkt  £  =  £  =  #±  dagegen   in    der  Weise  unstetig 

wird,  dafi  die  Differenz  F(£)  -  1^  ^  fur  diesen  Punkt  stetig  bleibt.  DemgemaB  besitzt 

das  um  den  Punkt  £  =  a  in  negativer  Bichtung  erstreckte  Integral  j  \F(Q  —  |^  - 

w 
den  Wert  Null,  oder,  was  dasselbe,  es  besteht  die  Gleichung. 


f*& 
(-!}*  I     df 

(      1)  J     (£_s)" 


w  w 

Mit  dem  bier  links  stehenden  Integrale  stimmt  aber,  infolge  der  eben  angefuhrten 
Eigenscbaften  der  auf  die  Flache  R  bezogenen  Funktion  F(g),  das  uber  die,  von  den 
Lmien  {3a9  ya  gebildete,  Begrenzung  der  Flache  E  erstreckte  Integral  fF(Q  d£  deni 
Werte  nach  uberem,  wenn  man  dabei  die  Integrationsrichtung  so  w&hlt,  daB  sie  zu  der 
ins  Innere  der  Flache  E  gerichteten  Normalen  ebenso  liegt  wie  die  positive  Eichtung  der 
Ze-Achse  zur  positiven  Bichtung  der  X-Achse,  oder,  was  dasselbe,  dafi  die  Begren- 
zungslimen  /?ff,  ya  in  der  vorher  fur  sie  festgesetzten  positiven  Kichtung  durchlaufen 
werden,  und  es  besteht  daher  auch  die  Grleichung: 


Ersetzt  man  nun  in  jedem  der  beiden  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  stehenden 
Integrate  die  GrroBe  F(£)  durch  den  ihr  auf  Grund  ihrer  Definition  entsprechenden 
Ausdruck,  so  erhalt  man  die  Grleichung: 


and  diese  Qleichung  liefert  dann  schlieBhch  durch  passende  Verbindung  mit  der  vorher 
ftir  Jjpffi  —  t7"ja)(^)"  erhaltenen  Q-leichung  die  Gleichung: 


„ 
Damit  ist  aber,  da  j  ^^rf^  —  —  /  j^-du^  1st,    die  gewiinschte,    das  Verhalten  von 

?tt  &J 

J}?\&)  langs  des  Schnittes  l<,  charakterisierende,  Gleichung  gewonnen. 
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Aus   den    Funktionen    J®(s),  •  •  •,  J<*}(*)   Mde    man   nun    durch   Addition    und 
darauffolgende  Multiplikation  mit  -j  die  Funktion: 


langs  lv 


Die  so  definierte  Funktion  Sn(z)  ist  eine  in  der  Flache  T'  emwertige  und  stetige 
Funktion  der  komplexen  Yeranderlichen  g,  deren  Werte  in  je  zwei  entsprechenden 
Begrenzungspunkten  z+,  z~  in  der  Weise  verknupft  smd,  dafi 


(S.) 


ist,  und  es  besteht  zudem  auf  Grand  der  DeflBition  der  Funktion  J®(B)  C^-LS,  .j»)  fur 
jeden  weder  zu  einem  der  Schnitte  &1?  •  •  •,  lf  gehorigen  noch  mit  einem  der  Punkte 
gu  •  -,  g,  zusammenfallenden  Punkt  g  der  Flache  T'  die  Grleichung: 


fur  jeden  der  negativen  Seite  eines  Schmttes  I  angehongen  Punkt 
die  Gleichung: 


=  gf  der  Flache  T' 


fur  jeden   der  positiven  Seite  eines  Schnittes  I  angehorigen  oder  mit  einem  Punkte  g 
zusammenfallenden  Punkt  #==/  der  Flaclie  T'  die  Gleichung: 


Aus  dieser  letzten  Gleichung  erhfllt  man  noch  unter  Beachtung  der  Gleichung  (3m )  des 
Art.  5  die  Gleichung' 
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1  i        C^il-t    -  Cdnul    ,    -       ,       v       ™    .   , 

oder,  da   /  jzrdwv  =  —  I  -^  dwv  ist,  die  Grleicnung. 


Eine  Funktion  $(#)  der  koruplexen  Veranderlichen  a,  welche  fur  jeden  Punkt  0 
der  Flache  Tr  emwertig  und  stetig  ist  und  den  Grleichungen  (S)  genugt,  kann  sich, 
wie  aus  dem  Pundamentalsatze  folgt,  von  der  Funktion  Sn(0)  nur  um  erne  additive 
Konstante  c  unterscheiden;  genugt  sie  auBerdem  noch  der  Q-leichung  (£.),  so  ergibt  sich. 
fur  c  der  Wert  Null.  Die  Funktion  Sn(&)  ist  also  auch  durch  die  soeben  genannten 
Eigenschaften  vollst&udig  bestimmt. 

Fuhrt  man  jetzt  schlieBlich  bei  der  Formel  (D0 )  fur  die  auf  ihrer  rechten  Seite 
an  erster  Stelle  stehende  Integralsumme  die  Funktion  Sn(a)  nut  Hilfe  der  vorher  fur  sie 
aufgestellten  Gleicliung  em?  so  gelit  diese  Formel  uber  in  die  Formel: 


CD.) 


und  diese  neue  Formel  gilt  fur  jeden  von  den  Punkten  oo,  a,  s  verschiedenen  Punkt  e 
der  Flache  T',  da  die  Differenz  ihrer  hnken  und  rechten  Seite  eine  in  der  Flache  2" 
einwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen  Yeranderlichen  a  ist,  welche  fur  jeden 
inneren  Punkt  g  und  daher  auch  fur  jeden  Punkt  g  der  Begi-enzung  den  Wert  Null  besitzt. 
In  bezug  auf  die  am  Schlusse  der  Formel  (D.)  stehende  Integralsumme  moge 
hier  noch  bemerkt  werden,  dafi  sie  immer  den  Wert  Null  besitzt,  wenn  n  eine  gerade 
Zahl  ist.  Wendet  man  namhch  auf  das  hinter  dem  Summenzeichen  stehende,  uber  &+ 
erstreckte  Integral  das  Verfahren  der  teilweisen  Integration  (n  —  l)-raal  hinteremander 
an,  so  erhalt  man  die  G-leichung: 


Vi-l 


P-B,  II 


19 
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die,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  fur  das  in  Eede  stehende  Integral  und  damit  aucb. 
fur  die  genannte  Integralsumme  den  Wert  Null  hefert 

11. 

Hit  Hilfe  der  Formel  (D  )   sollen  jetzt  die  «ten  Derivierten  der  Elementarfunk- 


tionen  ut\*\,  J? 


P 


P 


Pl 


dargestellt  werden. 


Man  setze,  unter  T  erne  Zahl  aus  der  Eeihe  1,  2,  •  •  ,  p  verstehend,  in  dem  zuletzt 
far  £(a)  aufgestellten  Ausdrucke  die  GroBen  £  samtlich  der  Null  gleich,  ebenso  die  Kon- 
stante  C,  dagegen  3tff  =  Stam,  a«i,s,  ,,;  dann  geht  £(*)  in  ut\e\  uber,  an  Stelle  der 
Entwicklung  der  Funktion  &(*}  fur  das  Gebiet  des  Punktes  af  («-i,»,  ,*•),  aus  der  die  in 
der  Formel  (D)  vorkomnienden  Grofien  c(tt()  zu  entnehmen  smd,  tritt  die  Entwicklung: 

«,|*Hj><'       -obei 

und  die  Formel  (D,)  liefert,   wenn  man   sie  auf  diese  spezielle  Funktion 

bezieht  und  beachtet,  daB  bei  dieser  Funktion  die  GroBe  @  den  Wert  Null  besitzt,  fur 

die  nie  Denvierte  der  Funktion  ut\8\  die  Darstellung: 


Man  verstehe  jetzt  unter  i\  einen  der  drei  Punkte  sl9  aa,  oo^,  —  wobei  a  erne 
Zahl  aus  der  Eeihe  1,  2,  -  -,  r,  r  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  ,  #  bezeichnen  soil  — 
und  setze  in  dem  mit  £l(e)  bezeichneten  Ausdrucke  die  GroBe  £(v)  der  Ems,  alle  tbrigen 


Grofien  S  sowie  die  GroBen  8C,, 


,  C  der  Null  gleich,  dann  geht  &(*)  in  P 


die  Integralsumme 


V  =3  1 


oder,    da    auf   Grund    der    m 


-1T  P 


ist,   m 


Art.  7    unter  (8.)    an    erster    Stelle    stehenden    Gleichung 

j97i^  ^(7;)  uber,  die  zu  ,G(0)  gehonge  GroBe  @  erhalt  den  Wert  1  und  an  Stelle  der 
Entwicklung  der  Funktion  *£(#)  fur  das  Gebiet  des  Punktes  «?  fc-i.a,  ,r)  tritt,  den 
Gleichungen  (3.)  und  (1.)  des  Art.  7  gemaB,  die  Entwicklung. 


P 

0 


1,2,3, 


wenn  der  Punkt  ^  von  dem  Punkte  ??  verschieden  ist,  dagegen  die  Entwicklung: 


P 

0 


wobei 
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14 


wenn   der  Punkt  aQ   sich   mit  dem  Punkte  r\   deckt,  was  ubngens   nur  in  dem  Falle, 
wo  7]  der  Punkt  aa  ist,  vorkommen  kann    TJnterscheidet  man  jetzt  m  bezug  auf  i]  die 

rj  =  oot,   und  bezieht  die  Formel  (D.),   indem    man   zngleich 


drei   Falle 


=  a 


ooq  ver- 


den   Buchstaben  el5    der   emen   beliebigen   von    den   Punkten  c^,    -  ,  ar,  oo 

schiedenen  inneren  Punkt  der  Flache  T  bezeichnet,  durch  e  ersetzt,  der  Eeihe  nach  auf 

die  speziellen  Funktionen  &$  =  P 


p 


so  erhalt  man 


fur  die  ni&  Denvierte  der  Funktion  P 

o 


die  Darstellung* 

° 


CD,.) 


fur  die  wte  Denvierte  der  Funktion  P 

o 


die  Darstellung. 

^ 


•tf 


fur  die  wte  Denvierte  der  Funktion  P 


die  Darstellung' 


'2    2 

?=i   1=1 


p  h 


1,2,        ,f) 


Dabei  soil  der  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (D,.)  an  dem  Summenzeichen  stehende 

Akzent  andeuten,  daB  bei  der  Summation  fur  den  Index  9  der  Wert  a  auszuschheBen  ist. 

Man  verstehe  jetzt  unter  17  wiederum  einen  der  drei  Punkte  81;  aa,  <x>t,  unter  m  im 

ersten  Falle  die  Zahl  mi}  im  zweiten  Falle  die  Zahl  na,  im  dritten  Falle  die  Zahl  jj,  und 

19* 
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setze  m  dem  zuletzt  fur  £l(e)  aufgestellten  Ausdrucke  die  QroBe  $?  der  Ems,  alle  ubngen 


GroBen  S>  sowie  die  Qrofien  %,  81 


»%y 


,  (7  der  Null  gleich,  dann  geht  £(*)  in  P 


uber,  die  zugehonge  QroBe  ©  erhalt  den  Wert  Null  und  an  Stelle  dei  Entwicklung  der 
Funktion  £l(*}  fur  das  Gebiet  des  Punktes  aQ  (e=i.»>  .')  tritt,  den  Gleichungen  (4)  und 
(2)  des  Art  7  gernaB,  die  Entwicklung: 


•wenn  der  Puukt  «„  von  dem  Punkte  v\  verschieden  1st,  dagegen  die  Entwicklung 


wenn  der  Punkt  ac  sich  mit  dem  Punkte  77  deckt,  was  ubrigens  nur  in  dem  Falle,  wo 
7\  der  Punkt-  aa  ist,  vorkommen  kann.  Unterscheidet  man  jetzt  m  bezug  auf  r\  die 
drei  Falle  ??  =  s±9  rj  =  aa,  r\  =  oo,,  und  bezieht  die  Formel  (D  ),  mdeni  man  zugleich  den 
Buchstaben  el9  der  emen  beliebigen  von  den  Punkten  a1?  •  ,  ary  oo1?  -,  <x>g  ver- 
schiedenen  inneren  Punkt  der  Flache  T'  bezeiclinet,  durch  e  ersetzt,  der  Reihe  nach 


auf  die  speziellen  Funktionen 


'  so  erhalt  man 


fur  die  niQ  Denvierte  der  Funktion  P. 

m   \Z 


die  Darstellung. 

/n\in  — X 


=  1     /  =  i 


dnP 


&v 


ftir  die  ^te  Derivierte  der  Funktion  P 


°H  die  Darstellung. 


dzn 


?  =  ;  ^sn^^-ll 
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fur  die  nte  Derivierte  der  Function  P 


die  Darstellung: 


d«P 


dzn 


)_($!_  p 

-i       \AtS.nu,-} 


- 

o ; 


-J-jf 


\du\, 


wenn 


in  LA 
r/«-- 


ist,  dagegen  die  Darstellung: 


/ 

-l 

f      \ 


i  w  r 

-^J  J 


&v 

wenn  m^n^  +  l  ist. 

Dabei  soil  der  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (D6.)  an  dem  Summenzeichen  stehende 
Akzent  andeuten,  daB  bei  der  Summation  fur  den  Index  9  der  Wert  a  auszuschliefien 
ist  Was  den  Buchstaben  m  betnffb,  so  vertritt  derselbe  bei  der  Forrnel  (D6.)  die  Zahl  %, 
bei  der  Formel  (D6.)  die  Zahl  n09  endlich  bei  den  Formeln  (D7.),  (D7'.)  die  Zahljp,,  und 
es  kann  daher,  insoferne  m±9  n0,  $*  unbestimmte  positive  ganze  Zahlen  sind,  in  den 
aufgestellten  Formeln  unter  m  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden  werden 

Die  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (D5.)  vorkommende  Integralsumme,  bei  der, 
ebenso  wie  bei  der  Formel  (Da.),  s  einen  beliebigen  von  den  Punkten  a1?  -  -  -,  ar,  oc1?  •  •  •,  ooff 
verschiedenen  inneren  Punkt  der  Flache  T'  bezeichnet,  kawn,  da  fur  jeden  solchen 
Punkt  e  auf  G-rund  der  Definition  der  Funktion 


und    der    Formel  (V.)    des    Art.  7    gemafi    (n-1)!  ^j^^  (m-l)\  -jfeP-   ist,    durch 
^  ersetzt  werden,  und  es  tritt  dann  an  Stelle  der  Formel  (D6.)  die  FormeL 

„  —  i 


(Wit  -"•  1 J  • 


— 1)1     dsm 
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Die  Formeln  CD2),  [D6.]  gelten  ihrer  Ableitung  geinafi  fur  jeden  von  den  Punkten 
a,  oo  verschiedenen  inneren  Punkt  s  der  Flache  T'.  Da  jedoch  bei  jeder  dieser  beiden 
Forrneln  die  Differenz  der  linken  und  rechten  Seite  bei  festem  &  eine  in  der  Flache  T' 
einwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  e  ist,  welche  fur  jeden 
inneren  Punkt  e  und  daher  auch  fur  jeden  Punkt  s  der  Begrenzung  den  Wert  Null 
besitzt,  so  gelten  diese  Formeln  auch  noch  fur  jeden  an  der  Begrenzung  von  T'  ge- 
legenen  Punkt  e,  nur  mussen,  wenn  a  ebenfalls  an  der  Begrenzung  liegt,  die  Punkte  e,  z 
als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt  liegen. 

Es  soil  jetzt  schliefilich  noch  die  nie  Derivierte  der  Funktion  8m(*)  dargestellt 
werden.  Zu  dem  Ende  ersetze  man  bei  der  Grleichung: 


welche  fur  jeden  von  den  Punkten  a,  oo  verschiedenen  inneren  Punkt  #  der  Flache  T' 
gilt,  die  hmter  dem  Integralzeichen  stehende  Derivierte  durch  den  ihr  auf  Grund  der 
Fonnel  [D5.]  entsprechenden  Ausdruck  Man  erhalt  dann  die  Formel. 


ft,-* 


die  ihrer  Ableitung  gemafi  far  jeden  von  den  Punkten  a,  oo  verschiedenen  inneren 
Punkt  0  der  Flache  T'  gilt,  die  aber  auch  noch  —  da  die  Differenz  ihrer  linken  und 
rechten  Seite  eine  in  der  Flache  T'  einwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen 
Veranderlichen  »  ist,  welche  fur  jeden  inneren  Punkt  s  und  daher  auch  fur  jeden  Punkt  0 
der  Begrenzung  den  Wert  Null  besitzt  —  fur  jeden  an  der  Begrenzung  von  T'  ge« 
legenen  Punkt  0  gilt 

Nachdem  so  die  wten  Derivierten  der   zur  Oharaktenstik 


mentarfunktionen  dargestellt  sind,  lafit  sich  jetzt  die  Funktion  P 
Art.  7  unter  (8)  fur  sie  aufgestellte  Gleichung: 


m   \Z\ 


J)  gehongen  Ele- 
mdem  man  die  in 


(m  —  1)1 


mit  den  Formeln  (Da),  (D3),  (D4.)  der  Reihe  nach  verbmdet,  durch  Elementarfunktionen 
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nnt  dem  Argumente  s  und  durch  die  Funktion  Sm(s)  darstellen  Um  diese  Darstellung 
zu  erhalten,  beachte  man,  dafi  die  Formel  (D2 )  fur  irgend  zwei  von  den  Punkten  a,  <x> 
verschiedene  Punkte  e,  s  der  Flache  Tr  gilt,  wenn  nur  diese  Punkte  als  Punkte  der 
Flache  T  betrachtet  getrennt  hegen,  dafi  dagegen  die  Formeln  (D3.),  (D4)  fur  jeden  von 
den  Punkten  a,  <x>  verschiedenen  Punkt  *  der  Flache  T  gelten.  Ersetzt  man  daraufhin 
bei  den  genannten  drei  Formeln  in  neuer  Bezeichnung  den  Buchstaben  &  durch  den 
Buchstaben  e  und  gleichzeitig  den,  nur  bei  der  Formel  (D2.)  vorkommenden,  Buch- 
staben s  durch  den  Buchstaben  »9  endlich  den  Buchstaben  n  durch  den  Buchstaben  m, 
so  erhalt  man  zunachst  drei  Gleichungen,  deren  linke  Seiten  von  den  GroBen' 


dsm 


beziehungsweise  gebildet  werden      Fuhrt  man   nun   noch  an  Stelle  dieser  GlroBen  auf 
Grund  der  vorstehenden  Gleichung  (8t.)  die  GroBen: 


(m-l)'P 

\  '     m 

beziehungsweise  ein,  so  erhalt  man  schlieBhch  die  drei  Gleichungen: 

/m\L0  —  l 


/my,e  —  *.    \ 


(-l 


^=1 


&f 
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von  denen  die  erste  fur  irgend  zwei  von  den  Punkten  «,  oo  verschiedene  Punkte  «,  e 
der  Flache  T'  gilt,  wenn  nur  diese  Pimkte  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  getrennt 
liegen,  die  zweite  und  dritte  dagegen  fur  jeden  von  den  Punkten  cc,  oo  verschiedenen 
Punkt  e  der  Flache  T'  gilt.  Der  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (Ea )  an  dem  Summen- 
zeichen  stehende  Akzent  soil  andeuten,  dafi  bei  der  Summation  fur  den  Index  ?  der 
Wert  a  auszuschheBen  1st. 


Jetzt  ist  man  auch  imstande,   das  Verhalten  der  Funktionen  P 


P\e 

m  \a, 


als  Funktionen  des  Parameters  s  vollstandig  zu  charakterisieren  Aus  der  Gleichung  (E. ) 
erkennt  man,  daB  die  Funktion  P  I  als  Funktion  von  s  unendkch  wird  wie  ^f, 
wenn  der  in  der  Flache  T'  bewegliche  Punkt  s  sich  dem  festen  Punkte  g  unbegrenzt 
nahert,  und  daB  diese  Funktion  irn  ubngen  nur  dann  noch  unendlich  werden  kann, 
und  bei  mcht  spezieller  Lage  des  Punktes  »  auch  stets  unendlich  wird,  wenn  der 
Punkt  e  sich  emern  der  Punkte  «15  •••,ar  unbegrenzt  nahert  Was  dagegen  die  Funk- 
tionen P  £  P  s  I  betrifft,  so  konnen  dieselben,  wie  die  Gleichungen  (Ea ),  (BM.)  zeigen, 

m     My  '    at     oo^l 

nur  dann  unendlich  werden,  wenn  der  Punkt  e  sich  emem  der  Punkte  %,  •  -,  ar  un- 
begrenzt nahert  Beachtet  man  nun  noch,  daB  die  drei  in  Rede  stehenden  Funktionen  sich 
auf  Grund  der  Gleichung  (S^)  von  den  nach  «  genommenen  wton  Dermerten  der  drei 
Funktionen  p|'  P  Ua ,  P  ^  beziehungsweise  nur  um  einen  Zahlenfaktor  unterscheiden, 

0    |t         0       8     '     0       • 

und  da8  erne  jede  dieser  drei  Derivierten  gegen  Null  konvergiert,  wenn  der  Punkt  s 
dem  Punkte  oo,  ^=1,2,  ,$  unbegrenzt  zustrebt,  so  erkennt  man  endhch  noch,  dafi  die 
Funktionen  P  s  ,  P  s  ,  P  *  stets  gegen  Null  konvergieren,  wenn  der  Punkt  e  irgend 

//{     0  7    »*     U0  7   m     OOT  a    ^ 

emem  der  Punkte  oo1?  -  ,  <x>q  unbegrenzt  zustiebt.  Das  eigentumliche  Verhalten  der 
Punktion  pH  beim  Anrflcken  des  Punktes  e  gegen  einen  Punkt  a  oder  emen  Punkt  oo 

m   \8\ 

steht  im  Einklange  nut  der  aus  den  Gleichungen  (8)  sich  ergebenden  Tatsache,  daB  die 

i 


Elementarfunktion  P  £   nicht  in  die  Elementarfunktionen  P 


ubergeht,  wenn  man 


den  Punkt  s  dem  Punkte  a  beziehungsweise  dem  Punkte  oo  unbegrenzt  zustreben  lafit 


12. 

Man  lasse  jetzt  bei  dem  der  Formel  (D.)  des  Art  10  zu  Grunde  liegenden,  in 
Art.  9  aufgestellten  Ausdrucke  £L(g)  an  Stelle  einer  jeden  der  t  +  r  +  q  Konstanten 
QM}  }%M}  QM}  .  f$pt  gK),  ..,S^  und  der  p  Konstanten  «„  -,  «,  die  Null 
treten  Der  dadurch  entstehende  Ausdruck: 
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bei  dem  m17  ••,  w,,  %,  •,  nr,pi9  -  ,pq  unbestimrnte  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen, 
und  die  Konstanten  £,  C  keinen  Bedingungen  unterworfen  smd,  stellt  dann  die  all- 
gememste  zur  Charaktenstik  (J  J)  gehonge  Funktion  W  dar,  welche  in  je  zwei  zu 
einem  der  Schmtte  a,  2  gehorigen  entsprechenden  Punkten  <^+,  ^"  denselben  Wert  be- 
sitzt,  und  zwar  ist  speziell,  wenn  fur  v  —  1,  2,  •  -,p  zur  Abkurzung 


l  =  <p 


gesetzt  wird, 

langs  a, 

langs  bv 
langs  cv 
langs  lrt 

Infolgedessen  ist  die  Funktion  W(t)  schon  in  der  aus  T"  durch  Aufhebung  der 
Schnitte  I  entstehenden  Flache  Tr  emwertig,  und  es  darf  daher  fur  die  Untersuchung 
dieser  Funktion  die  Flache  T1  zu  Grande  gelegt  werden  Noch  m&ge  fur  das  Folgende 
vorausgesetzt  werden,  dafi  fur  Q  =  1,  2,  •  -  •,  r  n^  >  ^  ist;  dadurch  wird  die  Allgememheit 
der  Untersuchung  mcht  beschrankt,  da  man  von  dem  Falle,  wo  ng>^  etwa  n  =p  +g 
ist,  zu  dem  Falle,  wo  ne^/u,Q9  etwa  n^ « ^  + 1  —  h  ist,  auch  dadurch  ubergehen  kann, 
dafi  man  den  Konstanten  SjJ>+,,  S£?LMll  -  • -,  S^lj^  den  Wert  Null  erteilt 


Die  definierte  Funktion  W(#)  lafit  sich  nun  auch  durch  die  Derivierte  einer 
zur  Charaktenstik  (J  J)  gehorigen  Funktion  TT  und  jp  ausgezeiclmete  Funktionen 
W(0)  der  hier  betrachteten  Art  linear  darstellen.  Zu  dieser  Darstellung  gelangt  man 
durch  dasselbe  Verfahren,  welches  in  Art.  7  des  dntten  Abschnittes  zu  dem  gleichen 
Zwecke  angewandt  wurde.  Em  Blick  auf  die  dort  durchgefiihrten  Untersuchungen  zeigt 
aber,  da6  die  hier  verlangte  Darstellung  aus  der  dort  erhaltenen  unmittelbar  hervor- 
geht,  wenn  man  darin  ty  =  0  setzt,  also  die  beiden  dort  vorkommenden  p-gliedrigen 
Summen  unterdriickt,  weiter  dann,  entsprechend  der  in  diesem  AJbschmtte  filr  die  p 

S-B,  II  20 
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allenthalben  endlichen  Elementarfunktionen  gewahlten  Bezeichnung,  wv\z\  durch  uv\a\ 
ersetzt  und  an  Stelle  der  Konstante  &v  die  eben  defimeite  Konstante  2SV  treten  lafit, 
endlich  noch  bei  P  den  Honzontalstrich  weglaBt  Man  erhalt  dann  far  die  Funktion 
W(#)  die  fur  jeden  von  den  Punkten  e,  a,  oo  verschiedenen  inneren  Punkt  &  der  Flache  T' 
geltende  Darstellung: 


Die  hierbei  auftretenden  Eonstanten  cjp^  ct*\  ?  c^x)  s^n(^  ^ie  Koeffizienten,  welche  in 
der  Entwicklung  der  Funktion  W(a)  fur  das  Gebiet  des  Punktes  oox  den  Potenzen 
z*x,  #i>  •••?  $%x  beziehungsweise  zukommen  ISTach  der  zu  Anfang  der  Untersuchung  ge- 
machten,  auf  den  Ubergang  von  dem  der  Ableitung  der  Formel  zu  Grunde  gelegten 
Falle  ng  >  ^  (<?=*,  2,  ,*•)  zu  dem  Falle  n^fjiq  sich  beziehenden  Bemerkung  sind  bei  dem  zu 
einem  bestimmten  Index  Q  gehongen  Ghede  der  auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden 
Gleichung  in  der  zweiten  Zeile  stehenden  Summe,  wenn  n^  —  ^  ist,  alle  Terme  bis 
auf  den  ersten,  wenn  dageggn  n9<fy  ist,  alle  Terme  uberhaupt  zu  unterdrucken,  so- 
daB  also  ftr  nQ<fjuQ  das  ganze  Glied  in  Wegfall  kommt. 

Die  auf  der  rechten  Seite  der  fur  W(#)  gewonnenen  Gleichung  vorkommenden, 
uber  die  positive  Seite  des  Schmttes  l)v  zu  erstreckenden  Integrale  sollen  jetzt  unter 
der,  for  die  Herleitung  dieser  Gleichung  gemachten,  Voraussetzung,  daB  die  Punkte 
«!,  •••,«,  sowie  der  Punkt  »  im  Innern  der  Flache  T'  liegen,  naher  untersucht  werden. 
Um  zunachst  eine  fur  diese  Untersuchung  notige  Hilfsformel  zu  erhalten,  beziehe 
man  die  fur  jeden  Punkt  g  der  Flache  T'  geltende  Formel  (Es.)  des  vorhergehenden 
Artikels  auf  einen  Punkt  0  —  ^  von  6J,  multiphziere  alsdann  linke  und  rechte  Seite 
mit  d£  und  integnere  in  positiver  Richtung  uber  die  positive  Seite  des  Schmttes  &„ 

indem  man  beachtet,  daB  fur  m  =  l,  2,  3, 

+  + 
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ist,    und   daB    der  Wert   cles   hier  rechts   stehenden   Integrals    fur  m  =  1   der   Differenz 
©>  —  ^  der  der  Funktion  Pj  langs  cv,  av  beziehungsweise  zukommenden  Konstanten 


_^L!?  21,  =  0,  fur  w  —  2,3,       der  Differenz  der  der  Funktion 


langs  c,,  av 


beziehungsweise  zukommenden  Konstanten  (£„  =  0,  §[„  =  0  gleich  ist,  daB  also  der  Wert 
des  links  stehenden  Integrals  fur  m  =  l,  2,  3,  •••  durch  -£ml^p  dargestellt  werden 
kann.  Man  erhalt  dann  die  erwahnte,  fur  jeden  von  den  Punkten  a,  co  verschiedenen 
inneren  Punkt  e  der  Flache  T1  geltende  Hilfsformel: 


Was  nun  das  an  erster  Stelle  zu  untersuchende,  nur  von  den  Punkten  e1?  -   •,  et 

+ 
abhtogige,  Integral  CW(g)d£  (^=1,9,    .*)  betrifft,  so  erhalt  man  fur  dasselbe,  wenn  man  die 

»+ 

darin  vorkommende  GroBe  TT(^)  auf  Grund  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  aufgestellten, 
die  Funktion  W(a)  fur  jeden  Punkt  *  der  Flache  T'  defimerenden  Gleichung  durch  den 
ihr  entsprechenden  Ausdruck  ersetzt,  zunachst  die  Gleichung. 


2  £ 


o  =  rm  = 

2  m 


und  schliefilich,  wenn  man  das  auf  der  rechten  Seite  an  erster  Stelle  stehende  Integral 
auf  Grund  der  Hilfsformel  (H)  durch  Elementarfunktionen  mit  dem  Argumente  ez 
ausdruckt,  die  Gleichung: 


(2.) 

wobei  zur  Abktirzung 


sOTy  o 


(3) 

N     ' 


gesetzt  ist. 


6+ 


20* 
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Das  an   z welter   Stelle   zu   untersuchende,   nur    von   dem   Punkte  z  abhangige, 
Integral    CP  *  d%  <0=i,s,    ,P)  laBt  sich  clurch  Elementarfunktionen  mit  dem  Argumente  z 

darstellen.  Urn  diese  Daistellung  zu  erhalten,  lasse  man  in  der  Hilfsformel  (H.)  an 
Stelle  des  Punktes  e  den  Punkt  0,  an  Stelle  des  Buchstabens  v  den  Buchstaben  a  treten 
und  setze  m  =  1.  Man  gewinnt  auf  diese  Weise  die  Grleichung: 


wobei  zur  Abkurzung 
(2'.) 


w  <•>«  -  i  +  £ 


^  (/>_,  ?  *)  { 


gesetzt  1st.  Die  durch  die  letzte  Grleichung  fur  jeden  Punkt  0  der  Flache  Tf  defimerte 
Funktion  W(a\z)  ist  eine  zur  Charakteristik  (J  J)  gehorige  Funktion  TT(^)  von  der  in 
diesem  Artikel  betrachteten  Art,  die  nur  fur  die  Punkte  ai9  ••-,  ar  unstetig  und  zwar 
algebraisch  unendlich  wird,  und  deren  Werte  in  je  zwei  zu  em  em  der  Schnitte  a,  &,  c 
gehorigen  entsprechenden  Punkten  c?+,  oP'  in  der  Weise  verknupft  sind,  dafi 


(3') 


ist,  wobei  zur  Abkurzung 


langs  ar{ 
langs  &„{ 
langs  c,.  { 


-  f\( 
*™J  I; 


gesetzt  ist.    Das  in  der  letzten  Zeile  stehende  Integral  kann  ausgewertet  werden,  indem 
man  die  zwischen  den  geschweiffcen  Klammern  stehende  Grofie  auf  Grrund  der  Formel: 


-JLj?  f 

pytt  ^^i      J 
v  •—  1   v 
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durch  die  GroBe  —  2    "L*  U  '  —  2c  ersetzt  —  wobei  c  das  auf  der  rechten  Seite  der  vor- 

U>s 

stehenden  Formel  Mnter  dem  letzten  Minuszeichen  stehende  SchluBghed  vertritt,  also 
erne  von  £  freie  GroBe  1st  —  und  alsdann  die  Integration  ausfuhrt;  man  erhalt  so  far 
das  Integral  den  Werfc  2^ani  und  erkennt  nun  schlieBlich,  daB 


ist,  daB  also  IBS0  nur  dann  emen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  1 
besitzt,  wenn  v  =  a  ist  Die  soeben  aufgestellte,  bei  der  Auswertung  des  Integrals 
benutzte  Formel  geht  aus  der  Formel  (Dx  )  des  Art.  11  hervor,  indem  man  bei  dieser  zu- 
nachst  in  neuer  Bezeichnung  v  durch  v,  £  durch  £'  ersetzt,  alsdann  w  =•  1,  r  =  r,  0  =  % 
setzt  und  endlich  noch  an  Stelle  des  Summationsbuchstabens  A  emen  neuen  Summations- 
buchstaben  A'  vermittels  der  Gleichung  A  —  /UQ  —  A'  emfuhrt. 

Mit  Hilfe   der   Grleichungen  (2.)  und  (!')  kann  man  jetzt  der   vorher  fur  W(#) 
erhaltenen  Grleichung  die  Gestalt 


(D.) 

geben,  wobei  W*(0)  durch  die  Grleichung: 


v  =  l 

—  bei  der  J5TJ*1'    'c<)  die  unter  (3)  definierte  GroBe  bezeichnet  — ,  W(v]($)  ("=i,s,    »*)  durch 
die  Gleichung: 

M      o  =  r  teur-l  ± 


6  6 

endlich  SBV  c»-i»a,    ,*)  durch  die  schon  fruher  aufgestellte  Gleichung: 


j_   X"     V  Of01 

T^  ^^/  *^j  ™ii 

•teal   Z  =  l  A  ^>  =  1  ^.—  1  *  X  =  l   ^Jsl 

bestimmt  ist.     Trotzdem  die  Gleichung  (D.),  zur  Vereinfachung  der  Untersuchung,  nur 
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far  den  Fall  abgeleitet  worclen  1st,  dafi  die  Punkte  s±,  •  ,  st  sowie  der  Punkt  s  irn 
Innern  der  Flache  TT  liegen,  gilt  sie  auch  noch,  wenn  die  genannten  Punkte  teilweise 
oder  samtlich  der  Begrenzung  von  Tf  angehoren  Unter  der,  die  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  nur  scheinbar  beschrankenden,  Voraussetzung,  daB  die  unbestimmten 
Konstanten  £(*r)  (*-=*, 2,  ,*>  durch  eine  Lagenanderung  der  Punkte  &,,  £2,  ..,et  nicht  beein- 
fluBt  werden,  andert  sich  namlich  der  Wert  des  Ausdruckes: 


bei  dem  W(0)  die  zu  Anfang  dieses  Artikels  aufgestellte  lineare  Verbindung  von 
Elementarfunktionen  vertritt,  als  Funktion  der  t  +  1  in  Tr  frei  beweghchen  Punkte 
£1?--  9  *t9  #  betrachtet,  stetig,  wenn  einer  dieser  Punkte  durch  stetige  Bewegung  in 
einen  Punkt  der  Begrenzung  von  Tr  ubergeht,  und  es  kann  daher  der  in  Rede  stehende 
Ausdruck,  da  er  der  Gleichung  (D.)  gemaB  immer  den  Wert  Null  besitzt,  wenn  die 
genannten  Punkte  im  Innern  der  Flache  T'  liegen,  nicht  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  haben,  wenn  diese  Punkte  teilweise  oder  samtlich  der  Begrenzung  von  T' 
angehoren. 

Infolge  der  das  Yerhalten  der  Funktionen  W(0),  W(a}(s)  langs  der  Begrenzung 

von  T'  charakterisierenden  Gleichungen  (S),  (3r.),  (4;.)  hat  die  Funktion 


und  damit  auch  die  nach  G-leichung  (D)  mit  ihr  identische  Funktion  in  irgend 

zwei  zum  Schnitte  lv  gehorigen  entsprechenden  Punkten  cf  +,  oP"  denselben  Wert,  sodafi 
also  langs  &v|  —  jj^-  =  —  57^-  ist.    Andererseits  ergibt  sich  aus  dem  die  Funktion  W*(B) 


definierenden  Ausdrucke,  daB  langs  lv  [  dw^]*  =  dw*®~  +  -(-^S^-^Xs^+^X^)  ffi 

ist.     Vergleicht  man   diese   beiden  Resultate   und  beachtet,   dafi  —j-  nicht   fur  jeden 

zum  Schnitte  &„  gehorigen  Punkt  0  den  Wert  Null  haben  kann,  so  erkennt  man,  daB  die 
Relation: 

besteht,  und  daB  daher  die  Funktion  W*(*)  eine   zur  Charakteristik  (J     J)  gehorige 
Funktion  W  ist. 

Aus  der  Gleichung  (D)  erkennt  man  nun  schliefilich,  dafi  die  allgemeinste  zur 
Charakteristik  ^  ^  gehorige  Funktion  W(#),  welche  m  je  zwei  zu  einem  der  Schnitte  a,  I 
gehorigen  entsprechenden  Punkten  <$>+,  §>-  denselben  Wert  besitzt,  sich,  entsprechend 
der  zu  Anfang  des  Artikels  aufgestellten  Behauptung,  durch  die  Derivierte  einer  eben- 
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falls  zur  Charakteristik  (  gehorigen  Punktion  W,  eben  der  Funktion  W*(z}9  und 

die^  ausgezeichneten,  mit  der  Funktion  W(z)  gleichartigen  Funktionen  TT(1)(V),  •••,  W(p](s) 
linear  darstellen  laBt.  Dabei  1st  noch  besonders  hervorzuheben,  daB  diese  p  aus- 
gezeichneten Funktionen  TT71^),  -iW^fy  durchaus  selbstandige,  von  der  darzustellen- 
den  Funktion  W(s)  unabhangige  Gebilde  sind,  wahrend  andererseits  die  Funktion  W*(s) 
in  engster  Beziehung  zu  der  Funktion  W(0)  steht. 

L&Bt  man  in  der  zu  Anfang   dieses   Artikels  aufgestellten,  die  Funktion  W(s) 
definierenden  Grleichung  und  dementsprechend  auch  in  der  Gleichung  (D.)  die  G-roBen  S 
samtlich  mit  der  Null  zusammenfallen  und  setzt  zudem  noch  C=l?  so  wird 
und  zugleich  reduziert  sich  die  G-leichung  (D.)  auf  die  Gleichung: 


Zum  Schlusse  dieses  Artikels  sollen  jetzt  noch  kurz  diejenigen  speziellen  zur 
Charakteristik  (|  J)  gehorigen  Funktionen  W  betrachtet  werden,  deren  Werte  in  je  zwei 
entsprechenden  Punkten  c^+,  ^~  der  Begrenzung  von  T"  in  der  Weise  verknupft  smd,  dafi 

langsa,{TT+  —  "FT", 
langs 


langs  la{W+*=W-,  <F=i,9,    ,*, 

ist,  und  die  daher  schon  in  der  ursprunglichen,  keinen  der  Schmtte  a,  &,  c,  I  ent- 
haltenden  Flache  T  einwertig  sind  Eine  jede  solche  Funktion  moge  eine  ^L-Funktion 
genannt  und  mit  A(z]  bezeichnet  werden.  Dieser  Definition  zufolge  ist  die  Gesamtheit 
der  ^t-Funktionen  identisch  mit  der  Gtesamtheit  derjenigen  Funktionen  W(&)  von  der 
zu  Anfang  dieses  Artikels  definierten  Art,  bei  denen  die  das  Verhalten  an  den 
Schnitten  I  bestimmenden  Konstanten  951?  SS2?  •  •,  $8#  samtlich  den  Wert  Null  besitzen, 
Die  Denvierte  ^  einer  jeden  zur  Oharakteristik  Q  J)  gehorigen  Funktion  W 

ist  —  wie  aus  der  Pormel  (D.)  des  Art.  10  folgt,  wenn  man  darm  @  —  0,  n  =  l  setzt 
und    beachtet,    dafi    fur    @  =  0    der    zugehorige    Ausdruck  &(»}    die  allgemeinste   zur 

Charaktenstik  (J     J)   gehorige  Punktion  W  darstellt  —  eine  ebenfalls  zur  Charakte- 
ristik (J     J)  gehorige  Punktion  W  und   zwar  eine  J.-Funktion?   da  sie  zudem  in  je 

zwei  entsprechenden  Punkten  <^+,  cP~  der  Begrenzung  von  T"  denselben  Wert  besitzt. 
DaB  aber  auch  umgekehrt   erne  jede  J.-Funktion  sich  mit  der  Derivierten  einer  zur 
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Charakteristik  (J  J)  gehongen  Funktion  W  deckt,  erkennt  man,  wenn  man  beachtet, 
daB  die  vorher  gewonnene  Gleichung  (D.)  sich  fur  eine  Funktion  W(8)*=A(s)  auf  die 
Gleichung: 


reduziert.  Die  Gesanitlieit  der  .4-Funktionen  ist  also  auch  identisch  mit  der  Gesamt- 
heit  der  Derivierten  ^  der  zur  Charakteristik  ^  *)  gehongen  Funktion  W. 

Aus  dem  soeben  gewonnenen  Eesnltate  folgt  nun  schlieBlich  noch,  daB  das  mit 
einer  Funktion  A(#)  gebildete,  von  einem  Punkte  #0  bis  zu  emem  Punkte  &  uber  eine 

z 

ganz  im  Innern  der  Flache  T"  veiiaufende  Kurve  erstreckte  Integral  J*A(z)d8  eine  zur 
Charakteristik  (*  J)  gehorige  Funktion  W  ist,  und  daB  diese  Funktion  W,  nachdem 
man  A(#)  durch  Elementarfunktionen  ausgedruckt  und  zu  dem  so  erhaltenen  Aus- 
drucke  W($)  von  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  defimeiten  Art  den  ihm  entsprechenden 
Ausdruck  W*(#)  gebildet  hat,  durch  die  Gleichung: 

s 

(D".)  CA  (*)  de  =  TT*  («)  -  TT*  («b) 

*o 

geliefert  wird. 

Auf  die  Theorie  der  J[-Funktionen  soil  ausftihrlicher  erst  im  nachsten  Abschnitt 
eingegangen  werden. 

13. 

Die  Untersuchungen  des  Art  6  haben  gezeigt,  daB  der  Ausdruck: 


P  c 


+  si^'  p 


+   •  +  fifi  P 


+  w*  p  " 


bei  dem  m1?  ••-,  mt,  n^,--  ,n,,  pi9-'  7jptf  unbestimmte  positive  ganze  Zahlen,  die  Buch- 
staben  C,  5t?  C  unbestimmte,  nur  der  Bedmgung: 


unterworfene  Konstanten  bezeichnen,  die  allgememste  zur  Charakteristik  (J     J)  gehorige 
Funktion  TT  darstellt.   Auf  Grund  des  im  vorhergehenden  Artikel  gewonnenen  Resultats 
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ist   man  jetzt  nnstande,  das  mit  dieser  Funktion  W(si)  gebildete,  von  einem  Punkte  #0 
bis    zu   einem  Punkte  0  uber  eine  ganz  im  Innern  der  Flache  T"  verlaufende  Kurve 

3 

erstreckte  Integral  J  W(&)  dz  durch.  das  Produkt  &  TF(0)  und  Elementarfunktionen  linear 

SQ 

clarzustellen     Man   braucht   clazu   nur   auf  das   Integral   das  Verfahren   der  teilweisen 
Integration  anzuwenden  und  in  der  so  sich  ergebenden  GHeichnng 


das  rechtsstehende,  auf  die  -4-Funktion  0    d       sich  beziehende  Integral  mit  Hilfe  der 

Formel  (D"  )  des  vorhergehenden  Artikels  durch  Elementarfunktionen  auszudrucken. 

In  derselben  Weise  schlieBend,  wie  es  in  Art.  8  des  zweiten  Abschnittes  an  der 
entsprechenden  Stelle  geschehen  ist,  gelangt  man  hier  unter  fast  wortlicher  Wieder- 
holung  des  dort  Gesagfcen  zu  der  die  erwahnte  Darstellung  liefemden  Grleichung: 


=  eW(t)  - 


In  dieser  Gleichung  vertritt  W*(s)  den  Ausdruck: 


bei  dem  zur  Abkurzung  fur  ?/  =  1,  2,  •  •  ,  p: 


*** 


_!!     m 


v 


,  II 
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gesetzt  1st,  wabrend  die  Konstanten  8',  c'  aus  den  Gleicbungen: 


sich.  ergeben,  wenn  man  dabei  die  Grofie  8Lff+i  und  jede  Grrofie  S™,  deren  Index  % 
nicht  der  Eeihe  0,  1,  2,  ,  «e  augehort,  als  mit  der  Null  identisch.  ansieht  und  unter 
G$°*\  $**>  ">  $°y)  die  Koeffizienten  versteht,  welche  in  der  Entwicklung  der  Funktion 
W(g)  for  das  Gebiet  des  Punktes  oox  den  Potenzen  a^,  <,  ,  ^  beziebungsweise 
zukomnien 


Fimfter  Abschnitt 

Theorie  der  JL-Funktionen. 


1. 

Es  sollen  jetzt  die  am  Ende  von  Art.  12  des  vorhergehenden  Abschmttes  defi- 
nierten  und  mit  A(0)  bezeichneten,  speziellen  zur  Charakteristik  ^  J  gehongen  Funk- 
tionen  W  emer  genauen  Betrachtung  unterzogen  warden. 

Man  fixiere  in  der  ursprunglichen  Flache  T'  irgend  s  Pnnkte  TJ(I),  ?/2),  ,  rj(s\  die 
nur  der  Bedmgung  zu  genugen  haben,  da6  sie  als  Punkte  der  Flache  T  betrachtet  ge- 
trennt  liegen,  und  ordne  ihnen  die  positiven  ganzen  Zahlen  m19  m^,  ,  m,  beziehungs- 
weise  zu.  Fur  den  Fall,  daB  irgend  welche  diesei  Punkte  an  der  Begrenzung  von  T' 
liegen,  fuhre  man  am  Schnittsystem  bei  diesen  Punkten,  ohne  jedoch  den  Charakter  des 
Schmttsystems  zu  andern  und  ohne  einen  Schnitt  uber  einen  der  Punkte  77  hinuberzu- 
schieben,  eine  solche  Deformation  aus,  dafi  die  samtlichen  Punkte  //  im  Innern  der  da- 
durch  entstehenden  neuen  Flache  T'  liegen  Nach  dem  im  vorhergehenden  Abschnitt  zu 
Anfang  des  Art.  12  Bemerkten  1st  dann  in  dem  mit  den  willkurlichen  Konstanten  S,  G 
gebildeten  Ausdruck. 


bei  dem  die  P  zur  Charakteristik  (|  J)  gehorigo  Elementarfunktionen  bezeichnon,  jede 
zur  Charakteristik  Q  J)  gehongc  Funktion  W  enthalten,  welche  in  der  Flache  T'  ein- 
wertig  ist,  in  je  zwei  zu  emem  der  Schmtte  a,  c  gehorigen  entsprechenden  Punkten  $*  +?  c^"" 
denselben  Wert  besitzt,  far  jeden  von  den  Punkten  ??  verschiedenen  Punkt  0  der  Flache  T' 
stetig  ist  und  ftir  den  Punkt  T?C(T)  (o--i,j,  ,•)  hochstens  von  der  Ordnung  m0  unendlich 
wird  Auf  Grand  der  G-leichungen  (2W.),  (4m.)  von  Art.  5  des  vorhergehenden  Abschnittes 


21* 
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smd   die  Werte   dieser  Funktion  in  je   zwei   zum  Schmtte  6,  («-i,9,    .p)  gehongen  ent- 
sprechenden  Punkten  Sy'r,  ff~  in  der  Weise  verknupft,  daB 

langs  &,  [  W(Jf-W(*r-'*'2  3'?r^ 

^  (7  =  1    2  =  1      ^ 

ist,  wobei,  der  einfacheren  Schieibweise  wegen,  ^  durch  a0  ersetzt  ist. 

Sollen  nun  zur  Flache  T  JXFunktionen  existieren,  die  fur  jeden  von  den  Punkten  y 
verschiedenen  Punkt  z  dieser  Flache  stetig  smd  und  fur  den  Punkt  ^(^=1,2,  ,*)  hochstens 
von  der  Ordnung  ma  unendlich  werden,  so  muB  sich  das  System  der  p  Gleichungen. 


ft).  +  A  8-  (%).+  •     +  i^?2».(^).}  -  0. 


durch  GhroBen  S,  welche  nicht  samtlich  den  Werfc  Null  besitzen,  befriedigen  lassen,  da 
nur  in  diesem  Falle  auch  langs  ernes  jeden  der  p  Schmtte  I  {  W(#)+=  W(z)~  ist,  und  es 
wird  dann  die  allgemernste  zu  emem  solchen  Systeme  von  GroflenS  gehonge  Funktion  A(z) 
der  genannten  Art  durch  die  Gleichung: 


(2-) 


bei  der  C  eine  willkurhche  Konstante  bezeichnet,  geliefert. 

Betrachtet  man  bei  einer  Funktion  A(0)  der  in  Eede  stehenden  Art  den  Punkt 
7/ff)  (<r=i,2,  ,6),  fur  den  sie  unendlich  von  der  Ordnung  mff(ooffi»),  ss^m,,  werden  moge,  als 
aquivalent  mit  mff  oo^Punkten,  so  kommen  der  Funktion  A(#)  im  ganzen  m=*m±  +  -  +  m, 
ooa-Punkte  zu,  und  die  Zahl  m  soil  dann  die  Ordnung  der  Funktion  A(*}  genannt  weiden 
Urn  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  die  m  der  Flache  T  einwertige  Funktion  A(ti)  auch  fur 
Punkte  dieser  Flache  den  Wert  Null  haben  kann,  nehme  man  —  indem  man  beachtet, 
daB  solche  Punkte,  wie  aus  dem  Verhalten  der  Funktion  A$  in  den  Punkten  T/I},  •  ,  r\(*} 
folgt,  nur  m  endlicher  Anzahl  auftreten  konneti,  und  daB  jedem  solchen  Punkte  erne 
ganze  Zahl  als  Ordnungszahl  fur  das  Nullwerden  zukommt  —  an,  daB  A(0)  fur 
die  Punkte  e(1),  e(2)5  ••  ,  6(0  der  Flache  T  null  werde  und  speziell  fur  den  Punkt 
e^  (*=i,s,  ,o  null  von  der  Ordnung  ^(0**),  sodaB  ihr  also,  wenn  man  den  Punkt  e(t] 
als  aquivalent  mit  nt  O^Punkten  betrachtet,  im  ganzen  n=*n1  +  <  +nt  O1 -Punkte  zu- 
kommen  Bezieht  man  alsdann  die  Funktion  A(t)  auf  die  Flache  T',  nachdem  man 
zuvor  noch,  wenn  notig,  das  Schmttsystem  durch  Deformation  so  geandert  hat,  daB  die 
Punkte  77,  e  samtlich  im  Innern  der  Flache  T1  liegen?  und  erstreckt  das  mit  der 

Funktion  A(e)  und  ihrer  Derivierten  A(z)  gebildete  Integral  ^f:jj$d#  in  positiver 
Eichtung  uber  die  gauze  Begrenzung  der  Fliiche  T',   so   erhalt  man  als  Wert  dieses 
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Integrals  das  eine  Mai,  mdem  man  beachtet,  daB  die  Funktion  ^~  in  je  zwei  ent- 
sprechenden  Punkten  o?+,  oP"  der  Begrenzung  denselben  Wert  besitzt,  die  Null,  das 
andere  Mai  durch  Eeduktion  auf  die,  samtlich  im  Innern  der  Flache  T1  gelegenen, 
Punkte  c,  77  die  Difierenz  n  —  m  und  eikennt  so  schliefilich,  daJ5  die  Gleichung  n  =  m 
besteht,  oder,  was  dasselbe,  dafi  bei  der  Funktion  A(0)  die  Anzahl  n  dei  O1- Punkte  sich 
mit  der  Anzahl  m  der  oo3  -Punkte  deckt  Dem  Vorstehenden  entsprechend  soil  nun  das 
Punktsystem  ??(1),  -  •,  ?;(1),  rj(2\  •,  ??(2),  •  ••,  r}('\  -,ri(s\  welches  allgemem  den  Punkt  ?j(ff) 
wff-mal  enthalt,  das  System  der  oc^-Punkte,  das  Punktsystem  e(1),  •  •  ,  s(1\  6(2),  •  •  -,  s('\  •  •, 
s(t\  -,  s(t\  welches  allgemein  den  Punkt  e(r)  ^-mal  enthalt,  das  System  der  O1 -Punkte 
von  A(s)  genannt  werden. 

Die  aus  emer  Funktion  A($)  von  der  Ordnung  w  durch  Subtiaktion  einer  be- 
hebigen  Konstante  c  entstehende  Funktion  A(8)  —  c  ist  ebenfalls  eine  A  -Funktion  von 
der  Ordnung  m  und  besitzt  daher  auch  m  O1 -Punkte  Nennt  man  nun  emen  Punkt, 
fur  den  die  Funktion  A(#)  —  c  null  von  der  Ordnung  #(0*)  wird,  emen  jp-fachen  c-Punkt 
der  Funktion  A(&)  und  betrachtet  ihn  als  aquivalent  mit  p  einfachen  c-Punkten,  so  er- 
kennt  man,  daB  die  Anzahl  der  einfachen  c-Punkte  der  Funktion  A(0),  welchen  Wert 
die  Konstante  c  auch  haben  mag,  ebenfalls  gleich  der  Ordnung  m  dieser  Funktion  ist. 

2. 

Die  im  vorhergehenden  Artikel  betrachtete  Gruppe  von  -4-Funktionen  ist  durch 
die  in  I'  fixierten  s  Punkte  ??(1),  •  -  ,  T?CS)  und  die  ihnen  beziehungsweise  zugeordneten 
positiven  ganzen  Zahlen  wil9  *,  m>  vollstandig  bestimmt  Die  notwendige  und  zugleich 
hinreichende  Bedingung  fur  ihre  Existenz  ist  die,  daB  das  oben  aufgestellte  System  der 
jp  Gleichungen  (1.)  sich  durch  Grofien  fi,  die  mcht  samtlich  den  Wert  Null  besitzen,  be- 
fnedigen  laBt.  Es  soil  jetzt  gezeigt  werden,  daB  diese  Bedingung  durch  eine  andere 
ersetzt  werden  kann. 

Man  bilde  das  Punktsystem  r\(l\  •  •  ,  rfl\  if*\  •  ,  if>,  ,  rj(i\  ,  TJW,  welches  allge- 
mem den  Punkt  7?(a)  m0-mal  enthalt,  bezeichne  seme  m  «  mL  +  •  -  +  m,  Punkte  ohne  Ruck- 
sicht  auf  die  Eeihenfolge  durch  %,  •  -,  rjm  und  verstehe  unter  el9  -  ,  em  em  System  von 
irgend  m  Punkten  der  Flache  T'.  Nun  Andere  man,  wenn  notig,  das  Schmttsystem  durch 
Deformation  so,  daB  die  Punkte  ??,  e  samtlich  im  Innern  der  Flache  I'  liegen,  und  deti- 
niere  zur  Flache  T'  mit  Hilfe  der  auf  emen  beliebigen  inneren  Punkt  77  von  T'  sich 

eine  neue  Funk- 


beziehenden,  zur  Charakteristik  (1    '  J  gehongen  Elementarfunktion  P 
tion  0 


durch  die  Gleichung: 


.pW 

0 


166 
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Die  Funktion  0  *   ist  dann  eine  in  T'  allenthalben  einwertige  und  stetige  Funktion  der 

^1 

komplexen  Veranderhchen  $,  die  fur  jeden  von  77  verschiedenen  Punkt  s  einen  nicht  mit 
der  Null  zusammenfallenden  Wert  besitzt,  fur  den  Punkt  77  dagegen  O1  wird,  und  deren 
Werte  in  je  zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  <^+,  cP~  auf  Grand  der  Gleichungen  (20 ) 
von  Art.  4  des  vorhergehenden  Abschmtts  in  der  Weise  verknupffc  sind,  daB 


langs  a, 
langs  &,  1 0 
langs  < 


ist.    Bildet  man  jetzt  unter  Benutznng  der  unbestimmten  Konstanten 
den  Ausdruck. 


,ffp,  C, 


C- 


0 


0 


0 


0 


© 


0 
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so  ist,  wie  mit  Hilfe  des  Fundamentalsatzes  leicht  erkannt  wird,  in  diesem  Ausdruck, 
wenn  man  ihn  als  Funktion  des  Punktes  g  von  T'  betrachtet  und  die  Punkte  e  unbe- 
stimmt  Ia8t,  jede  in  T  einwertige  Funktion  von  z  enthalten,  welche  das  System  ^t,  -?  r\m 
oder  auch  nur  einen  Teil  desselben  als  System  der  oc^-Punkte  besitzt,  fur  jeden  mcht 
m  dem  Systeme  der  oo^Punkte  vorkommenden  Punkt  stetig  ist,  gleich  oft  O1  wie  oo1 
wird,  und  in  je  zwei  zu  emem  der  Schmtte  a,b,c  gehongen  entsprechenden  Punktenc^"1", oP~ 
Werte  annimmt,  die  sich.  nur  diuch  einen  langs  des  betreffenden  Schnittes  konstanten 
Faktor,  den  sogenannten  Schnittfaktor,  unterscheiden  Beachtet  man  dann  noch,  daB 
das  System  der  oo1 -Punkte  emer  jeden  -4-Fnnktion,  welche  der  in  Rede  stehenden 
Gruppe  angehort,  in  dem  Punktsysteme  rjlt  •  •  -,  rjm  enthalten  ist,  und  daB  eine  A- Funktion, 
als  Funktion  des  Punktes  #  von  Tr  betrachtet,  in  je  zwei  zu  emem  der  Schmtte  a,  7>,  c 
gehorigen  entspiechenden  Punkten  $*+,  $"  den  gleichen  Wert,  also  die  Eins  als  Schmtt- 
faktor  besitzt,  so  erkennt  man  waiter,  daft  der  aufgestellte  Ausdruck  auch  jede  der  in 
Eede  stehenden  -4-Funktionen  enthalten  mufi.  Nun  wird  aber  dieser  Ausdruck,  der  fur 
jeden  Schmtt  c  schon  die  Ems  als  Schmttfaktor  besitzt,  nur  dann  auch  fiir  jeden  der 
Schnitte  a,  b  die  Ems  als  Schnittftiktor  besitzen,  wenn  die  GroBen  #1?  •  •,  g9  samtlich 
ganze  Zahlen  smd  und  auBerdem  noch  fur  p  — 1,  2,  -,p  das  Aggregat. 
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em  ganzes,  etwa  mit  li^ni  zu  bezeichnendes,  Yielfaches  von  2ni  ist,  oder,  was  dasselbe, 
wenn  die  Kongruenz  (s    Seite  89). 


=i 


0 

C 

s 

& 

; 

0 

z 

0 

s 

0 

; 

0 

z 

besteht  Daraus  folgt  dann  schlieBlich,  daB  J.-Funktionen,  welche  das  Punktsystem 
ih,  ,  ?;,„  oder  auch  nur  einen  Teil  desselben  als  System  der  oo^Punkte  besitzen,  dann, 
aber  auch  nur  dann  existieren,  wenn  sich  die  Kongruenz  (!'.)  durch  em  mit  rji}  •  •,  ^ 
nicht  identisches  Punktsystem  e1?  -,  em  befnedigen  laBt,  und  daB  die  allgemeinste  zu 
emem  solchen  Punktsystem  «a,  ,  sm  gehorige  Punktion  A(g)  der  genannten  Art  durch 
die  Gleichung: 

(2'.) 

bei  der  die  g  die  durch  die  Kongruenz  (!'.)  als  Faktoren  der  a  emdeutig  bestimmten 
ganzen  Zahlen  sind,  und  C  eine  willkurhche  Konstante  bedeutet,  gehefert  wird. 

Hat  em  der  Kongruenz  (!'.)  genugendes  Punktsystem  el9  •,  em  mit  dem  Punkt- 
system ?/1?  ,  ym  keinen  Punkt  gememsam,  so  ist  das  Punktsystem  ?/1?  •,  ?;m  das  System 
der  oo^Punkte,  das  Punktsystem  e1?  -  ,  em  das  System  der  O1 -Punkte  der  zugehongen 
durch  die  Gleichung  (2')  bestimmten  Funktion  A(0),  und  diese  Funktion  ist  dann  von 
derOrdnungw  Hat  dagegen  em  solches  Punktsystem  mit  dem  Punktsystem  rjl9  •,  r^m 
einen  etwa  m  —  m  Punkte  enthaltenden  Teil  gemeinsam,  so  bilden,  wie  aus  der  Glei- 
chung (2')  folgt,  die  nach  Entfernung  dieses  gememsamen  Teiles  noch  ubrigen 
w  Punkte  7;  das  System  der  oo1- Punkte,  die  noch  ubrigen  m  Punkte  e  das  System 
der  O^Punkte  der  zugehongen  Funktion  A(a),  und  diese  Funktion  ist  dann  von  der 
Ordnung  m 

Das  Hauptresultat  der  in  diesem  Abschnitte  bis  jetzt  durchgefuhrten  Unter- 
suchungen  kann  man  nun  in  folgender  Weise  aussprechen: 

99Zu,  emem  lelieliy  in  der  FlacJie  T  angenommenen  PmUsysteme  ^,  ,  rjm  =  ?y(1),  •  ,  rj(l\ 
7/2)?  *  >  rf*\  ?  ^\  ;  rf*\  das  den  Punkt  rfa^  (0--M,  iO  wi^nal  entJialten  vnoge,  existieren  A-Funk- 
tionen,  welclten  das  Punktsystem  rjl9  >9rjm  oder  aucli  nur  em  Teil  desselben  als  System  der 
ool-Punkte  zukommt,  dann,  aber  auch  nur  dann,  wenn  sicli  das  System  der  p  Gleicliungen  (1) 
durcli  Grofien  Q,  welche  nicht  samtlich  den  Wert  Null  lesitzen,  befnedigen  lafit,  odei ,  was 
auf  dasselbe  Irinauskommt,  wenn  sich  die  Kongtuenz  (\!}  dwell  ein  mit  rjl9  •  -9ijm  nicht 
identisches  Punktsystem  sl9  •  •  ,  am  lefnedigen  lafit."*) 

*)  Vgl  RIBMANN,  B  ,  Theoric  der  Abelschen  Fmiktionen  T,  Art  6,  II,  Ait  26  (Gesammelte  Werke, 
2  Aufl,  S,  88-144;  S  107—109,  S  139—140) 
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3. 

Die  bisheiigen  Untersuchungen  haben  ergeben,  daB  die  allenthalben  endkchen 
Funktionen  u  uad  ihre  Denvierten  fur  die  Theorie  der  ^-Funktionen  von  fundamentaler 
Bedeutnng  smd.  Mit  Rucksicht  bierauf  sollen  zunachst  die  genannten  Denvierten,  die 
nach  dem  am  Ende  von  Art.  12  des  vorhergehenden  Abschmttes  Bemerkten  selbst  zu 
den  J.-Funktionen  gehoren,  einer  eingehenden  Betrachtung  unterzogen  werden. 

Die  allgemeinste  Funktion  u  wird  nach  Art  2  des  vorhergehenden  Abschmttes 
durch  die  Gleichung: 


geliefert,  wenn  man  dabei  unter  c0?  c1?  ,  cf  unbestimmte  Konstanten  versteht  Der 
durch  cx  =  0,  c2  =  0,  •  -,  cp  =  0  charakterisierte  Grenzfall  u'  =  c0  ist  im  folgenden  immer 
ausgeschlossen.  Da  die  Funktion  «•  sich  infolge  ihrer  Stetigkeit  fur  das  Gebiet  irgend 
eines  Punktes  v;  von  I"  durch  die  Gleichung: 


darstellen  lafit,  so  ergeben  sich,  wenn  man  in  bezug  auf  die  Lage  des  Punktes  q, 
msoferne  dieser  Punkt  em  von  den  Pnnkten  oo,  a  verschiedener  Punkt  rj  oder  ein 
(^-l)-facher  Windungspunkt  oo  oder  ein  (^-l)-faclier  Windungspunkt  a  sein  kann, 
drei  Falle  unter  scheidet,  fur  die  Funktion  u*  und  ihre  Derivierte  die  folgenden  Dar- 

stellungen 

1.)  fur  das  Gebiet  eines  von  den  Punkten  oo,  a  verschiedenen  Punktes  ?/  ist 


fur  das  Qebiet  eines  (*-l)-fachen  Windungspunktes  oo  ist 

u\      i          1      dsu\      1 


du  1  (du\      1    _J 

Tz~     "Tfejo;:m     i 

I 

3.)  fur  das  Gebiet  eines  (^-Ij-fachen  Windungspunktes  a  ist 


d u l_  fdu\          1          ,         ,        1       / iv w  \        ^  i   j^  i 

ZT"~      Tld«.  I  x/-i''     "t"Cit—  2Ma\/7^-i  i     TiU'!i 


"      *  W«(,-^ 
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Diese  Darstellungen  lassen  erkennen,  da8  die  in  T  einwertige  Funktion: 


welche  infolge  der  vorher  uber  die  Konstanten  c  gemachten  Festsetzung  nicht  allenthalben 
denselben  Wert  besitzen  kann,  nur  fur  die  im  Endlichen  gelegenen  Windungspunkte 
«!,  «2»  •  •,  ar  unendlich  werden  kann  und  zwar  algebraisch  unendlich,  und  dafi  sie  speziell 
fur  den  Punkt  aQ  c?=i.8,  ,r)  hochstens  von  der  Ordnung  ^  —  1  unendlich  werden  kann, 
aber  nur  dann  von  dieser  Ordnung  unendlich  wird,  wenn  (jf-\  von  Null  verschieden  ist. 
Beachtet  man  dann  noch,  dafi  nach  Art.  3  des  ersten  Abschnittes  die  Beziehung 

^r(^-l)=-^  +  2  +  2p--2  besteht,   so  ergibt  sich  zunachst,  dafi  |j  erne  -4-Funktion 

e=i 

ist,  deren  Ordnung  die  Zahl  n  +  %  +  2$  —  2  nicht  ubersteigt 

Es  soil  jetzt  bewiesen  werden,  dafi  die  Ordnung  von  |j  nur  dann  unter 


liegen  kann,  oder,  was  dasselbe,  dafi  nur  dann  eine  der  r  Grofien  j\  >  •  ? 
den  Wert  Null  besitzen  kann,  wenn  die  in  jj  enthaltenen  unbestimmten  Konstanten 
GI,  •-,  c,  einer  gewissen  Bedingung  genugen.  Zu  dem  Ende  bilde  man,  unter  ij  irgend 
einen  Punkt  der  Flache  T  verstehend,  die  Gleichung. 


und  beachte,   daB   die  Forderung  (\  =0  nur  dann  kerne  Bedingung  fur  die  Eon- 

\00f?/0 

stanten  c  hefern  wxirde,   wenn  die  p  GroBen  ($)  ,••,  (j^\   samthch  den  Wert  Null 

\uan/o  \"""i  /o 

batten.  BesaBen  aber  diese  p  Q-rofien  samthch  den  Wert  Null,  so  wurde  die  zur 
Charakteristik  (J  J)  gehorige  Funktion  v>  =  P  j|  auf  Grund  der  Formeln  (2m.),  (4m.)  von 
Art.  5  des  vorbergebenden  Abscbmttes  fdr  jeden  der  Scbnitte  a,  I,  c  die  Null  als  Schmtt- 
konstante  besitzen,  also  eine  .4-Funktion  sein,  und  es  konnte  durch  sie,  da  sie  von 
der  Ordnung  1  ist,  die  (2j»+l)-facb  zusammenbangende  Flacbe  T  auf  erne  zur  Reprasen- 
tation  der  Werte  von  w  gewahlte  TT-Ebene  abgebildet  werden.  Da  eine  solche  Ab- 
bildung  unmSglich  ist,  so  konnen  die  $  GroBen  (j^\,  •  ;  (j£*\  mcllt  samtlicb  den 
Wert  Null  besitzen,  und  es  zieht  daber  die  Gleichung  (J£)o=0  stets  eine  Bedingung 

fur  die  Konstanten  c  nach  sich.    Damit  ist  aber,  da  an  Stelle  des,  beliebig  in  T  ge- 
wablten,  Punktes  T?  auch  der  Punkt  «e  ee-i,»,   .«o  gesetzt  werden  kann,  bewiesen,  daB 
im  allgemeinen,  das  heiBt,  wenn  die  Konstanten  ct,      ,  cf  nicht  besonderen  Bedingungen 
M,  re  22 
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genugen,  die  r  GroBen  (jf\  ,  <?=1'2>    >r>  samtlich  von  Null  verschieden  sind,  oder,  was 

dasselbe,  daB  der  Funktion  ^  im  allgememen  die  Zahl  n  +  q  +  2p  —  2  als  Ordnungs- 
zahl  zukommt 

1st  die  Funktion  gj  von  der  Ordnung  n  +  q  +  2p  —  2,   besitzt  sie  also   das  den 

Punkt  a  (0=1,2,  ,r)  (^  — l)-mal  enthaltende  Punktsystem  al9  •  ,  a19  ••  ,  ar,  •  ,  ar  als  System 
der  ex)1  Punkte,  so  kommen  ihr  auch  n  +  q  +  2p  —  2  O^Punkte  zu  Beachtet  man  nun, 
daB  nach  dem  soeben  fur  die  GroBe  (~\  Bewiesenen  im  allgememen,  das  heiBt,  wenn 
die  Konstanten  c^  ••,  cp  nicht  besonderen  Bedingungen  genugen,  keine  der  q  GroBen 
/  du\  9 .  9  (J*^\  mit  der  Null  zusammenfallen  kann,  so  erkennt  man  auf  Grund  der 

unter  2.)  fur  |j  aufgestellten  Entwicklung,  daB  im  allgememen  unter  den  n  +  q  +  2p  —  2 
OVPunkten  der  Funktion  |j  der  Punkt  oo,  c/«i,*,  ,*)  nur  (*,  +  l)-mal  auftntt,  also  von 
den  n  +  q  +  2p  —  2  Ol-Punkten  nur  J£(iy+l)=*n  +  q  Punkte  unendlich  feme  Punkte  der 

Flache  T  sind,  und  dementsprechend  das  mit  e±9  •,  e2^~2  zu  bezeichnende  System  der 
2jp  — 2  noch  ubrigen  O^Punkte  keinen  der  Punkte  oo1?  ,  oos  enthalt. 

1st  dagegen  die  Funktion  -p  von  der  Ordnung  n  +  q  +  2p  —  2  —  t,  besitzt  sie  also 
nur  emen,  n  +  q  +  2p  —  2  —  t  Punkte  umfassenden,  Teil  des  den  Punkt  c^  (?=i,2,  ,o 
fa  —  l)-mal  enthaltenden  Punktsy  stems  a±,  -,  ax,  •  ,  a,,  •••,  ar  als  System  der  oo  ^Punkte, 
so  setzt  sich  das,  ebenfalls  n  +  q  +  2p  —  2  —  i  Punkte  enthaltende,  System  ihrer  Ox-Punkte 
aus  dem  den  Punkt  ooy  (x=i,a,  ,ff)  (^  +  l)-mal  enthaltenden  Punktsystem  oc^,-  ,ool9*  • , 
<x>q9  -  ,  oo2  und  emem,  mit  sl9  •  -y^$^-t  zu  bezeichnenden,  Systeme  von  2jp  —  2  —  t 
Punkten,  von  denen  unter  Umstanden  noch  einige  oder  auch  alle  unendlich  ferne  Punkte 
der  Flache  T  sein  konnen,  zusammen.  Im  vorliegenden  Falle  erganze  man  nun  das 
Punktsystem  e1?  •,  e2*-a-*  dadurch  zu  einem  System  von  2#  — 2  Punkten  sl9"  ,  eajP-s> 
daB  man  zu  ihm  dasjenige,  t  Punkte  enthaltende,  System,  welches  von  dem  oben  auf- 
gestellten Systeme  ai?  •  •  -,  al5  -  -  -,  af9  •  •,  a,  nach  Wegnahme  der  n  +  q  +  2jo  —  2  —  t 

der  Funktion  §^  noch  ubng  bleibt,  hinzummmt 


In  jedem  der  beiden  soeben  betrachteten  Falle  soil  nun  das  zur  Funktion  gj  defl- 
nierte  Punktsystem  $x,  •  •  ,  s^^,  insoferne  durch  dasselbe  die  Funktion  ^  bis  auf  einen 
von  t  freien  Faktor  bestimmt  ist,  das  System  der  charakteristischen  Punkte  der 
Funktion  |j  genannt  werden.*)  Wie  die  zu  Anfang  fur  |j  aufgestellten  Entwicklungen 

*)  Vgl,  BIEMANN,  B.,  Theone  der  Abelschen  Funktionen  I,  Art  10  (Gesammelte  Werke,  2.  Aufl,  S  88—144, 
S  117—118) 
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zeigen,  werden  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafor,  dafi  ein  Punkt  rj 
der  Flache  T  —  emerlei  ob  dieser  Punkt  ein  von  den  Punkten  oo,  a  verschiedener 
Punkt  oder  emer  der  Punkte  oo  oder  endlich  einer  der  Punkte  a  ist  —  in  dem  Systeme 
der  charakteristischen  Punkte  emer  Funktion  ^  zum  mindesten  w-mal  vorkommt, 
durch  die  Gleichungen  . 

(du\        0     (d*u\    _ft  fdMu\   _n 

fe)o=MdI?)o--0>     "'teA)-0 

dargestellt 

Nach  den  vorstehenden  Untersuchungen  gehoren  die  Funktionen  |j  zur  Gruppe 
derjenigen  A  -Funktionen,  welche  das  den  Punkt  ^(^=1,2,  ,r)  (^  —  l)-mal  enthaltende 
Punktsystem  aly  •  ,  al3  •  •  ,  a,.,  •  ,  ar  oder  auch  nur  emen  Teil  desselben  als  System 
der  oc^-Punkte  besitzen,  und  zwar  gehoren  sie  speziell  zu  jener  Untergruppe,  die  von 
denjemgen  Funktionen  der  Gruppe  gebildet  wirdr  bei  welchen  das  den  Punkt  QO,  (x=i,2,  ,2) 
(^  +  l)-mal  enthaltende  Punktsystem  oo1?  .-  ,  <x>1;  •  -,  oo2,  ,  cx>2  als  Bestandteil  des 
Systems  der  O^Punkte  auftritt  Beachtet  man  dann  noch,  dafi  das  mit  irgend  emer  zur 
definierten  Untergruppe  gehorigen  Funktion  A(0)  gebildete,  uber  emen  ganz  in  T'  ver- 

z 

laufenden  Weg  erstreckte  Integral  fA(*}  dz  eine  in  T'  einwertige  und  stetige  Funktion 

z 

der  komplexen  Veranderhchen  z  ist?  und  zwar  eine  Funktion  u3,  da  seine  Werte  in  je 
zwei  zu  einem  der  Schnitte  a,  i,  c  gehorigen  entsprechenden  Punkten  <^>+,  cP~  sich  nur 
um  erne  langs  des  betreffenden  Schmttes  konstante  GroBe  unterscheiden,  so  erkennt 
man  schhefilich,  da6  die  soeben  definierte  Untergruppe  aufier  den  Funktionen  ^  keine 
weiteren  Funktionen  mehr  enthalt 

Nachdem  jetzt  ermittelt  ist,  welche  Stellung  die  Funktionen  j^  unter  den 
J.-Funktionen  einnehmen,  lassen  sich  die  Systeme  der  charakteristischen  Punkte  der 
Funktionen  jj  auch  einheitlich  definieren;  man  hat  dazu  nur  die  gegen  Ende  des 
Art.  2  angestellten  Betrachtungen,  speziell  die  Kongruenz  (!'),  auf  die  Funktionen  gj 
zu  beziehen.  Es  ergibt  sich  dann,  dafi  die  Gesamtheit  der  den  Funktionen  ^  zukommen- 
den  Systeme  der  charakteristischen  Punkte  mit  der  Gesamtheit  der  Losungssysteme 
si9  -  •  ,  «8j,-j  der  Kongruenz. 


oder  der  mit  ihr  Aquivalenten  Kongruenz: 


identisch  ist. 
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if=aj»-a)  zusammen  das  System 
so  soil  jedes  der  beiden  em  zu  dem 

anderen  gehoriges  Bestpunktsystem  einer  Funktion  ^  genannt  werden 


Bilden  zwei  Punktsysteme  e1?      ,  em\  s 
der  charaktenstischen  Punkte  einer  Funktion 


4. 

Fur  die  weitere  Untersuchung  der  J.-Funktionen  bedarf  man  eines  auf  Systeme 
linearer  Gleichungen  sich  beziehenden  Hilfssatzes     Dieser  soil  jetzt  aufgestellt  werden 
Gegeben  sei  em  rechteckiges  Schema,  eine  sogenannte  Matrix. 


von  mp  GrroBen0 


x/tt5 


Wahlt  man,  unter  #  eine  ganze,  keine  der 


ubersteigende  Zahl  verstehend,  bei  dieser  Matrix  irgend  q  Honzontalreihen  aus  und  bei 
diesen  irgend  q  Vertikalreihen,  so  wird  dadurch  ein  quadratisches  Schema  von  GroBen  a 
bestimmt,  dessen  Determinate  eine  ^-^ihige  Determinante  der  Matrix  genannt  werden 
soil  Unter  dem  Eange  r  der  Matrix  ist  dann  nach  Herrn  FROBENIUS*)  diejenige  grofite 
ganze  Zahl  r  zu  verstehen,  fur  welche  die  entsprechenden,  r-reihigen,  Determinanten 
der  Matnx  nicht  samtlich  den  Wert  Null  haben.  Diese  Zahl  r  kann  hochstens  gleich 
der  kleineren  der  beiden  Zahlen  m,  p  sein,  da  #-reihige  Determinanten  der  Matrix,  fur 
die  q  grofier  als  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  m,  jp  ist,  uberhaupt  nicht  existieren 
Ist  r  um  g  Einheiten  kleiner  als  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  m,  p,  so  haben  der 
Definition  der  Zahl  r  zufolge  die  den  Werten  0-r  +  l,r  +  2,  ••  ,r  +  g  entsprechenden 
(/-reihigen  Determinanten  der  Matrix  samtlich  den  Wert  Null 
Irgend  s  Systeme  von  je  m  konstanten  GroBen. 


h.ei6en  linear  unabhangig,  wenn  die  mit  Hilfe  von  s  unbestimmten  GroBen  c(1),  cw,  •   ,  cw 
gebildeten  m  GHeichungen: 


*)  FJKOBBNIUS,  G  ,   ftber  homogene  totale  Differentialgleichungen.     (Journal  fur  die  reme  und  angewandte 
Mathematik,  Bd  86,  S  1  ) 
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nur  fur  c(1)  =  0,  c(2}  =  0,  ,  cw  =  0  bestehen  konnen.  Lassen  sich  dagegen  diese  G-leichungen 
durch  ein  von  0,  0,  •  •  ,  0  verschiedenes  GrroBensystem  c(1),  c(2),  ,  c®  befriedigen  —  fur 
s  >  m  ist  dies  inimer  moglich  —  ,  so  werden  die  s  Systenie  der  GroBen  x  linear  abhangig 
genannt.  1st  in  diesem  letzteren  Falle  speziell  c(a)  +  0,  so  lafit  sich  eine  jede  der  m 
GrroBen  x(f\  x%\  •  •  ,  x$  durch  die  s  —  1  mit  ihr  in  derselben  Yertikalreihe  stehenden 
G-roBen  x  mit  Hilfe  derselben  s  —  1  GhroBen  d(&  =  —  ^,  0=1,2,  ,<;-  1,0+1,  ,*,  in  der  durch  die 
Gleichung: 


bestnnmten  Form  linear  ausdrucken,  und  es  soil  dann  gesagt  werden,  daB  das  ate  System 
der  GroBen  x  sich  aus  den  s  —  1  ubngen  Systemen  linear  zusammensetzen  lasse. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  man  jetzt  den  erwahnten  Hilfssatz  in  folgender 
Weise  aussprechen: 

Hilfssatz.     Die  nachstehenden  funf  auf  die  beiden  Grleichungensysteme: 


,m, 


sich  beziehenden  Aussagen  sind  gleichwertig,  insofern  aus  irgend  emer  von  ihnen  als 
Voraussetzung  jede  der  vier  anderen  abgeleitet  werden  kann. 
I.)  Der  Rang  der  Matrix  der  GroBen  a  ist  gleich  r. 

II.)  Das  Gleichungensystem  (G^)  besitzt  m  —  r,  von  0,  0,  •  ,  0  verschiedene,  linear 
unabhangige  Losungssysteme  a^\  x(%\  •  •  -7  x%\  *=!,*,  ,«-«,  und  das  allgememste  Losungs- 
system  lafit  sich  aus  ihnen  mit  Hilfe  von  m  —  r  unbestimmten  Konstanten  linear  zu- 
sammensetzen. 

HI.)  Das  Gleichungensystem  (G3.)  besitzt  p  —  t,  von  0,  0,  •  ,  0  verschiedene,  linear 
unabhangige  Losungssysteme  $*,*/$,  —,  y%\  *=1»2»  i*-*,  und  das  allgememste  Losungs- 
system  laBt  sich  aus  ihnen  mit  Hilfe  von  p  —  r  unbestimmten  Konstanten  linear  zu- 
sammensetzen. 

IV,)  Aus  den  Gleichungen  (G^)  lassen  sich  r  herausgreifen,  die  voneinander  un- 
abhtogig  sind,  und  jede  der  jp  —  r  tibrigen  Gleichungen  ist  eine  Folge  derselben. 

V.)  Aus  den  Gleichungen  (G2.)  lassen  sich  r  herausgreifen,  die  voneinander  un- 
abh&ngig  sind,  und  jede  der  m  —  r  ubrigen  Gleichungen  ist  eine  Folge  derselben. 

Ftir  den  Beweis  dieses  Satzes  moge  auf  die  unter  dem  Texte  zitierte  Arbeit  des 
Herrn  FROBEOTCJS*)  verwiesen  werden. 

*)  FBOBBNIUS,  G  ,  frber  das  Pfaffsche  Problem  (Journal  fur  die  reme  und  angewandte  Mathematik,  Bd  82, 
S.  236)  Vergleiche  aucb.:  WBBKR,  E  v,  Vorlesungen  Tiber  das  Pfaffecbe  Problem  und  die  Theone  dei  parhelion 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (Leipzig,  Teubnei  1900,  S  16.) 
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5. 

Nach  dem  am  Ende  des  Art  2  ausgesprochenen  Eesultate  existieren  zu  einem 
beliebig  in  T  angenominenen  Punktsysteme  ?;1}  -,  »?m  =  7?(1),  •  •,  ^\  ,  rf"\  •  •,  rj("\  das 
den  Punkt  rfa]  (0=1,2,  ,*)  »vmal  enthalt,  Funktionen  A(e),  welchen  das  Punktsystem 
%» •  •>  Ha.  °der  auch  nur  ein  Teil  desselben  als  System  der  oc^-Punkte  zukommt,  dann, 
aber  auch  nur  dann,  wenn  sick  das  System  der  p  Grleichungen: 


•S.i 


—  bei  dem  der  einfacheren  Schreibweise  wegen  fur  a  =  1,2,  -s  2^  durch  &„  ersetzt 
1st  —  durch  GroBen  Q,  welche  mcht  samtlich.  den  Wert  Null  besitzen,  befnedigen  laBt. 
Dies  ist  nach  dem  im  vorhergehenden  Artikel  aufgestellten  Hilfssatze  dann,  aber  auch 
nur  dann  m&glich,  wenn  der,  nut  3ti  11(171,  •,  ijm)  zu  bezeichnende,  Rang  der  Matrix: 


dm»u 


—  oder,  wie  im  folgenden  der  Kurze  wegen,  m  Ubertragung  des  Begriflfes  ,?Rangu  von 
der  Matrix  auf  das  ihr  zu  Qrunde  liegende  Punktsystem  77^  ,  7jat9  gesagt  werden  soil, 
der  Bang  des  Punktsystems  T/I?  ,  rjm  —  der  weder  uber  p  noch  nber  m  liegen, 

aber  auch,  nach  dem  m  Art.  3  uber  die  GroBen  (j^\,      ,  (jfy  Bewiesenen  nicht  gleich 

Null  sein  kann,  kleiner  als  m  ist.    Fur  m  =jp  +  1,  p  +  2,  •   •  ist  immer  fftn,  (T?I?    •  •,  ??OT)  <  m, 

|i|  __ 

wie  auch  das  Punktsystem  i/1?  -••,  T?;W  von  Anfang  an  gew^hlt  sein  mag;  filr  m^p  da- 

gegen  wird?  wie  die  spatere  emgehende  Untersuchung  zeigt,  durch  die  Forderung,  daB 
der  Bang  Sim  (%,  ••-,  ^w)  kleiner  als  m  sei,  zugleich  erne  Beziehung  zwischen  den  Punkten 

des  Punktsystems  gefordert. 
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Die  samtlichen  zu  dem  Punktsystein  ijl9    •  -,  rjm  etwa  existierenden  Funktionen 
werden  nach  Art  1  durch  die  Gleichung: 


(7  + 


+  -  -  + 


+  -  +  s4l 


" 


+  •  + 


gehefert,  wenn  man  darm,  unter  C  erne  willkurliche  Konstante  verstehend,  an  Stelle 
von  Sn,  •  ,  Slmi,  •  •  ,  &!,  ,  £„,,  em  jedes  von  0,  •  ,  0,  •  ,  0,  •  ,0  verscmedene, 
das  Gleichungensystem  (Q-i)  befriedigende  GroBensystem  treten  lafit.  Irgend  Tt  dieser 
Funktionen  -40' 


n<» 


„(!)! 


+      +SSLP 


+ 


sollen  linear  unabhangig  genannt  werden,  wenn  der  Ausdruck: 


fur  kein  von  0,  •,  0  verschiedenes  Konstantensystem  A(1),  •  •,  A(l)  in  T  allenthalben  den- 
selben  Wert  besitzt.  Existiert  dagegen  ein  von  0,  •••,  0  verschiedenes  Konstantensystem 
A(1),  -,  A(A),  fur  das  der  soeben  aufgestellte  Ausdruck  in  T  allenthalben  denselben,  mit  A 
zu  bezeichnenden,  Wert  besitzt,  sodafi  also  die  Gleichung. 


besteht,  so  sollen  die  k  Funktionen  linear  abhangig  heiBen.  Aus  diesen  Definitionen 
folgt,  dafi  die  k  Funktionen  -4(1)(^),  •  •  •,  A®(*)  dann,  aber  auch  nur  dann  linear  unab- 
hangig sind,  wenn  die  Jc  bei  ihnen  aufbretenden  Konstantensysteme  S^3  •••,  fij^,  ••  , 
SS,  •,  SJ2.»  y=sl»8'  »*>  im  8mne  der  im  vorhergehenden  Artikel  gegebenen  Definition 
linear  unabhangig  sind. 

Da  die  Funktionen  j£  nach  den  Untersuchungen  des  Art.  3  zur  Gruppe  derjemgen 

J.-Funktionen  gehoren,  bei  denen  an  Stelle  des  allgememen  Punktsysteins  ^,  -9i])n  das 
spezielledenPankt  ^(^=1,2,  ,r)(^—  l)-naal  enthaltendePunktsystemo:^  -  ,«!,••••,<*„•  •?«; 

steht,  so  konnen  die  soeben  aufgestellten  Definitionen  ummttelbar  auf  die  Funktionen  ^j 
•flbertragen  werden-  Aus  diesen  Definitionen  folgt  hier,  dafi  die  m  mit  irgend  welchen 
Konstanten  c  gebildeten  Funktionen  •—: 
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dz 


dann,  aber  auch  nur  dann  linear  unabhangig  sind,  wenn  die  m  bei  ihnen  auftretenden 
Konstantensysteme  c<£l\  •  ,  c^\  /<=M,  ,»,  linear  unabhangig  sind. 

Nach  diesen  Yorbereitungen  soil  jetzt  das  Gleichungensystem  (G^)  unter  der, 
den  Wert  m  =  l  ausschliefienden,  Yoraussetzung  diskutiert  werden,  dafi  der  Rang 

9t|ii(??i,  -   •>  ifcO  <*es  Punktsystems  i?t,  •  -  ,  ym,  der  weder  uber  p  noch  uber  m  liegen,  aber 

|i| 
auch  nicht  den  Wert  Null  haben  kann,  kleiner  als  m  ist,  da  nur  dann,  wie  schon  vorher 

bemerkt  wurde,  das  Gleichungensystem  (&!.)  sich  durch  G-rofien  S,  die  nicht  samtlich 
mit  der  Null  zusammenfallen,  befhedigen  Ia8t  Dabei  soil  der  Fall,  wo  Sftm^i,  ,  ^^JP 

ist,  von  dem  Falle,  wo  ^w(^     -?  ijw)  <jp  ist,  unterschieden  werden. 

Ul 
Erster  Fall:   Der  Bang  3*m(%,'",<)  des  Punktsystems  ijl9  -•*,  ??m  ist  gleicli  p 

|i| 
Dieser  erste  Fall  kann,  da  die  gemachte  Yoraussetzung  9t.i|(%,   --3^)<^  hier 

injp<m  ubergeht,  nur  fur  w=»# +  !,#+•  2,  •  •  auftreten;  er  liegt,  wie  aus  dem  im 
folgenden  unter  EL)  Gesagten  hervorgeht,  immer  vor,  wenn  m>2p  —  2  ist,  also  unter 
alien  Umstanden  far  p  =  1. 

In  diesem  ersten  Falle  ergibt  sich  nun  durch  Anwendung  des  im  vorhergehenden 
Artikel  aufgestellten  Hilfssatzes  auf  das  Gleichungensystem  (G± ),  dafi  die  folgenden  funf 
Aussagen  gleichwertig  sind,  insofern  aus  irgend  einer  von  ihnen  als  Yoraussetzung  jede 
der  vier  anderen  abgeleitet  werden  kann. 

I.)  Der  Bang  Stm^,  •  •  -,  7jm)  des  Punltsystems  ^,  •  •  ,  rjm  ^st  gfach  p. 

II)  Das  Gleichungensystem  (Gx.)  lesitzt  m-p,  von  0,  -  ,  0,  --  ,0,  ,0  versdmdene, 
linear  una'bJlang^ge  Losungssysteme  fi^,  •  •-,  C^,  ,  8$,  •  •,  S^,  *-***•  ^-P,  und  das  all- 
gememste  Losungssystem  la/3t  s^ch  aus  ilmen  mii  &lfe  von  m—p  uribestimmten  Konstanten 
Unear  zusammenseteen;  oder,  was  dasselbe,  es  gibt  m—p  linear  undbliangige  Funktionen 


rt(l> 


!<*> 


welchen  das  Punktsystem  %,  •,  i]m  oder  auch  nur  e^n  Teil  desselben  als  System  der  <x>l-Punkte 
zukommt,  und  die  allgeme^nste  derartige  Funktwn  A(0)  la/3t  sich  aus  tfinen  mit  Shlfe  von 
m^.p  +  l  ^t,nbest^mmten  Konstanten  A(0),  A(1),  -,  A(m~p)  linear  zusammensetzen  in  der  Form: 
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III.)  Das  Gleiclmngensysteni. 


«wr  tfwc/i  ^  =  0,  c2  =  0,  •  ,  <^=0  lefnedigt  wet  den,  oder,  was  dasselbe,  es  g^bt  Jcetne 
Funktion  jj,  &e*  der  das  Punktsystem  ^,  •  -  ,  ^m  m  c?m  Systems  der  charaJcteristtschen  PimJcte 
enfhalten  tst. 

IV.)  _Dae  _p   Gleichungen  (G-j.)  smd  vone^nander  unaVhmgig. 

V.)  -4«s  rfm  Gleiclmngen  (G2.)  kssm  sic7^  j9  lierausgreifen,   die  voneinander  undb- 
liangig  s^nd,  und  jede  der  m—p  ubngen  Gleiclmngen  ^st  ezne  Folge  derselben. 

Die  allgemeinste  zu  dem  Punktsystem  ??1?  -  ,  ^m  gehorige  Funktion  A(t]  enthalt 
nach  II)  m—p  +  l  wesentliche  willkurliche  Konstanten  linear  homogen.*)  In  Uberem- 
stimmung  hiermit  folgt  aus  IV.),  daB  sich  von  den  m  GroBen  £  m—  p  angeben  lassen, 
die  von  Anfang  an  willkurlich  gewahlt  werden  konnen  und  durch  die  dann  die  p  tibrigen 
GroBen  £  eindeutig  bestimmt  sind. 

Zweiter  Fall:  Der  Rang  9t(1  1  (??!,•  -,  ?jj  des  Punktsy  stems  %,---,  rjm  ist  Jcleiner  alsp. 

|i| 
Dieser  zweite  Fall  kann,  wie  aus  dem  im  folgenden  unter  HI.)  G-esagten  hervor- 

geht,  nur  dann  auffcreten,  wenn  m^2p  —  2  ist,  also  unter  keinen  Umstanden  for  jp  =  l; 
er  liegt  far  p>l,  der  gemachten  Voraussetzung  8ti  11(171,  -,  ^<m  zufolge,  immer  vor, 
wenn  m<p  +  l  ist.  'x' 

In  diesem  zweiten  Falle  ergibt  sich  nun  durch.  Anwendung  des  im  vorher- 
gehenden  Artikel  aufgestellten  Hilfssatzes  auf  das  Gleichungensystem  (&!.),  daB  die  folgen- 
den funf  Aussagen  gleichwertig  sind,  insofern  aus  irgend  einer  von  ihnen  als  Voraus- 
setzung jede  der  vier  anderen  abgeleitet  werden  kann. 

I.)  Der  Rang  Sin  i  (%,•••,  iyw)  des  Piwiktsystems  %,•••,  ^m  ist  gldch  x. 

II)  Das  Gleichungensystem  (Ga  )  lesitzt  m  —  r,  von  0,  •  •  *,  0,  •  •  -,  0,  ,0  verschiedene, 
Unear  unabhangige  Losungssysteme  fiJJ,  -  -  -,  fiil,,  —  ,  £$,  •  •  •,  fi^i?  *»i,*,  .«-« 


*)  RIBMANN,  B,  Theorie  der  Abelschen  Funktionen    I,  Art.  6    (Gesammelte  Werke,  2  Aufl,  S  88—14,4,  S  108) 
rr,  23 
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gememste  Losungssystem   laflt  sicli  aus  ilmen  mit  Hilfe  von  m  —  i  unlestimmten  Konstanten 
linear  zusammensetzen ,  ode),  uas  dasselbe,  es  gilt  m  —  x  tinea*  unalliangige  Funltionen  A(z}: 


x)  p 


nfl) 


QM   p 

*/!!«! 


l(ll 


. 

T 


M 


4.      .  4.  £M  P 


,Cf) 


welchen  das  Punlf  system  rjl9  ••  ,  ?jw  oder  awc/i  ww  em  Teil  dessellen  als  System  der  oo^Punlte 
zuJcowmt,  und  die  allgemeinste  dentrtige  Function  A(z]  laflt  sicli  aus  ilinen  mit  Hilfe  von 
m  —  r  +  1  unleshmmten  Konstanten  rt*\l(l},  ,  A(7n~r)  hnea>  zusammensetzen  ^n  der  Form- 


TTTj  Das  G-leicliujigensystem  (Gr3.)  lesitzt  p  —  i,  von  0,  ••  ,0  versclnedene,  linear  un- 
alliangige  Losmgssysteme  c(f\  c(%\  ,  c(*\  ^-=1,2,  ,P-t,  ^^c?  das  allgemeinste  Losungssystem  laftt 
sicli  aus  ilmen  mit  Hilfe  von  p  —  r  unlesfawnten,  Konstanten  linear  zusammensetzen  ,  ode>, 

ivas  dasselle,  es  gibt  p  —  ic  linear  unabliangige  FunUionen  gj 


dz          J    dz         2     dz  - 

&ei  wekhen  das  PunUsystem  ijl9  •   •,1]m^n  clem  Systeme  der  cliaraUeristisclien  Purikte  ent- 
Jialten  ist,  und  die  allgemeinste  derattige  FunUion  -^  lafit  s^ch  aus  ^llnen  m^i  Hilfe  vonn 
p  —  ic  unlestimmten  Konstanten  A(1),  A(2),      ,  A^"^  Zmear  zusammensetzen  in  der  Form: 


IV,)  -4.MS  rfm  Gletchungen  (Gx)  Za§5^^  $^7i  t  lierausgreifen  ,  die  voneinander  unab- 
liangig  s^nd,  und  jede  der  p  —  v  ubiigen  Gleiclmngen  tst  e^ne  Folge  devselben 

V)  J.^5  den  Gleicliungen  (G2)  Zasse^z  ^c7i  r  herausgt  eifen,  die  voneinander  unalflianyig 
sind,  und  jede  der  m  —  r  ubngen  Grleiclmngen  ist  e^ne  Folge  derselben 

Die  allgemeinste  zu  dem  Punktsysteme  ijl9  •  ,  ??m  gehorige  Funktion  .4(0)  enthalt 
nach  II.)  ^u  —  r  +  1  wesentliche  willkurliche  Konstanten  linear  homogen.*)  In  Uberein- 
stimmung  hiermit  folgt  aus  IV),  daB  sich  von  den  m  GroBen  S  m  —  x  angeben  lassen, 
die  von  Anfang  an  willkiirhch  gewahlt  werden  konnen  und  durch  die  dann  die  r  ubngen 
GroBen  £  emdeutig  bestimmt  smd. 

Setzt  man  in  den  letzten  ftmf?  unter  der  Voraussetzung  Kp  gemachten,  Aus- 
sagen  i=p,  so  gelangt  man  bei  richtiger  Interpretation  wieder  zu  den  fiinf  auf  den 
ersten  Fall  sich  beziehenden  Aussagen 


!)  ROCH,  G- ,  Uber  die  Anzahl  der  willkurlichen  Konstanten  in  algebraisohen  Funktionen     (Journal  fnr  die 
ieane  und  angewandte  Mathematik,  Bd  64,  S  372) 
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6. 

Von  besonderem  Interesse  sind  diejenigen  J.- Funktionen,  welche  nur  fur  einen 
einzigen  Punkt  rj  der  Flache  I  unendlich  werden,  also  das  den  Punkt  77  w-mal  ent- 

haltende  Punktsystem  77,  rj9  •    ,  f  oder  auch  nur  einen  Teil  desselben   als  System  der 
oo^Punkte  besitzen.     Nach  den  Untersuchungen  des  vorhergehenden  Artikels  existieren 

Funktionen  A($)  von  dieser  Art  dann,  aber  auch  nur  dann,  wenn  der  Bang  9tiii(if,  •••>?) 

des  aufgestellten  Punktsystems  eine  unter  m  liegende  Zahl  r  1st,  und  zwar  gibt  es  dann 
immer  m  —  r  linear  unabhangige  Funktionen  A(&) 


+  Sg>P      +  •   •  +  fitf  JP 


welchen  das  Punktsystem  rj,rj,  •  ,  f  oder  auch  nur  em  Teil  desselben  als  System  der 
oc^-Punkte  zukommt,  und  die  allgememste  derartige  Funktion  A(&)  laBt  sich  aus  ihnen 
mit  Hilfe  von  m  —  r  +  1  unbestimmten  Konstanten  A(0),  A(1)3  -  ,  A(m"T)  linear  zusammen- 
setzen  in  der  Form: 


Aus  dem  soeben  aufgestellten  Systeme  der  m  —  r  linear  unabhangigen  Funktionen 
A(1}($),  •  ,  A(m'x\^)  erhalt  man  wieder  ein  System  von  m  —  r  linear  unabhangigen  Funk- 
tionen A(si)  der  m  Eede  stehenden  Art,  wenn  man  darin,  unter  ^,  v  irgend  zwei  Zahlen 
aus  der  Keihe  1,  2,  ,  w  —  r,  unter  c  erne  beliebige  Konstante  verstehend,  A^fy  durch 
A^\^)  +  cA(v\^)  ersetzt,  und  man  kann  dann  fur  den  Fall,  daB  die  Funktionen  A^fy,  A(v\z) 
dieselbe  Ordnung  m^m  haben  —  also  die  Grofien  S^},  S^  von  Null  verschieden  sind, 
die  GroBen  fijg>+1,  •  ,  8$;  8$+l,  ,  Sff  dagegen  den  Wert  Null  besitzen  —  die  Ordnung 
vonAM(*)  +  cA(r\s),  mdem  man  c  durch  die  Grleichung  8^  +  c  8§?  -  0  bestimnit,  kleiner 
als  m  machen.  Von  dem  ursprunglichen  Systeme  A(i}(0),  -,  ^LCw-r)(^)  ausgehend  kann 
man  nun  durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Keduktionsverfahrens,  mdem  man  zu- 
nachst  bei  den  Funktionen  von  der  hochsten  Ordnung  beginnt,  zu  einem  Systeme 
A(l\z),  •  •,  A(m~x}(0)  von  m  —  r  linear  unabhangigen  Funktionen  A(a)  der  in  Eede  stehenden 
Art  gelangen,  bei  dem  keine  zwei  Funktionen  die  gleiche  Ordnung  besitzen  Haben  aber 
die  so  gewonnenen  Funktionen  A  die  —  jedenfalls  der  Eeihe  1,  2,  •  •  ,  m  angehorigen  — 
Ordnungszahlen  555^  •  ,  mm^  beziehungsweise,  so  muB  auch  die  Ordnungszahl  m  irgend 
einer  Funktion  A(si)  der  in  Eede  stehenden  Art,  da  jede  solche  Funktion  sich  aus  den 
Funktionen  A  mit  Hilfe  von  w-r  +  1  passend  gewahlten  Konstanten  A(0),  A(1),  •,  A(m"x) 
linear  zusammensetzen  lAfit  in  der  Form; 

23* 
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sich  mit  einer  der  Zahlen  ml9  m39  •  •  •,  wm_t  decken,  oder,  was  dasselbe,   es  gibt  unter 

den  Zahlen  1,2,  -  ,  w  gerade  r  —  SR.  11(17,    ••,  f)   Zahlen,   die  nicht  als   Ordnungszahlen 

|i| 
bei  den  Funktionen  A(s)  der  in  Eede  stehenden  Art  auftreten  konnen. 

Eme  positive  ganze  Zahl  n  soil  eine  zum  Punkte  rj  der  Flache  T  gehorige 
Luckenzahl  genannt  werden,  wenn  unter  den  nur  im  Punkte  T?  unendlich  werdenden 
^L-Funktionen  keine  von  der  Ordnung  n  sich  befindet,  also  keine,  die  im  Punkte  77  oow 
wird.  Die  Zahl  1  ist  unter  alien  Umstanden  eine  Luckenzahl,  da  nach  dem  in  Art.  3 
Bewiesenen  ^L-Funktionen  von  der  Ordnung  1  nicht  existieren.  Dagegen  ist  erne  uber 
1  liegende  Zahl  n  nur  dann  eine  zum  Punkte  77  gehorige  Luckenzahl,  wenn  die  Differenz 

9l|ii$»    *  >  t)~-  ^ui(*7>    ">V)>  die  der  Definition  des  Begnffes  ,,Rang"  zufolge  nur  den 

111  ul 

Wert  1  oder  den  Wert  0  haben  kann,  den  Wert  1  besitzt,  da  nach  dem  soeben  Be- 

i          t& 
wiesenen  9tiii@f,  •••,  17)  die  Anzahl  der  in  der  Reihe  1,  2,  ••  ,^  vorkommenden,  zum 

|i| 
Punkte  ??  geh(5rigen  Luckenzahlen  ist.    Beachtet  man  nun,  dafi  p  der  grofite  Wert  ist, 

i          p* 
den  die  mit  wachsendem  ^  niemals  abnehmende  GroBe  SR|n(^,  •  •  •,  5?)    annehmen   kann, 

Ul 
und  daB  diese  GroBe,  nach  dem  im  vorhergehenden  Artikel  beim  erst  en  Falle  Bemerkten, 

jedenfalls  fur  ^  =  2^  —  1  den  "Wert  p  besitzt,  so  erkennt  man  schlieBlich,  daB  es  im 
ganzen  p  zum  Punkte  rj  gehorige  Luckenzahlen  gibt,  daB  diese  samthch  in  der  Eeihe 

1,2,-    ,2p  —  l   enthalten  sind,   und   daB  von  ihnen  in  der  Reihe  1,  2,  •••,  ^ 

i          /*• 
gerade  $ftju(^,    •  •,  iff)  vorkommen  *) 


7. 

Die  in  Art.  5  fur  die  Diskussion  des  Gleichuugensystems  (G^)  gemachte  Voraus- 

setzung,  daB  der  Rang  3th  1(^0    •  ,  i?w)  des  Punktsy  stems  iji,  •  •  •,  ijw  eine  unter  m  liegende 

Ul 
Zahl  r  ist,  deckt  sich  nach  dem  am  Ende  des  Art  2  ausgesprochenen  Resultate  mit 

der  Forderung,  daB  die  Kongruenz. 


sich  durch  ein  mit  %,-••,  IJTO  nicht  identisches  Punktsystem  e1?  •••,  sm  befriedigen 
oder  —  wie  im  folgenden  der  Kurze  wegen  gesagt  werden  soil  —  daB  das  Punkt- 

*)  Vgl  WJEIBRSTRASS,  K ,  Vorlesungen  uber  die  Theone  der  Abelschen  Transzendenten    (Mathematische  Werke, 
Bd   IV,  S    211—225) 
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system.  %,  •  •,  7jm  ein  ersetzbares  Punktsystem  ist  Zwei  durch  die  aufgestellte 
Kongruenz  verkniipfte  Punktsysteme  sly  •  ,  sm\  ^,  ,  rjm  sollen  aquivalente  Punkt- 
systeme  heifien. 

Um  die  samtlichen  mit  dem  vorgegebenen  Punktsystem  T?I?  -,77^  aqmvalenten, 
von  T/I?  •  ••,  rjm  verschiedenen  Punktsysteme  zu  erhalten,  hat  man  nur  fdr  jede  zu  dem 
Punktsystem  rji?  •  -,  <rjm  im  Sinne  des  Art.  1  gehorige  Funktion  A(0)  das  System  der 
O^Punkte  aufzustellen  und  zu  ihm  dasjemge  Punktsystem  hinzuzufugen,  welches  von 
dem  Punktsysteme  T/I?  -  ,  rjm  nach  Wegnahme  des  Systems  der  oo'-Punkte  der  Funktion 
A(*)  noch  ubng  bleibt  Man  erhalt  auf  diese  Weise  die  samtlichen  in  Eede  stehenden 
Punktsysteme,  und  auch  jedes  nur  einmal,  wenn  man  bei  der  Durchfuhrung  des  an- 
gegebenen  Yerfahrens  jede  Funktion  A(#)  ausschheBt,  die  sich  von  emer  schon  in  Be- 
tracht  gezogenen  Funktion  A(s)  nur  um  einen  konstanten  Faktor  unterscheidet 

Die  notwendigen  und  hmreichenden  Bedingungen  dafur,  dafi  ein  Punkt  s  der 
Flache  I  —  emerlei  ob  dieser  Punkt  in  dem  Punktsysteme  ?/1?  -  •,  ijm  enthalten  ist 
oder  nicht  —  in  einem  mit  rjt9  •  ,  j\m  aquivalenten  Punktsysteme  zum  mindesten  y-mal  vor- 
kommt,  werden  durch  ein  System  von  v  homogenen  linearen  Grleichungen  zwischen  den  in  der 
allgememsten  hierher  gehorigen  Funktion  A(s)  =  A(0)+  A(1U(1)(^)+A(2U(2)(^)  +  +  tim-3A(m-*\z) 
auftretenden  m  -  r  +  1  Konstanten  ti*\  A(1),  ,  A(w"^  dargestellt.  Dementsprechend  kann 
man  fur  die  Bildung  eines  mit  rji9  -  ,  rjm  aquivalenten  Punktsystems  al9  ,em  die  m~r 
Punkte  «!,  •  ,  sm^  behebig  wahlen;  denn  diese  Wahl  zieht  nach  dem  soeben  Bemerkten 
em  System  von  nur  m  —  r  homogenen  linearen  Gleichungen  zwischen  den  m  —  r  +  1 
Konstanten  A(0),  A(1),  -  •,  Ac//i"T)  nach  sich.  Die  r  noch  fehlenden,  das  gewahlte  System 
«i»  •  9  Sm-v  zu  emem  mit  rjlt  -,  ?ym  aquivalenten  Systeme  erganzenden  Punkte  em_t+1,  •  •,  em 
werden  aber  nur  dann  emdeutig  bestimmt  sein,  wenn  durch  das  erwahnte  System  von 
m  —  r  Gleichungen  die  m-  r  +  1  Groflen  A(0),  A(1),  ,  A(m"r)  bis  auf  einen  alien  gemein- 
samen  Faktor  bestimmt  sind,  oder,  was  dasselbe,  wenn  die  Matrix  der  (m—  r)  (m—  r  +  1) 
in  diesen  Gleichungen  als  Koeffizienten  der  A  auftretenden  GroBen  den  Bang  m  —  r  besitzt 

Es  soil  jetzt  bewiesen  werden,  daB  durch  die  Wahl  der  Punkte  e1?  •  •  ,  am_t  die  r 
noch  fehlenden  Punkte  fim-l+1,  •••,  em  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt  sind  Zu  dem 
Ende  grenze  man  in  der  Flache  T  m  —  x  kemen  der  Punkte  T?I?  •  -,  ^  enthaltende  Be- 
reiche  B19--  ,  J?m_t  ab,  bilde  mit  Hilfe  der  w-r  schon  benutzten  linear  unabhangigen 
Funktionen  -4(1)^,  ••-,  A(m~^0  die  Determinate: 


und  stelle  sich  die  Frage,  ob  diese  Determinante  fUr  je  m-r  den  Bereichen 
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beziehungsweise  angehorige  Punkte  819  •  ,  em.t  den  Wert  Null  besitzen  kann.  Ware 
dies  moglich,  so  wurde  die  Determinante,  als  Funktion  des  in  T  beweglichen  Punktes  et 
betrachtet,  fur  jeden  dem  Bereiche  B^  angehongen  Punkt  ^  und  folglich  fur  jeden 
Punkt  s±  von  T  den  Wert  Null  besitzen,  wie  auch  die  Punkte  6>2,  ,  8m_v  innerhalb 
der  Bereiche  J?2,  -,  Bm_x  gewahlt  sind,  und  es  wurden  dann  wegen  der  Linearunab- 
hangigkeit  der  Funktionen  A(v(i),  •  •, £*-*(*)  auch  die  zu  den  Elementen ^w(«0,  •,  A(m~*\s^ 
gehorigen  (m  —  r  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten  fur  jede  Lage  der  Punkte  s2,  •••,  em_r 
innerhalb  der  Bereiche  J?2,  •  ,  J?7n_t  den  Wert  Null  besitzen.  Nirnmt  man  dann  speziell 
die  zu  dem  Elemente  A(l\st)  gehorige  (w  — r--l)-reihige  Unterdeterminante,  wendet 
dieselbe  SchluBweise  an  und  fahrt  so  fort,  so  gelangt  man  schheBhch  zu  dem  sinnlosen 
Resultate,  daB  die  Funktion  A(m~*(*)  fur  jeden  dem  Bereiche  J5m_r  angehongen  Punkt 
0^^^  un&  folglich  fur  jeden  Punkte  von  T  den  Wert  Null  besitzt  Damit  ist  aber 
zunachst  bewiesen,  dafi  die  aufgestellte  Determinante  nicht  fur  je  m  —  x  den  Bereichen 
BI,  ->Bm_i  beziehungsweise  angehorige  Punkte  ely  ••  ,  em_r,  wie  klem  diese  Bereiche 
auch  sein  mogen,  den  Wert  Null  besitzen  kann  Wahlt  man  jetzt  m  — r  den  Bereichen 
BI,  -,  Bm_t  beziehungsweise  angehorige  Punkte  ei9  -  ,  im_t  von  der  Art,  daB  die  auf- 
gestellte Determinante  nicht  verschwindet,  wenn  man  gleichzeitig  al^slL9  ••  ,  eOT.t«8TO«t 
setzt,  so  lassen  sich,  da  dieselbe,  als  Funktion  der  m~t  Veranderlichen  e1?  •  ,  em_r 
betrachtet,  fur  s±  =  e^  •  ,  am_r  =  im_r  stetig  ist,  m  T  m  -  r  diese  Punkte  beziehungs- 
weise enthaltende  Q-ebiete  Gi9  -3  6rm^  von  der  Art  abgrenzen,  daB  die  Determinante 
for  je  m  —  x  diesen  Gebieten  beziehungsweise  angehorige  Punkte  si9  ••  ,  em_t  einen  von 
Null  verschiedenen  Wert  besitzt  Beachtet  man  dann  noch,  daB  durch  die  auf  irgend 
em  solches  Punktsystem  e1?  •  ,«„,_,.  bezogenen  m  —  r  Gleichungen- 

0  -  A<0) 

0  =  A® 

die  GroBen  A(0),  A(1),  •*-,  A(w"x)  bis  auf  einen  alien  gememsamen  Faktor  bestimmt  smd, 
so  erkennt  man  die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung,  daB  durch  die  Wahl  der 
Punkte  £1?  ,  em_t  die  r  noch  fehlenden,  das  angenommene  System  al9  ,  affl_t  zu  emem 
mit  iji,  •  ,  ijm  aquivalenten  Systeme  erganzenden  Punkte  fw-v+1?  •,  sm  im  allgemeinen 
emdeutig  bestimmt  smd. 

Aus  den  vorstehenden  Untersuchungen  ergibt  sich  jetzt  als  Resultat,   daB   die 
beiden  Aussagen, 

a )  Das  Punktsystem  % ,    •,  7j,rt  lesvhst  als  Rang  5ft,  t , (ij, ,     ,  ij^'dte  unter  m  hegende  Zahl  x, 

b)  Dds  Punktsystem  y^  •    ,  ??m  is#  ersetsbar,  fur  die  Bildmy  eines  m^t  ^hm  ag/ui- 
valenten  PmJctsystems  konnen  m  -  r  Pmkte  leUebig  gewahlt  werden  und  es  $ind  durch  d^e 
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Walil  vo)i  m  —  r  Pmikten  die  r  nocJi  felilenden  Punkte  mi  allgememen  eindeutig  lestimmt; 
gleichwertig  smd,  insoferne  nicht  nur,  wie  schon  bewiesen,  aus  der  ersten  als  Voraus- 
setzung  die  zweite  folgt,  sondern  auch  umgekehrt  aus  dieser  jene.  Denn,  besaBe  das 
unter  b )  charakterisierte  Punktsystem  eine  von  r  verschiedene,  wegen  der  Ersetzbarkeit 
des  Punktsystems  jedenfalls  unter  m  hegende,  Zahl  r  als  Eang,  so  konnten,  im  Wider- 
spruche  mit  dem  uber  das  Punktsystem  Vorausgesetzten,  fur  die  Bildung  eines  mit  ihm 
aquivalenten  Punktsystems  m  —  r,  die  r  noch  fehlenden  Punkte  im  allgemeinen  eindeutig 
bestimmende  Punkte  behebig  gewahlt  werden. 

Das  soeben  ausgesprochene  Eesultat  laBt  zugleich  erkennen,  daB  ein  jedes  mit 
einem  Punktsystem  T?I?  ,  r\m  vom  Eange  r<m  aquivalente  Punktsystem  ebenfalls  den 
Eang  r  besitzt.  Man  hat  dazu  nur  zu  beachten,  daB  die  fur  em  solches  Punktsystem 
T?I?  t^m  geltende  Aussage  b)  auf  jedes  mit  ihm  aquivalente  Punktsystem  ubertragen 
werden  kann,  und  daB  daher,  wegen  der  Gleichwertigkeit  der  Aussagen  a.)  und  b ),  die 
Aussage  a)  auch  fur  jedes  mit  ^,  •,  rjm  aquivalente  Punktsystem  gilt. 

8. 

Mit  Ktcksicht  auf  die  Ausnahmestellung,  welche  die  in  Art.  5  betrachteten  zum 
zweiten  Falle  gehorigen  Punktsysterne,  nach  dem  dort  unter  IE)  Gesagten,  gegenuber 
den  zum  ersten  Falle  gehorigen  Punktsystemen  einnehmen,  sollen  in  diesem  Artikel 
die  zum  zweiten  Falle  gehorigen  Punktsysteme  noch  einer  besonderen  Betrachtung 
unterzogen  werden. 

Zu  dem  Ende  nehme  man  an,  daB  das  den  Punkt  TJ((T)  (a»i,a,  ,«)  mCT-mal  enthaltende 
Punktsystem^,'  j^m^V1^  ?  rf^*  '?  ^w>  *  »  ^w  zum  zweiten  Falle  gehore,  oder, 
was  dasselbe,  daB  sein  Eang  Slm^i,  •  ,  %,)  eine  unter  m  und  p  liegende  Zahl  r  sei. 

Die  Zahl  m  kann  dann  nach  dem  beim  zweiten  Falle  Bemerkten  nicht  grofier  als 
2 p  —  2  sein 

1st  zun&chst  m  =  2p  —  %,  so  muB  p  —  r  =  l  sein,  da  sonst  nach  dem  beim,  zweiten 
Falle  unter  III.)  Gesagten  zum  mindesten  zwei  linear  unabhangige  Funktionen  j~ 
existieren  wurden,  denen  das  Punktsystem  rjl9  •  •  9ij^p^  als  System  der  charaktenstischen 
Punkte  zukame,  wahrend  doch  nach  dem  in  Art.  3  Bemerkten  zwei  Funktionen  ^j,  denen 

dasselbe  Punktsystem  als  System  der  charakteristischen  Punkte  zukommt,  sich  nur  um 
einen  konstanten  Faktor  unterscheiden  konnen  Em  zum  zweiten  Falle  geh&riges 
System  von  2jp  —  2  Punkten  besitzt  daher  stets  den  Eang  $  —  1.  Auch  erkennt  man 
ohne  Miihe,  daB  die  Gesamtheit  der  den  Funktionen  |j  zukommendeu  Systeme  der 
charakteristischen  Punkte  mit  der  Gesamtheit  der  den  Eang  p  —  1  besitzenden  Systeme 


184  Funfter  Abschmtt 


von  2p  —  2  Punkten  identxsch  ist,  und  daB  daher,  weil  je  zwei  der  zuerst  genannten 
Punktsysteme,  wie  ein  Blick  aaf  die  am  Ende  von  Art  3  aufgestellte  Kongruenz  zeigt, 
aquivalent  smd,  aucli  je  zwei  der  zuletzt  genannten  Punktsysteme  aquivalent  sind. 

Fur  die  ganze  noch  folgende  TTntersuchung  soil  jetzt  vorausgesetzt  werden,  daB 
m  <  2j»  —  2,  also  etwa  m=*2p—2  —  m  sei    Es  gibt  dann  nach  dera  beim  zweiten  Falle 


unter  IE.)  Gesagten  #  —  r,  dort  mit  ~,  -  •,  d**g  *  bezeichnete,  linear  unabhangige 
Funktionen  |~,  bei  welchen  das  Punktsystem  yl9  •  •,  ijm  einen  Bestandteil  des  Systems 
der  charakteristischen  Punkte  bildet,  und  die  allgemeinste  derartige  Funktion  ^  setzt 
sich  aus  ihnen  mit  Hilfe  von  p  —  r  unbestimmten  Konstanten  A(1),  •  ,  A(*~r)  zusammen 


in  der  Form  =  ^~  +  '-  +  ^~t}2'  Ist  speziell  r=jp-l,  so  ist  —  da  sich 
dann  die  soeben  fur  die  allgemeinste  hier  in  Betracht  kommende  Funktion  -^  auf- 

gestellte Gleichung  auf  ^==^(1)^p--  reduziert  —  das  von  der  Funktion  ^-  herkom- 
mende,  mit  rf19  •  •  ,  rfm.  zu  bezeichnende,  Eestpunktsystem  (siehe  die  Definition  am  Schlusse 
von  Art  3)  das  einzige  zu  ij19  •  ,  r\m  gehonge  Eestpunktsystem  einer  Funktion  j£  und 

folglich  ein  nicht  ersetzbares  Punktsystem  oder,  was  dasselbe,  em  Punktsystem  vom 
Eange  mr.  Ist  dagegen  r<^?  —  1,  so  gibt  es  auBer  dem  Systeme  if19  -  •,  rfm,,  welches 


von  der  ersten  der  vorher  aufgestellten  Fanktionen  -jj-,  •  ,  -^  —  herkommt,  noch  un- 
begrenzt  viele  zu  %,  •  •  ,  i]m  gehorige  Eestpunktsysteme  von  Funktionen  ^;  em  jedes 

dieser  Eestpunktsysteme  ist  auf  Grand  der  am  Schlusse  von  Art.  3  aufgestellten  Kon- 
gruenz em  mit  i\^  •  •,  ^  aquivalentes  Punktsystem,  wie  umgekehrt,  sodaB  also  die 

Gesamtheit  der  zu  %,  •  •  •,  i/m  gehorigen  Eestpunktsysteme  von  Funktionen  j£  mit  der 

Gesamtheit  der  mit  ?](,  •  ?  1^  aquivalenten  Punktsysteme  identisch  ist.  Nach  dem  am 
Schlusse  von  Art.  7  Bewiesenen  besitzen  daher  die  zu  ijl9  •  •,  rjm  gehorigen  Eestpunkt- 

systeme von  Funktionen  -~  samtlich  den  gleichen,  mit  r'  zu  bezeichnenden,  Eang.  Zur 
Bestimmung  dieser,  jedenfalls  unter  mf  liegenden,  Eangzahl  r'  hat  man  vor  allem  zu 
beachten,  daB  em  zu  rj19  •  •  ,  rjm  gehoriges  Eestpunktsystem  einer  Funktion  j£,  der  Defi- 
nition gemaB,  erst  dann  festgelegt  ist?  wenn  man  bei  der  aufgestellten  Funktion 

17  **  ^a)""  "*"     '  ^~  ^f~1*~  —  die  ^  —  t  willktirlichen  Konstanten  A  bis  auf  einen  alien 


gemeinsamen  Faktor  bestirnmt  hat,  und  daB  man  dementsprechend  ftlr  die  Bildung  eines 
derartigen  zu  r]iy  •,  rjM  gehorigen  Eestpunktsy  stems  jedenfalls  $  —  r  —  1  Punkte  beliebig 
wahlen  kann,  da  diese  Wahl  ein  System  von  nur^  —  r  —  1  homogenen  linearen  Glei- 
chungen  zwischen  den  $  —  r  Konstanten  A  nach  sich  zieht.  Das  zu  bildende  Eestpunkt- 
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system  wird  aber  durch  Wahl  von  p  —  r  —  1  Punkten  nur  dann  eindeutig  bestimmt  sein, 
wenn  die  Matrix  der  (p  —  r)  (p  —  x  —  1)  in  diesen  Grleichungen  als  Koeffizienten  der  A 
auffcretenden  Grofien  den  Rang  p  —  r  —  1  besitzt  DaB  dieses  im  allgemeinen  der  Fall 
ist,  erkennt  man,  wenn  man  dieselbe  SchluBweise  anwendet  wie  in  Art  7  an  der  ent- 
sprechenden  Stelle.  Fur  die  Bildung  eines  zu  ?/1?  -  ,  rjm  gehorigen  Eestpunktsystems 

einer  Funktion  ^j   oder,  was  dasselbe,  eines  mit  7/1?     •,  rfm>  aquivalenten  Punktsystems 

konnen  also  p  —  r  —  1  =  m  —  (m  —  p  +  r  +  1)  Punkte  behebig  gewahlt  werden,  und  es 
smcl  durch  diese  Wahl  die  m—  p  +  v  +  I  noch  fehlenden  Punkte  im  allgemeinen  ein- 
deutig bestimmt  Das  aber  ist  nach  dem  in  Art  7  ausgesprochenen  Resultate  nur 
rnoglich,  wenn  die  dem  Systenie  rj[,  ,  rf^  zukommende,  vorher  mit  r  bezeichnete,  Ra,ng- 
zahl  sich  mit  der  Zahl  m  —  p  +  r  +  1  deckt,  sodaB  also  r'  =  m  —  p  +  r  +  1  oder  auch, 
da  die  Beziehung  m'  =  2p  —  2  —  m  besteht,  r'=jp  —  w  +  r  —  1  ist  Trotzdem  die  letzte 
Gleichung  unter  den  Voraussetzungen  r<m<2jp  —  2?  x<p  —  1  abgeleitet  worden  ist, 
gilt  sie  auch  noch  unter  den  Voraussetzungen  r<m<2jp  —  2,  r=jp  —  1,  da  sie  dann, 
in  Uberemstimmung  mit  dem  vorher  Gefundenen,  fur  r  den  Wert  2p  —  2  —  m  ==  m  liefert. 
Unter  Benutzung  der  Relation  m  +  w'  =  2jp  —  2  kann  man  ihr  die  drei  Fornien*): 

m  —  r'  —  p  —  1  —  r,  m  —  i  =p  —  1  —  r', 


gebcn,    das  System    dieser   drei  Gleichungen  steht  im  Einklang  mit  der  Tatsache,  daB 
jedes    zu   ?;1?  •  •  -?  rjM    gehorige   Restpunktsystem    einer   Funktion  ^  das   Punktsystem 

Tin  •     9  Tim  selbst  wieder  als  Restpunktsystem  einer  Funktion  ^  besitzt 

Aus  den  vorstehenden  Untersuchungen  ergibt  sich  jetzt  scblieBlich  als  Resultat, 

daB  unter  der  Voraussetzung  m  <  2p  —  2  die  drei  Aussagen: 

a)  Das  Punldsystem  ijt,  •   •,  rjm  bes^t#t  als  Rcwy  8ft    (^  ,  -    ,  r\^  d^e  unter  m  und  p 

hegende  Zahl  r; 

b.)  Das  PimJctsystem  77^  •  •  ,  rjm  ist  ersetzbar  und  es  gehort  %u  ilmi  mindestens  ein 

EestpunUsystem   einer  Funktwn  ^;  jedes  derattige  zu  %,  •••,  i?m  gehonge  Restpunktsystem 

Iflsttst  den  Eang  p  —  m  +  r  —  1  , 

c.)  Das  PunUsystem  rj1?  •  •  -?  ijm  ^st  ersetzbar  und  es  gehort  m  ^hm  mindestens  em 

liestpunktsystem  vine?  Funktion  -^\  fur  die  Bildung  eines  derartigen  SSM  TJI?  •   -,  7]m  gehorigen 
liestpunUsystems  Jconnen  p  —  r  —  1  Punkte  lelielig  gewahlt  werden  und  es  Bind  durcli  die 

*)  BKXLL,  A   uud  NOBTMEE,  MM  1?ber  die  algebraischen  Funktionen  und  ihie  Anwenduug  m  dei  Qeometrie. 
(Mathematische  Annalen,  Bd.  7,  3.  269) 

,  n  24 
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WaJil  von  p-t-1  Punlten  die  jp-m+t-l  nodi  felilenden  Puntte  m  allgemeinen  eui- 

deutig  lestimmt; 

gleichwertig  sind,  msofern  aus  irgend  einer  von  ilinen  als  Voraussetzung  jede  der  beiden 
anderen  abgeleitet  werden  kann.  Da,  wie  schon  bewiesen,  aus  a)  als  Yoraussetzung 
jede  der  beiden  Aussagen  b)  und  c)  folgt,  und  diese  letzteren  nach  dem  in  Art.  7  aus- 
gesprochenen  Resultate  gleichwertig  sind,  so  hat  man  zum  vollstandigen  Beweise  der 
anfgestellten  Behauptung  nur  noch  zu  zeigen,  daB  aus  c)  als  Yoraussetzuug  die  Aus- 
sage  a.)  folgt.  Dieses  aber  1st  der  Fall;  denn,  besafie  das  unter  c)  charakterisierte 
Punktsystein  eine  von  r  verschiedene,  wegen  der  Ersetzbarkeit  des  Punktsystems  jeden- 
falls  unter  m  und  wegen  der  Existenz  von  mmdestens  einem  Bestpunktsystein  einer 
Funktion  Jj  auch  unter  p  liegende,  Zahl  r  als  Bang,  so  konnten,  im  Wideispruch  mit 
dem  uber  das  Punktsystem  Yorausgesetzten,  fur  die  Bildung  eines  zu  ihm  gehorigen 
Eestpunktsystems  einer  Funktion  £  $  -  r  -  1,  die  j)  -  «  +  r  -  1  noch  fehlenden  Punkte 
im  allgememen  emdeutig  bestimmende  Punkte  beliebig  gewahlt  werden. 

9. 

Jede  J.-Funktion  lafit  sich  auf  unbegrenzt  viele  Weisen  als  ein  Quotient  dar- 
stellen,  dessen  Zahler  und  Nenner  die  ersten  Derivierten  von  zwei  zu  irgend  emer 
Oharaktenstik  (^)  gehongen  Funktionen  W  sind,  und  man  kann,  wenn  es  sich  urn  die 
Bildung  eines  solchen  Quotienten  handelt,  die  Derivierte  einer  beliebigen  Funktion  W  zuni 
Nenner  nehmen.  Eine  ausgezeichnete  Darstellung  von  dieser  Art  erhalt  man,  wenn 
man  speziell  die  Derivierte  irgend  einer  allenthalben  endhchen  Funktion  u  zum  Nenner 
mmmt.  Zur  Gewinnung  dieser  Darstellung  soil  hier  ein  Yerfahren  angewendet  werden, 
das  aueh  im  allgemeinen  Falle  zum  Ziele  fuhrt 

Gegeben  sei  eine  Funktion  A(e),  welche  das  den  Punkt  r\(a}  (*-i,»,  ,-)  *wa-mal 
enthaltende  Punktsystem  ^\  •  •  •,  if-l\  tf\  •  ,  r^\  •  •,  jj(t),  ,  ^  als  System  der  oo^Punkte 
besitzen  moge  Diese  Funktion  ist  nach  Art  1  durch  erne  Gleichung  von  der  Form: 


(jss  1 


darstellbar,  wobei  dann  zwischeii  den  Konstanten  fi  die  p  Beziehungen: 


bestehen.  Sollten  von  den  Punkten  ??(1)?  •  -,  ??(0  einer  oder  mehrere  an  der  Be- 
grenzung  von  T  liegen,  so  andere  man  das  Schnittsystem  durch  Deformation  so,  daB 
die  Punkte  7?  samtlich  in  das  Innere  der  Flache  T'  zu  liegen  kommen.  Nun  verstehe 
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man  unter  a  emen  im  Innern  von  Tf  gelegenen,  von  den  Punkten  rj,  a,  oo  verschiedenen 
Punkt,  bilde  alsdann  das  Produkt: 


der  Funktion  A(z)  und  der  zur  Charakteristik  Q  J)  gehongen,  ebenfalls  in  T'  ein- 
wertigen  Elementarfunktion  P  a  und  bestimme  den  Wert  J  des  nut  dieser  Funktion  <&(&) 

und  irgend  einer  allenthalben  endhchen  Funktion  uz  gebildeten,  m  positiver  Kichtung 
uber  die  von  den  beiden  Seiten  der  Schmtte  a,  I,  c  gebildete  Begrenzung  9ft  der  Flache  Tr 
zu  erstreckenden  Integrals  C&(0)  du*,  indem  rnan  in  derselben  Weise  vorgeht,  wie  es 
im  ersten  Teile,  m  Art.  1  des  siebenten  Abschnittes,  zu  &hnlichem  Zwecke  geschehen 
ist.  Man  erh&lt  dann  fur  J  zunachst  die  Gleichung: 


und  schlieBhch,  mdem  man  beachtet,  daB  fur  y  =  !3  2? 


langs  av  {  A  (#)+  = 


langs  i 

ist,   und   daB   daher  die  Werte  von 
hongen  entsprechenden  Punkten  eP+, 

langs  a, 
langs  67 

langs  c, 
ist,  die  Grleichung. 


P 

i 


i  \z 


P 

i 


=P 


=P 


in  je  zwei   zu  einem  der  Schmtte  a?  I,  c  ge- 
in der  Weise  verknupft  smd,  daB 


Das  Integral  J  ist  aber  auch  gleich   der  Summe   der  auf  die  einzelnen  in  T' 


gelegenfin   Unstetigkeitspunkte 


u*,  ff-i,>,    ,«,   C< 

W 


TJ(I),    •  ,  i?w,    a   von    *(jei)    sich    beziehenden   Integrate 
uud  kann  daher  auch  auf  Grund  der  Q-leichung: 


u* 
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ausgewertet  werden     Zu  dem  Ende  hat  man  das  Folgende  zu  beachten 

1.)  Fur  das  Grebiet  des  Punktes  ?^(CT)  (*-!,»,    ,*)  gelten  die  Entwicklungen  (vgl  Art.  7 
u.  Art.  2  des  vorhergehenden  Abschnittes) 


A(e)> 


da 


+  T- 


1T 

y  I  a 


da 


und  es  gilt  daher  far  das  Grebiet  dieses  Punktes  auch  die  Entwicklung. 


wobei 


0,1,2, 


ist     Daraus  folgt  dann  weiter,  daB  in  der  durch  Multiplikation  dieser  Entwicklung  mit 
der  Entwicklung   der   Funktion  Pr     sich   ergebenden   Entwicklung   von    #(0)-r^-   die 

1    Is  """a 

Potenz  0"1  nut  dem  Koeffizienten' 

o-    *f 


auftntt.  Dieses  Glied  ist  aber  das  einzige,  welches  bei  der  Auswertung  des  auf  den  Punkt  rf 
sich  beziehenden  Integrals  in  Betracht  kommt,  und  man  erhalt  dementsprechend. 


+ 


^       da 


2.)  Fur  das  Gebiet  des  Punktes  a  gelten  die  Entwicklungen: 


und  es  tritt  daher  in  der  durch  Multiplikation  dieser  drei  Entwicklungen  sich  ergebenden 
Entwicklung  von  #(X>j7  die  Potenz  (z—aY^  mit  dem  Koeffizienten  .4(a)~  auf.    Dieses 

^  N    ^    US  ^  '  \    '    (LQi 
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Glied  1st  aber  das  emzige,  welches  bei  der  Auswertung  des  auf  den  Punkt  a  sich  be- 
ziehenden  Integrals  m  Betracht  koinmt,  mid  man  erhalt  dementsprechend. 

4- 


f  *f/Jd«-  -  f 

(a)  (a) 


Unter  Benutzung  der  beiden  soeben  gewonnenen  Eesultate  erhalt  man  jetzt  aus   der 
letzten  fur  J  aufgestellten  Gleichung  die  Gleichung: 

M«fl| 


Setzt  man  nun  die  beiden  fur  J  erhaltenen  Ausdiucke  einander  gleich,  laflt  bei 
der  entstehenden  Gleichung  in  neuer  Bezeichnung  zunachst  an  SteUe  cles  Buchstabens  8 
den  Buchstaben  £,  hierauf  an  Stelle  des  Buchstabens  a  den  Buchstaben  8  treten  und  lost 

alsdann  die  Gleichung  nach  ^(^)^  auf,  so  erhalt  man,  wenn  man  schlieBlich  noch  die 

£'  durch  die  ihnen  entsprechenden  Ausdrucke  ersetzt,  die  fur  jedeu  von  den  Punkten 
rj9  a,  oo  verschiedenen  inneren  Punkt  8  der  Flache  TT  geltende  Gleichung 


i 


welche  nach    Division   durch  ^  fur    die    Funktion  A(s)    die  erwahnte  ausgezeichnete 

Darstellung  liefert.  Trotzdem  diese  Gleichung,  zur  Veremfachung  der  Untersuchung, 
nur  fur  den  Fall  abgeleitet  worden  ist,  dafi  der  Punkt  8  im  Innern  der  Flache  T'  liegt, 
gilt  sie  auch  noch,  wenn  z  der  Begrenzung  von  Tr  angehort  Es  andert  sich  namlich 
die  Differenz  der  linken  und  rechten  Seite,  als  Funktion  des  in  T  frei  beweglichen 
Punktes  0  betrachtet,  stetig,  wenn  dieser  Punkt  durch  stetige  Bewegung  in  einen  Punkt 
der  Begrenzung  von  T'  ubergeht,  und  es  kann  daher  diese  Differenz,  da  sie  der  erhaltenen 
Gleichung  gem&B  immer  den  Wert  Null  besitzt,  wenn  %  im  Innern  der  Flache  T  hegt, 
nicht  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  haben,  wenn  8  der  Begrenzung  von  T' 
angehort 

Eine  besondere  Betrachtung  verdient  der  Fall,  wo  der  liang^H/^V-^^V-  W°?  •W*)) 

des  den  Punkt  rf^  <*«i,*,    .*)  m^-mal  enthaltenden  Systems  7?a)7---,  rj(1\  ••  •,  ij(l),  ••-,»jw  der 
der  Funktion  A(z)  kleiner  als  p  ist,   oder,   was  dasselbe,   wo  Funktionen 
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Jj  existieren,  bei  denen  das  Punkfcsystem  ri(l\  • ,  ??(1J,  -  ,  rj(s\  -,  ^  m  dem  System  der 
charakteristischen  Punkte  enthalten  ist.  LaBt  man  namlich  m  diesem  Falle  an  Stelle 
der  in  der  gewonnenen  Formel  vorkommenden  allgemeinen  Funktion  ^  eine  der  soeben 
genannten  speziellen  Funktionen  |^  treten,  so  mmmt  die  Formel,  da  nach  dem  in 
Art  3  Bemerkten  fur  jede  derartige  Funktion  Jj  die  m±+  +m,  Gleichungen: 


bestehen,  die  einfachere  Gestalt: 


an,  und  man  erkennt  nun,  daB  jede  Funktion  A(z]  der  inEede  stehenden  Art  sich  als  Quotient 
zweier  Funktionen  ^  darstellen  la£t.*)  Da  andererseits  aber  auch  der  Quotient  irgend 

d 

zweier  mcht  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  sich  unterscheidenden  Funktionen  gj, 

wie  aus  dem  in  Art  5  beim  ersten  und  zweiten  Falle  unter  III.)  Gesagten  hervorgeht, 
eine  Funktion  A($)  der  in  Eede  stehenden  Art  ist,  so  erkennt  man  schlieBlich,  daB  die 
G-esamtheit  der  Funktionen  A(0),  bei  welchen  das  System  rj(1\  ,  rj(i\  •  ,  rfs\  •  ,  rf^ 

der  oo^Punkte  als  Rang  9ft,  nfW1',      ,  rfi},    •    ,  rf}>      ,  rfa})  eine  unter  p  liegende  Zahl  be- 

|i| 
sitzt,  identisch  ist  mit  der  Gesamtheit  derjenigen  Funktionen,  welche  Quotienten  zweier 

meht  nur  durch  emen  konstanten  Faktor  sich  unterscheidenden  Funktionen  -^  smd 


10. 

Es  sollen  jetzt  diejenigen  ausgezeichneten  Funktionen  A(z)  untersucht  werden, 
welchen  das  den  Punkt  ag  (?=i,2,  ,r)  ^  —  l)-mal  und  den  Punkt  oo,  (*=i,»,  ,?)  ^^x-mal 
enthaltende  Punktsystem  a1?  ,  ai9  ,  ar,  ,  ar,  oc1;  ?  oo1?  ,  ooq,  ,  <x>q  oder 
auch  nur  em  Teil  desselben  als  System  der  oc^-Punkte  zukommt.  Dabei  bedeutet  h  eine 
Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  .  Der  m  Art.  12  des  vorhergehenden  Abschnittes  auf- 
gestellten  Formel  (D.)  gemaB  ist  jede  derartige  Funktion  A(0) «  A(™\z)  durch  eine  mit  kon- 

y^q 

stanten,  der  Bedmgung  ^  c^  «  0  genugenden  GroBen  c  gebildete  Gleichung  von  der  Form: 


*)  Ygl  RIEMANN,  B,  Theone  der  Abelschen  Funktionen    I,  Art  10    (Gesammelte  Werke,  2  Aufl,S  88—144, 
S  117—118) 
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oder  von  der  darnit  aquivalenten  Form: 

v=p 


(L) 


darstellbar  Da  aber  auch  umgekehrt,  wie  aus  den  in  Art  11  des  vorhergehenden  Ab- 
schmttes  aufgestellten  Formeln  (DJ,  (D4.),  (D7.),  (D'7.)  folgt,  diese  Gleichung,  welche 
Werte  man  auch  den  c  im  Kahmen  der  genannten  Beclingung  zulegen  mag,  —  von 
dem  Falle,  wo  ^  -  •  =c^  =  0,  cx,  =  0,  /=i,t'x,2>  c^-  -c,l8»0ist,  also  die  rechte 
Seite  sich  wegen  der  nach  Art.  12  des  vorhergehenden  Abschmtts  bestehenden  Eelation 

'-**£? 

2  'JLj~y —  ="  1  au^  ^ie  Konstante  G  reduziert,  abgesehen  —  stets  eine  Funktion  der  in 

x=i        * 

Rede  stehenden  Art  liefert,  so  stellt  der  auf  ihrer  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  bei 

unbestimmten,  nur  der  Bedingung  ^?cyQ  =  Q  unterworfenen  Konstanten  c  die  allgememste 
Funktion  A^fsi)  dar. 


Die  Ordnung  einer  Funktion  Afi(ti)  ubersteigt  nicht  die  Zahl  H 

q=l  x=l 

=  n  +  q  +  Zp  -  2  +  hn  1st  die  Funktion  A%\*}  von  der  Ordnung  J3",  besitzt  sie  also 
das  vorher  charakterisierte  Punktsystem  als  System  der  cxj^Punkte,  so  kommen  ihr 
auch  E  Oa-Punkte  e1?  £2?  •  •  •,  BH  zu.  1st  die  Funktion  Afi(g)  dagegen  von  der  Ordnung 
H—t,  besitzt  sie  also  nur  einen,  H—  t  Punkte  umfassenden?  Teil  des  vorher  charakteri- 
sierten  Punktsysteins  als  System  der  cx^-Punkte,  so  kommen  ihr  auch  nur  H—  t  Ox-Punkte 
£1?  £*>  -9  Gz~t  zu-  In  diesem  letzteren  Falle  erganze  man  nun  das  Punktsystem 
fu  £3?  •  >  ss-t  dadurch  zu  einem  System  von  H  Punkten,  e1?  «a,  ••  ,  eM,  dafi  man  zu 
ihm  dasjemge,  t  Punkte  enthaltende,  System,  welches  von  dem  zu  Anfang  dieses  Artikels 
charaktensierten  Systeme  nach  Wegnahme  der  H—t  cxj^Punkte  der  Funktion  A$(ti) 
noch  ubrig  bleibt,  hinzunimmt  In  jedem  der  beiden  soeben  betrachteten  Falle  soil  das 
zur  Funktion  Afify  defimerte  Punktsystem  ^,  -  •  ,  aS9  insoferne  durch  dasselbe  die 
Funktion  A("}(#)  bis  auf  einen  von  z  freien  Faktor  bestimmt  1st,  das  System  der 
charakteristischen  Punkte  der  Funktion  A("\0)  genannt  werden 

Die  Systeme  der  charakteristischen  Punkte  der  Funktionen  Afi(t)  lassen  sich 
emheitlich  defimeren,  man  hat  dazu  nur  die  gegen  Ende  des  Art.  2  angestellten  Be- 
trachtungen,  speziell  die  Kongruenz  (!'),  auf  die  Funktionen  A$(a)  zu  beziehen.  Es 
ergibt  sich  dann,  dafi  die  Gesamtheit  der  den  Funktionen  Afify  zukommenden  Systeme 
der  charakteristischen  Punkte  mit  der  Gesamtheit  der  Losungssysteine  si9  •••,  sjr  der 
Kongruenz: 
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identisch  ist     Da  der  Rang  Stm^,      ,  a±9  •      ,«,,••,«,,  <x>lf  •   •,  oo1?       •,  oo2,      ,  oo2) 

|i| 
des  zu  Anfang  dieses  Artikels  charaktensierten  Punktsystems  wegen  H  >  2p  —  2  gleich 

p  ist,  so  kann  man,  nach  dem  in  Art  7  Bewiesenen,  fur  die  Bildnng  ernes  Systems 
sl9  -  -,  sff  der  charakteristischen  Punkte  einer  Funktion  Af*\8)  E—p  Punkte  behebig 
wahlen  und  es  smd  duich  die  Wahl  von  H  —  p  Punkten  die  p  noch  fehlenden  Punkte 
im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt 

Mit  A("{(0)  bezeichne  man  unterschiedslos  jede  Funktion  A(s),  welche  das  den 
Punkt  c^  (?=i,2,  ,r)  (^  —  l)-mal  enthaltende  Punktsystem  al9  ,  al9  •,  at,  ,  a,  oder 
auch  nur  emeu  Teil  desselben  als  System  der  oo^Punkte  besitzt,  und  bei  welcher 
das  den  Punkt  oox  (x=i,2,  ,$  ^-nial  enthaltende  Punktsystem  oo1?  9  <x>19  ,  ooff,  ,  oo2 
als  Bestandteil  des  Systems  der  O1  -Punkte  auffcritt  Man  erkennt  dann,  in  ahnhcher 
Weise  wie  vorher  schliefiend,  zunachst,  daB  die  allgemeinste  derartige  Funktion  durcli 
die  Gleichung. 


geliefert  wird,  wenn  man  unter  den  c  unbestiminte,  nur  der  Bedingung  ^7cx0  =  0  unter- 

x  =  l 

worfene  Konstanten  verstelit,  weiter  auch,  daB  die  Ordnung  einer  Funktion  ^L(ri,(^)  die 
Zahl  n  +  q  +  2jp  —  2  nicht  ubersteigt  und  dafi  zu  jeder  Funktion  A("\(0)  em  System  von 
(j  +  2p  —  2  Punkten  sl9  •  ,  e2+3p-2  ^  System  der  charakteristischen  Punkte  gehort, 
endlich  noch,  daB  die  Gesamtheit  der  den  Funktionen  A(™\(#)  znkommenden  Systeine 
der  charakteristischen  Punkte  mit  der  Oesamtheit  der  L6suugSHysteuio  6,,  ,  ^i^-a 
der  Kongruenz: 

ffa=2  +  Sjp 

2 


a-L 


identisch  ist  und  daB  man  fur  die  Bilduug  ernes  derartigen  Punktsystcmis 
gerade  $+$  —  2  Punkte  beliebg  wfihlen  kmm. 

Der  zu  Anfang  dieses  Artikels  unter  (I)  fiir  die  Funktion  A("](z}  (A«o,ifs,  )  auf- 
gestellte  Ausdruck  laBt  sich  durch  eine  linearo  Verbindung  der  //—  p  +  h  -|-  2  npo- 
ziellen,  im  folgenden  der  Kiirze  wegen  als  Fundamental  fuukticm  en  zu 
Funktionen' 


m     0,t,SJ,       ,//, 

<;  -i,  a,     i/t-  i» 
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—  von  denen  die  an  dntter  Stelle  aufgefuhrten  durch  die  Ji  +  2  Eelationen: 
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«i«  0,1.  3, 


verknfrpft  smd  —  ersetzen.  Die  beiden  hierzu  notigen  Hilfsformeln  erhalt  man  auf 
folgende  Weise  Zunachst  beziehe  man  die  in  Art.  12  des  vorhergehenden  Abschnittes 
aufgestellte  Formel  (D.)  auf  die  Funktion  "FF^^a"1"1  0^=1,2,3,  );  es  ergibt  sich  dann 
die  Gleichung: 

.  x-.  dP 


m  -~         dss 


Weiter  beziehe  man  die  Formel  (D.)  auf  die  Funktion  TF^)  — * 

(r"{,'i>;    iJ*1);  es  Grgibt  sich  dann,  wenn  man  noch  die  soeben  abgeleitete  Gleichuug  be 
rticksichtigt,  erne  Gieichung  von  der  Gestalt: 


,77>  °°r  ,  ,7P°°H\ 

n*      \  A     *'=:()          «f     I  \  V=4>  ,  X  =  <7 

*  1-4^ -  i--2/v4d)  =  2Wd-£r+2W 

f'sp  1  V  =  1  X  =  1 


w       '   nut        dz       ' 


/«a 


woboi    die  /i#w)  von    den   ganzen  Zahlen  m,r  abhangige,   der  Bedingung  ^      ge- 

x=l 

uQgondo  JConstanten  bozeichnen,    Kndlich  beziehe  man  die  Formel  (D.)  auf  die  Funktion 


<7       Z\    /'w"1ia»      »*        \ 

W(ff)     *M — jjt — '  (r-1'2'    »«      );  es  ergibt  sich  dann  eine  Gleichung  von  der  Gestalt: 


J/^rttJji, 


^21 


T/I     1, !»,       ,  A 


,     a^W|         ,  dP|°°X| 


i  die  A**"0  von  den  garweu  Zahlen  m,  a,  v  abhangigo,  dor  Bedingung 
uftgondo  KojriHtajatcn  bosseichnon. 


— 0 


Xnel 


n 
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Fur  jedes  r  aus  der  Eeihe  1,  2,    -  ,  #  kann  man  jetzt  linear  ausdrucken. 

d 
mit  Hilfe  der  Gleichung  (G<"+1V)  die  Funktion 


durch  Fundamentalfunktionen  und  die  Funktionen  — - 


mit  Hilfe  der  Gleichungen  (G(j°),  *=',-*,    ^,1,0,  die  Funktionen  — 


de 


,2,1,0, 


durcb.  Fundamentalfunktionen  und  die  Funktionen 


mit  Hilfe  der  Gleichungen  (Q?"^ ),  *=<r-ii    »  2, 1,0,  die  Funktionen   (//  1)<^*' 


durcli  Fundamentalfunktionen  und  die  Funktionen 


)(7/_1)/x_17 


< 
mit  Hilfe  der  Gleichungen  (G[y1}),  <T=^-I,    ,2,1,0  die  Funktionen    <g 

durcli  Fundamentalfunktionen  allem. 


,2,1,0, 


Man  erkennt  so,  claB  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  unter  (I.)  fur  die  Funktion 
J$(8)  (h =0,1, 2,    )  aufgestellte  Ausdruck  sich  in  der  Tat,  wie  behauptet  wurde,  durcli  erne 

linear e    —    mit    konstanten,    den    Bedingungen  J^^^O,    w=o,i, 
GroBen  I  gebildete  —  Veibmdung: 


,//+i,    genugonden 


s=  0     x  =  1 


dP 


Wt=sO 


der  H—$  +  'h  +  2  Fundamentalfunktionen  ersetzen  laJSt,  und  damit  zugleich,  nachdoni 
man  noch  zur  Abkurzung 


m  =  h 


gesetzt  hat,  daB  jede  Funktion  A("\&}  sich  auch  dutch  erne  (Jleichung  von  dor  Form: 


(H) 


,, 

-l.%  +  g(*}  + 
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It 


darstellen    laBt,    wobei    g(#),  9^(0),   g,i(8)    ganze    rationale  Funktionen   von   &9    deren 
Grade  die  Zahlen  n,li  +  l,]i  beziehungsweise  mcht  ubersteigen,  bezeichnen  und  speziell 

h  +  1  x  =  q 

die   Funktionen   gyQ(8),  x=i,a,    ,?,   wegen  ^^  =  0,   ^-0,1,2,    ,A+I,    durch    die    identische 


Gleichung  J§Vx0(0)  -=  0  verknupft  smd     Die  Gleichung  (II)   geht,   von  der  Bezeichnung 

x  =  l 

dor  Konstanten  abgesehen,   in  die  fruher  aufgestellte,  die  Funktion  A(™\(0)  definierende 

-i        -i 
Gleichung  ubor,  wenn  man  /&«  —  1  setzt  und  die  dann  auffcretenden  Zeichen  #(#),  g^s) 

als  mit  der  Null  identisch  ansieht. 

Der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (II.)  stehende  Ausdruck  kann  durch 
omen  anrloro  ersetzt  werden,  bei  dem  die  auffcretenden  ganzen  rationalen  Funktionen 
koinor  Bedingung  melir  unterworfen  sind  Man  braucht  dazu  nur  m  der  bei  ihm  an 

/=»{?          /l  +  l 

drittc^r  Stolle  stehendon  Sunnne?  unter  Beachtung  d(3r  identischen  Gleichung  ^^X0(^)  =  03 


x=  1 


(ho  Funktion  (ryff0(^)  (lurch  —  ^  ffyo(&)  7A1  ersetzen     An  Stelle  der  Gleichung  (II.)  tritt 
dann  dio  (Ueicliung: 

(ir.)   ^}W 

Ntui  lioforti  abor  dioso  Gloichung  (H'),  dom  Vcrhalton  ihrer  rechten  Seite  fur  die  Punkte 
OJM  •  •  -,  a,,  ouj7  -  •,  (X)tf  zufolgo,  wolcho  Wcirto  man  auch  den  p  Konstanten  Zt,  •  -,  ^  und 
d(Mi  (A  -|  1)  -(-  (q  —  1)  (h  H  2)  +  (n  -  </)  (7*  +  1)  --  //  —  %p  +  I  in  den  ganzen  tfunktionen  g(#) 
vorkoinmotult^n.  Konstanton  l(m}  zulegon  mag  —  von  dom  Falle,  wo  alle  aufior  l((}}  noch 
vorkommondon  Konntanton  d(^n  Wort  Null  bositzcn  odor,  was  dasselbe,  dio  rechto  Seite 
nioh  auf  oino  Konstanfes  ?(t)),  roduziort,  abgosehmi  —  stets  eine  Funktion  Afify,  und 
man  orkonnt  so  HchlioBlich,  dafi  der  auf  ihrer  rec.liton  Soito  stehende  Ausdruck  l)ei  un- 
KonwktiUm  I  du^  allgouiemflte  Funktion  Afi(ti)  darstellt.  Uem  in  Art  5  am 
m-Hton  Fallen  Utmiorkton  ents])rechond  sind  dahor  die  m  dom  Ausdrucko 
vorkommondon  //  —  p  +  l  willkilrlichcm  Konstanten  I  zugleich  wcsontlichc  willlalrliche 
KotiHtantcni  odur,  wan  dasnolbo,  dor  in  Rode  stohendo  Ausdruck  kann  nur  dann  far 
jodon  Punkt  0  dor  Flachc^  T  don  Wert  Null  haben,  wonn  die  fl~y  +  l  Konstanton  I 
Hilmtlich  mit  d<^r  Null  KUHammonfalhm.  Da  hiorbei  fe  irgend  eino  Zahl  aus  der  Roiho 
()f  1,2,  •••  Ixwlwniiot,  so  kann  auch  eine  Oleichung  von  der  allgomeinoven  Form: 
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bei  der  l±,  12,  ,  lp  Konstanten,  g(s),  gyQ(i),  g,,(#)  irgend  welche  ganze  rationale  Funk- 
tionen von  a  bezeichnen,  nur  dann  fur  jeden  Punkt  &  der  Flache  T  bestehen,  wenn 
die  Konstanten  I  und  die  Funktionen  g  samtlich  mit  der  Null  identisch  smd. 

Jede  A- Funktion  laBt  sich  bei  hinreichend  groB  gewahlter  Zahl  /&  (*=-i,o,i,a,  ) 
als  Quotient  zweier  Funktionen  A£\B)  darstellen  Zum  Beweise  dieser  Behauptung 
nehme  man  an,  daB  die  darzustellende  Funktion  A(*}  das  Punktsystem  yi9  --,  ?;,„  als 
System  der  oo1- Punkte  besitze,  und  beachte,  daB  fur  die  Bildung  ernes  Systems  der 
charakteristischen  Punkte  einer  Funktion  Aj*\8)  H—p^n  +  q+p  —  2  +  lin  Punkte  be- 
liebig  gewahlt  werden  konnen  und  daB  daher,  wenn  man  unter  n  die  klemste  der 

Bedmgung: 

n  +  q  +p  —  2  +  Jin  I>  m 

genugende  Zahl  aus  der  Eeihe  —  1,  0, 1,  2,  versteht,  zu  dieser  Zahl  n  Funktionen  A%\8) 
existieren,  bei  denen  das  System  TJI?  •  ,  ijtn  m  dem  System  der  charakteristischen  Punkte 
enthalten  ist.  Bildet  man  nun  das  ProAuTs.iA(0)A^°\Js)  aus  der  darzustellend en  Funktion  A(#) 
und  irgend  einer  dieser  Funktionen  A("\8),  so  ist  dasselbe  erne  -4 -Funktion,  welche  fur 
7i>  — 1  das  den  Punkt  a9  ($=1,2,  ,r)  (^—  l)-mal  und  den  Punkt  <x>,  ('=1,2,  ,$  ft^-mal 
enthaltende  Punktsystem  aly  •  -,  cu1?  •  •  ,  ar,  •  ,  ar,  ool9  •  ,  ocl3  -  •  ,  ooq,  ,  c»2  oder 
einen  Teil  desselben  als  System  der  oo^Punkte  besitzt,  fur  %  =  —  1  dagegen  das  den 
Punkt  aQ  (0=1,2,  ,r)  (^— l)-mal  enthaltende  Punktsystem  aly  ••  ,  al9  ,  ar,  ,  a,  oder 
einen  Teil  desselben  als  System  der  oo1- Punkte  und  das  den  Punkt  oox  (X=M,  ,ff)  tx-nial 
enthaltende  Punktsystem  oo1?  ,  oc1?  ,  ooq,  ,  oo^  als  Bestandteil  des  Systems  dor 
O^Punkte  besitzt  Das  Produkt  AfyAjpfy  ist  daher  im  einen  wie  im  anderen  Fall(^ 
eine,  mit  A%°\0)  zu  bezeichnende,  Funktion  Afi(s)9  oder,  was  dasselbe,  es  besteht  die 
Q-leichung: 


Damit  ist  aber  der  Beweis  fur  die  aufgestellte  Behaaptung  erbracht. 


11. 

Man  bezeichne  zur  Abkurzung  die  n  Gr&Ben. 


d* 


d  P 


'*-t 


d* 


x^l,9,      ,7, 


in  der  vorliegenden  Beihenfolge  mit  A1}  At,  •  •,  An.  Jede  ^[-Funktion  laBt  sioh  dann  als 
homogene  lineare  Funktion  dieser  n  GroBen  mit  rationalen  Funktionen  von  e  als  Koof- 
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tizienten  darstellen  und  zwar  nur  auf  erne  Weise.     Die  Eichtigkeit  dieser  Behauptung 
erkennt  man  folgendermaBen. 

Die  darzustellende  Funktion  A  =  A(0)  moge  das  Punktsystem  rjl9  ,  ?/m  als 
System  dei  oo^Punkte  besitzen,  und  die  Bezeichnung  sei  so  gewahlt,  daB  77^  i/a,  •  ,  ^ 
(tt<m)  die  im  Endhchen  gelegenen  Pmikte  des  Punktsystems  ijl7  ,  ym  smd.  Bildet 
man  alsdann  das  Piodukt  gA  aus  der  Funktion  A  und  der  ganzen  rationalen  Funktion 
/y  ==  (#--7?i)  (#--77j)  •  (0— "fy<)  von  0,  so  ist  dasselbe,  wenn  man  noch  in  dem  Falle,  wo 
koinor  dor  Punkte  77, ,  -  ,  ??„,  im  Endlichen  gelegen  ist,  unter  g  die  Ems  versteht, 
omo  ^-Funktion,  welche  fur  kemen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  der  Flache  T  un- 
ondli(ih  wivd,  also  erne  Funktion  A(*}(&)  von  spezieller  Art.  Das  Produkt  gA  laBt 
wich  dahor  auf  dirund  dor  Oleichung  (II'.)  des  Art.  10  darstellen  durch  eine  Grleichung 
von  der  Form: 


r  =  1 


wobei  /j,  •   •,  ^  Koiistiwiton,  //1?      , //«  ganze  rationale  Funktionen  von  ^  bezeichnen, 

Man  boachto  jotzt,  clafl  die  Funktion  ^^(e-1,3,.  ,0  erne  Funktion  ^(^  ist, 
boi  dor  <hiH  PunktHyBtom  cx>1?  -,  oov  als  Bestaiidtoil  des  Systems  dor  O'-Punkte  auftntt, 
und  dali  mfolgodesHon  fur  dioso  Funktion,  dor  Formel  (L)  des  Art,  10  gemaB,  eine 
(Uoichung  von  dor  Vorm: 


boi    dor  dio   ^   dor  Bcdiuginig  J^7  ($  —  0  genugcndo   Konstanten  bezeichuen 

*»</-! 

./A  man    daim   noch  auf  dor  rochten  Soito  dieser  Oleichung  cj/0}  durch  -  J?  c($ 
un<l    fahrt   di(^   (IrflBon   A^A^--9An   oiu,   so   erkonnt  man,    daB   sich   die  Funktion 
—  (g  LSI,  *,ri  (lurch  ob(^  (Hoi cluing  von  der  Form: 


(7  -t  I 


i  (lor  die  c(^,  rfw  Konntanton 

Die  obtm  fflr/;J  gowonnene  Glmchuug  tasse  man  nun  mit  den  p  auB  dor  letzten 
(Uoichung  fftr  ^-1,2, -->jp  hervorgehenden  Gloichungon  zu  dem  Systomo  vonjp  +  1 
(Ucnchungou: 
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•0, 
•0, 


7=2 


•0 


zusammen.  Da  diese  Gleichungen  m  bezug  auf  die  p  +  1  GroBen  -^-,  •••,  -jj-,  1  homogen 

linear  sind,  so  rauB  die  Determinante  des  Systems  verschwmden     Es  besteht  also  die 
Gleichung. 


-l 


2  9*  A  ~ 


•  o 


und  damit  auch,  wenn  man  noch  die  aus  der  Detennmante  nach  Wegnahme  der  ersten 
Honzontalreihe  und  der  letzten  Vertikalreme  ubrig  bleibende  Determinante  j?tm  Grades, 
die  eine  ganze  rationale  Funktion  der  Veranderlichen  z  vom  pton  Grade  ist,  mit  g'  be- 
zeichnet,  die  Gleichung: 


A 


yu 


oder?  was  dasselbe,  nachdem  man  noch  zur  Abkurxung 


(-1)* 


09 


4»_j  ..    CM 
4»)        ,..<&-.# 
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gesetzt  hat,  die  Gleichung: 

A  =  r^  +  r,A2  +  •     +  rnAn, 

welche  die  Funktion  A=*A(&)  als  homogene  lineare  Funktion  der  n  QroBen  A>  A>  ••,  An 
nut  rationalen  Funktionen  rl9  ra,  ••  ,  rn  von  g  als  Koeffizienten  darstellt. 

Die  so  fur  die  Funktion  J.  erhaltene  Darstellung  ist  zugleich  die  einzige  dieser 
Art  Gabe  es  namlich  fur  die  Funktion  A  noch  erne  zweite  derartige,  etwa  durch 
die  Gleichung  A^r(Al  +  ^A^+  -  +  rn An  reprasentierte  Darstellung,  so  wurde  durch 
Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  zuerst  erhaltenen,  wenn  man  noch  das  System 
der  dann  auftretcnden  rationalen  Funktionen  r±  —  t'l9  r2  —  ?'2?  •  ••,  rw  —  rn  in  ein  System 

ch  ZT?  ""'If  von  Qu°tionten  ganzer  Funktionen  mit  gemeinschaftlichem  Nenner  frber- 
fiihrt,  die  Gloichung  0  «  7j1Ai  +  7j^  +  •  •  +ynAtl  entstehen,  bei  der,  da  die  rationalen 
Funktionen  ^  — *i,  *s  — rJ7  *^\  —  *i  der  Voraussetzung  gemafi  nicht  samthch  nait  der 
Null  7AiHammoniallon,  wonigstens  eine  der  ganzen  Funktionen  g  nicht  mit  der  Null 
iiioutisch  wiire.  Das  aber  ist  nach  dom  in  Art  10  auf  Seite  195  Bewiesenen  nicht  moglich 
KH  lafit  sich  also  in  der  Tat,  wio  zu  Anfang  dieses  Artikels  behauptet  wurde,  eine 
yl-Funktion  iimnor  und  nuv  auf  eine  Weise  als  homogene  lineare  Funktion  der  n  GroBen 
Ai9  AI,**  ,  An  im\>  ratumalon  Funktionen  von  #  als  Koeffizienten  darstellen. 

Man  verstoho  jotzt  miter  &  irgend  einen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  der 
JJf-Ebeno,  tlbor  dom  koin  Windungspunkt  der  Flache  T  sich  befindet,  bezeichne  die  n 
\\M\\  ontHi)r(whcn<lon  Tunktc  dor  Macho  T  in  irgend  ciner  Reihenfolge  mit  ^,  £ia,  ••  ,  $n, 
die  Hiigohorigon  Worto  dor  GroBo  ^v(v=i,2,  ,»)  mit  Av(0j)9  AV(B^,  ••  ,  Av(#n}  beziehungs- 

bildo  diii  Dotonninanto: 


und  Hi;(^ll(^  nioh  die  Frago,  ob  dieso  Dotcnninante  vielleicht  fur  jeden  der  gestellten 
Bodiugung  gciJitigondcn  Wort  von  &  mit  der  Null  zusammenfallen  kann.  Zur  Bo- 
antworttuig  (lioB(^r  Frago  noluno  man  an,  dafi  die  Determinant©  ftir  einen  solchen 
Wc^rl  /  von  n  vorschwindo,  also  |AW|-0  soi-  ^ann  Ia8t  siclx  ein  von  0,  O,---,  0 

Koiistantonsystem  Jci9 1%,  *  •  >,  hn  von  dor  Art  bostimmon,  dafi  dio  Funktion 
+  A,A  fflr  jedon  dor  n  Punkte  /ly  ^?--,  <  don  Wert  Null  bositzt 

wird  dor  nut  dionor  Funktiou  als  Zilhlor  und  dor  Funktion  #  —  if  als 
NTonnor  gebildoto  Quotient  fttr  koinen  dor  n  Punkto  #[,  4  •">#'*  unendlich,  bositzt 
alHo  auBHchliofilioh  das  don  Punkt  a9  o«i,t,  ,r>  (^^l)-mal  onthaltondo  Punktsystem 
an  •  ••,<*!»•'*  s  ar,  *  ••,  a,  oder  nur  oinon  Toil  desBelbon  als  System  dor  oo^Punkto.  Da 
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dieser  Quotient  zudem  aber  auch  das  den  Punkt  oo,  (/=i,s,  ,?)  ^-mal  enthaltende  Punkt- 
system  <x>l9  •  -,  <x>l9  •,  <x>e?  •  ,  <x>2  als  Bestandteil  des  Systems  der  OMPunkte  besitzt, 
so  ist  er  eine  Funktion  A(™\(z},  und  man  erhalt  daher,  wenn  man  den  in  Art.  10  fur 
die  allgememste  Funktion  A(~\(0)  gewonnenen  Ausdruck,  unter  gleichzeitiger  Ersetzung 

x-ff-i  dP\°°;\    dP  ( 

von  c20  durch  —  ^  c/0  und  der  dann  auftretenden  q  —  1  Funktionen  — ^_J _ 

x=i,s,  ,9-1,  durch  die  ihnen  beziehungsweise  entsprechenden  GroBen  A$,  A^  ,  A^ 
herubermmmt,  zunachst  die  Gleichung: 

*1  -&-1  "4"  ^2  A$  -f-  -f"  A/K  ^iM    X1   /»  ' 
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1=3 


bei  der  die  c  von  0  freie  GroBen  bezeichnen  Multipliziert  man  nun  linke  und  rechte  Seite 
dieser  Gleichung  mit  ^  —  gf,  ersetzt  die  p  dann  auftretenden  GroBen  ft-j^-,  (J=1'2'  *p9  auf 
Grund  der  vorher  gewonnenen  Gleichung* 


durch  die  ihnen  entsprechenden  Ausdrticke  und  ordnet  nach  den  GroBen  -^-,  "T^?'  "»"7r» 
jiu  J-2,  •  •  -,  An,  so  erhalt  man  weiter,  wenn  man  noch  beachtet,  daB  ^  =  1  ist,  die 
fur  jeden  Punkt  &  der  Flache  T  geltende  Gleichung: 


aber  diese  Gleichung  fdr  jeden  Punkt  0  der  Fl&che  T,  so  mussen  nach  dein  iij 
Art  10  auf  Seite  195  Bewiesenen  die  Koeffizienten  der  GroBen  ^,  ^,..  ,  ^Je,  1,  J,7  ,  yj^ 
samtlich  mit  der  Null  identisch  sem,  oder,  was  dasselbe,  es  muB 


2.)  *,-0  3.)  c,.li0-0,  i.-s,^    ,«,  4.) 

<)«! 

sein.  Beachtet  man  nun,  daB  die  Konstanten  119  k>,  •  •  •,  kn,  dor  zsu  Anfang  goinaclitoTi 
Festsetzung  gemiB,  nicht  samtlich  mit  der  Null  zusammoniallen,  so  orkennt  man  aus 
den  Gleichungen  2.)  und  4),  daB  auch  die  GroBen  cu  -•-,  c^  nicht  samtlich  mit  dor  Null 
zusammenfallen  konnen,  und  weiter  aus  don  $  unter  1)  stohondon,  in  bosjug  auf  di(^ 
QroBen  c1?  •••,^  homogenen  linearen  Gleichungen,  daB  die  Dotenninanto  clioHcr  (Hoi- 
chungen  den  Wert  Null  haben  muB.  Damit  ist  aber  bewieson,  dafi  die 
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|  Av  (^)  |    fur  emen   dei    gestellten   Bedingung   genugenden  Wert   #  =  z   nur   dann   ver- 
schwinden  kann,  wenn  die  Determmante 


fur  &  =  #'  verschwindet  Die  aufgeworfene  Frage  ist  also  in  verneinendem  Sinne  zu 
beantworten  Die  Determmante  lAfaOl  kann  nur  ftir  eine  endhche  Anzahl  von  Punkt- 
systemen  #1?  ,  $„  der  Flache  T  den  Wert  Null  besitzen. 

Em  System  von  n  J.-Funktionen  soil  ein  Basissystem  genannt  werden,  wenn 
sich  jede  J.-  Funktion  als  homogene  Imeare  Funktion  der  n  Funktionen  des  Systems 
mit  rationalen  Funktionen  von  z  als  Koeffizienten  darstellen  laBt.  Nach  dem  zu  An- 
fang  dieses  Artikels  Bewiesenen  ist  A19"^An  em  solches  System.  Wie  man  alle 
liber  haupt  existierenden  Basissysteme  erhalten  kann,  zeigt  die  folgende  Untersuchung 

Man  verstehe  unter  A(,  •  -,  A'n  em  System  von  irgend  n  A  -Funktionen  und  denke 
sich  die  n  Gleidhungen: 

0  =  11 

(1.)  A'v=]£rv(,Aa,  r  =  l,2,       ,n, 

0  =  1 

gebilclot,  wolche  dieso  Funktionen  als  homogene  lineare  Funktionen  der  n  Ghrofien^,  •  ,  An 
mit  ratumalen  Funktionen  rvo  ,  ^^IA  ,»,  von  &  als  Koeffizienten  darstellen.  Verschwindet 
dann  dio  Dotormmanto  \rvo\  des  Systems  dieser  Qleichungen  nicht  identisch,  so  ist 
/ii,  ••  ,  A't  em  Basis&ystom,  da  dio  Auflosung  des  Qleichungensystems  fur  jede  der 
Fimktionon  A±,  •  ,  Atl  und  damit  ssugloich  auch  fur  jede  beliebige  Funktion  A**A(si) 
—  uwoforno  oino  yl-  Funktion  mit  d(^n  Urofion  A^  --,An  mimer  durch  eine  Qleichung 
von  der  Form  A  «  ^A^-i  -----  h  rHAn  mit  rationalen  Funktionen  r  von  n  als  Koeffizienten 
vorknflpfli  ist  —  eino  homogonc  Imeare  Funktion  der  Grofien  A(,  "9A!n  mit  rationalen 
Kunktionon  von  0  als  KoofHzionten  liefert  Ist  umgekehrt  das  System  A'l9  •  -,  A'H  ein 
bostoht  also  ein  Qleichungensystom  von  der  Form* 


mit  rationalon  Funktionou  r^,  x^-i,*,  ,«,  von  *  als  Koeffizionten,  und  trdgt  man  als- 
(lann  in  dioROH  System  an  Stelle  der  UrftBon  Av  did  ihnen  auf  Qrund  der  Oleichungen  (1.) 
Aiwdrflcko  win,  HO  inttsBon  in  dem  dadurch  entstehendeu  Systeme: 

0  -  >'(  >>'  n.-^JA,  *-M,    .^ 


die   in   rumto    Kkmin«rn   (ungoschlo^Benim   rationalen   Funktionen   von  *   nach  frtlher 
i*«n«  u  26 
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Bewiesenem  samtlich  mit  der  Null  identisch  sem,  und  es  kann  daher,  wegen  der  hieraus 
sich  ergebenden  Beziehung  l^ljr^l  =  1  zwischen  den  Determmanten  \ryv\,  \rva\,  die 
Determmante  \rva\  nicht  identisch  verschwmden.  Man  erkennt  so,  daB  das  System 
A\,  •  ,  A'n  dann,  aber  auch  nur  dann  em  Basissystem  ist,  wenn  die  ihm  entsprechende 
Deternimante  \rva\  nicht  identisch  verschwindet,  und  daB  man  alle  uberhaupt  existierenden 
Basissysteme  A±,  •  •  •,  A'n  erhalt,  wenn  man  in  dem  Gleichungensysteme  (1)  an  Stelle 
des  Systems  der  ri*  Koeffizienten  rva,  *,*=!,*,  ,n,  em  jedes  System  von  n"  rationalen  Funk- 
tionen  treten  lafit,  fur  welches  die  Determmante  \rva\  nicht  identisch  verschwmdet 

Zwischen   den  Punktionen  A(,  •   •,  A'n  besteht  nur   dann   eine  Eelation  von   der 
Form  #iXt  +       +g'riAfn  =  Q  mit   ganzen  rationalen  nicht  samtlich  rnit  der  Null  iden- 

v  —  n 

tischen  Funktionen  von  2  als  Koeffizienten,  wenn  die   aus   der  Gleichung 


durch  Elimination  der  Q-roBen  A{,  •    ,  A'n  vermittelst  der  Gleichungen  (1.)  hervorgehende 

a  =  n  /v  =  n  \ 

Gleichung  ^  (  ^g'vrvff}Aff  =  0  oder,  was  nach  fruher  Bewiesenem  auf  dasselbe  hmaus- 

a  =  l  \v  =  l  J 


kommt,  das  Grleichungensysteni 


O,  0=1,3,    ,n,  sich  durch  ganze  rationale  nicht 


samtlich  mit  der  Null  identische  Funktionen  g'l9  •  ,  gn  befriedigen  laBt  Dieses  aber  wi 
nur  dann  der  Fall,  wenn  die  Determmante  \rva\  identisch  verschwmdet,  oder,  was  das- 
selbe, wenn  A[,  •  ,  A'n  kein  Basissystem  ist  Daraus  folgt  msbesondere,  daB  die  Dar- 
stellung  einer  behebigen  Funktion  A=*A(0)  durch  die  n  Funlrtionen  A19  •  ,  A'n  eines 
Basissystems  in  der  Form  A=*/1A(  +  -  -\-rnAn,  bei  der  die  /  rationale  Funktionen 
von  n  bezeichnen,  nur  auf  eine  Weise  moglich  ist. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1)  soil  jetzt  noch  oin  drittes  Kuteruim  zur  Eut- 
scheidung  der  Frage  abgeleitet  werden,  ob  die  n  Funktionen  A19  •  ,  An  em  Basissystom 
bilden  oder  nicht  Zu  dem  Ende  bezeichne  man  nut  019  •  ,  0n  die  irgencl  emeui  Wer1;0 
von  &  entsprechenden  n  uberemander  hegenden  Punkte  der  Flache  T,  mit  Aa(z^,  Av(#^ 
Ou=i,8f  ,B)  die  Werte  der  Funktionen  A0,  Av  fur  den  Punkt  ^  und  setzo  zur  Ablairzung* 


KWI 

A(O      AW 

Beachtet  man  dann,  daB  zwischen  den  auf  irgond  einon  Wort  von  2  bezogenon  J)otcr- 
M'v(#u)|  ^wd  dor  Doterimnanto  |rro|  den  Gleichungonsystomn  (1.),  wogen 

^,),  die  Gleichung: 


mmanten 

ft  —  n 


besteht,  und  daB  nach  fruher  Bewiosonem  die  Detormmanto 


fflr  oitu^  ond- 


Theone  der  -4-Funktionen  203 

liche  Anzahl  von  Punktsystemen  #15  ,  gu  der  Flache  T  den  Wert  Null  besitzen  kann, 
so  erkennt  man,  daB  die  Determmante  |X,(*>)I  dann  aber  auch.  nur  dann  mcht  ftir  jedes 
Punktsystem  019  •,  #n  der  Flache  T  den  Wert  Null  besitzt,  wenn  die  Determmante  \rva\ 
nicht  identisch  verschwindet,  oder,  was  dasselbe,  wenn  A{,  ,  An  em  Basissystem  1st 

Die  in  diesem  Artikel  erhaltenen  Eesultate  kann  man  jetzt  schlieBlich  dahm  zu- 
Scimmenfassen,  daB  die  vier  Aussagen. 

1  )  Die  FuMionen  A\,      ,  A'n  lilden  em  Basissystem, 

2.J  Die  Determinant  e  [>ta\  dc$  die  Funltionen  A(,     ,  An  dureh  die  FunUwnen  A^    •,  An 

a  =  n 

datstdknden  Gleiehwigev  systems  A'v**  ^  rvaAa,  ''=1,2,    ,»,  verscliwmdet  nicfit  identisch, 

0=1 

!).]  KwiscJien  den  Fwiktionen  A\,  •,  A'H  hestelit  Jceine  Hclation  von  dc?  Form 
H\A'{+'  +  </„  A'n  -•**  0  nut  (jwnzen  rationalen,  mcltt  samtlich  mit  tier  Null  identisclien  Funk- 

<f  ron  #  alu  Korffiftienten; 

4.)    Die   Dclenmnante  \A'v(8f^\    besitst  niclrf  fur  jedes   PunJctsystem  gl9       ,  zn  der 
e  T  den  Wert  Null, 

}»lei(jhwertig  snul,  insolbino  aus  irgimd  einor  von  ihnen  als  Voraussetznng  jede  der  drei 
aituloron  abgoloitot  wc^rdon  kann 

12. 

Nitcli  dcjn  im  vorhergehonden  Art/ikel  durchgefuhrteii  Untersuchungen  stellt  dor 
Aumlruok. 

+    A*®  +  •  •  + 


boi  doni  A^},  A^(0)9  *  •  •,  An(#)  dio  YM  Anfting  des  Artikels  definierten  Funktionen, 
//t(^),  fo(#),  •••,  <jn(si),  (}(#)  unboMtinmito  gauze  rationale  Funktionen  von  0  bozeichnen, 
die  allgonuunsio  ^-Kutiktum  dar.  KB  noil  jetzt  gezeigt  werden,  daB  man  bei  diesem 
Aiwdruoko  di(5  Funktioncu  //  auf  unbegrenzt  viole  Weisen  so  bostmimen  kann,  daB  die  n 
ihm  dundi  Potcni/iorung  sicb  oi-gobendou  yl-Fuaktionon: 


ohi  BaHiHRyHtom  bildon,  (Miuuioi  w(^lche  ganzo  rationale  Funktiou  von  0  man  atich  untcr 
(}(#)  vor8tob(^L  wiag. 

Da  zugloioli  mit  1,  A(t)9  A*(#),  •-,  An~*(#)  inimer  auch  die  n  auB  der  Funktion; 


(lurch  J'otxm'/ionmg  nich  orgebondon  J-Funktioneu: 


SJ6* 
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ein  Basissystem  bilden,  wie  umgekehrt,  so  kommt  es  nur  darauf  an  zu  zeigen,  daB 
man  die  Funktionen  g  auf  unbegrenzt  viele  Weisen  so  bestimmen  kann,  da8  die  n  Funk- 
tionen  £(*),  4(*)»  •  »  X(«)  em  Basissystem  bilden  Zu  dem  Ende  beachte  man,  daB 
nach  dem  am  Schlusse  des  vorhergehenden  Artikels  aufgestellten  Satze  die  Funktionen 
4(0),  4(«),  ,  4,(«)  dann  aber  auch  nur  dann  em  Basissystem  bilden  werden,  wenn 
nicht  fur  jedes  System  uberemander  liegender,  also  demselben  Werte  von  g  entsprechender, 
Punkte  *1}  *s,  •  •  ,  zn  der  Flache  T  die  Determmante: 


den  Wert  Null  hat  oder,  was  dasselbe,  nnter  den  n  GroBen: 


A  W  -  9i(*)  AW  +  ft  (*)  AW  +     +  9n  (*)  A  W» 
^  W  -  ft  W  A  W  +  ft  W  A  W  +     +  0.W  A  W 

gleiche  sich  befinden.  Um  em  Basissystem  der  in  Rede  stehenden  Art  zu  erhalten,  genugt 
es  also,  nach  Wahl  ernes  Punktes  0  =  &  der  Z-Ebene  die  Funktionen  #X(V),  #2(V),  •  •  •,  gn(#) 
so  zu  bestimmen,  dafi  fur  #  =  /  keine  zwei  der  GroBen  A(&^9  A(&^9  ••  ,  -^W  denselben 
Wert  annehmen.  Als  Punkt  /  wahle  man  nun  einen  nn  Endlichen  gelegenen  Punkt 
der  Z-Ebene,  tber  dem  n  getrennte  Punkte  ^,  h  •  -,  ^  der  Flacho  T  sich  befindau 
und  fur  den  zugleich  die  Determmante: 

AW      AW 
IAWI- 

AW    -AW 

—  die  nach  dem  nn  vorhergehenden  Artikel  Bewiesenen  nur  for  <uue  cndlicho  Anssahl 
von  Punktsystemen  ^,  ^2,  •••,  $n  der  Flache  T  verschwmden  kann  —  omen  von  Null 
verschiedenen  Wort  besitzt.  Versteht  man  alsdann  unter  aiy  a*,  •••,  an9  bl9  6a,  •••,  h* 
irgend  %n  durch  die  Gleichungen: 


x  W  +  ^  A  W  +  ' '   + 
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verknftpfte  Gr&Ben,  unter  gL(8),  #2(V),      •,  gn(0)  unbestimmte  ganze  rationale  Funktionen 
und  setzt. 


so  wird  die  mit  diesen  Funktionen  g  gebildete  Fnnktion 

A(*)  =  g,  (e)  AL(*)  +  <& 
for  die  Punkte  8\,  4?  •    >  *»  die  Werte: 


annehmeu,  uiid  es  werden  claher  die  aus  ihr  durch  Potenzierung  entstehenden  Funktionen 
1,  A(*),  A\0),  ,  AH^(s)  und  dainit  auch  die  Funktionen  1,  A(*),  A\z),  ,  AH'l(g) 
iminor  em  Biisiswystem  bilden,  wenn  man  nur  die  Q-rofien  a1?  a2,  -  ,  an  so  wahlt,  daB 
kemo  awoi  dor  ihnen  entsprechenden  Qrofien  61?  62?  -  •,  ln  emander  gleich  werden 

Durch  das  itn  Vorstehcnden  auseinandergesetzte  Verfahren  kann  aber  auch  jede 
Funkiion. 


doron  Potonzon  1,  yl(^),  ^L2(^)7  •  ,  -d'l~1(#)  ein  Basissystem  bilden,  erhalten  werden.  Um 
dies  ohi/jiitiohon,  boachte  man,  daB  zugleich  mit  1?  A(&),  A*(&),  •,  A1'1^)  auch  die 
Poton/xm  1,  -/<(^),  A*(#,  ,  A^  der  Funktion: 


oin  UaftiBsyHioiu  bildou,  und  daB  (labor  dioso  Funktion  Jt(^)  fur  unbegrenzt  viele  Systeme 
von  getromiten  tl))oromandor  licgondon  Punkten  ^,  #2,  •  •  •,  ^  der  Flache  I7  Werte 
/i(#t),  x'l^,),  ••  ,  A(ssH]  bcHitzt,  von  denon  keino  zwei  emandci  gleich  sind.  Aus  diesen 
Sywtowon  kanti  man  alno  auch  oiu,  otwa  dein  Punkte  #==#'  der  Z-Ebene  entsprechendes, 
System  sf{9  /a,  »-7^  horauBgroifon,  l'Ur  welchos  nicht  nur  das  zugehorige  Wertesystem 
/;(  A(#\),  6a  ~~  A(jit)9  ••  ,  bn**>A(ty  dor  Funktion  A(0)  keine  gleichen  G-roBen  enthalt, 
Hondorn  auch  die1  Dotc^minante  |-d,(^)|  von  Null  verschieclen  ist.  Setzt  man  alsdann 
woch  //|(^J  "fy,  //»(/)  ^aj,,  •  •  •,  /;„(/)  -  aw,  so  sind  die  hier  defimerten  GroBen  a1?  fy,  •  •  ,  aw, 
bi9bt<«*,bn,  durch  die  w  vorhor  aufgestellten  Qleichungen: 


vorknflpft,  und  dor  Quotiont  ~:r^~^W  ist  eme  ganze  rationale  Funktion  von  *. 

Man  nohmo  jotzt  oino  Funktion  A(»}9  deren  Potenxen  1,  A(#),  A\#),  ••-,  J'l"1(^) 
ohi  UaKiHHywtxra  bilclon.   Irgend  eino  Funktion  lafit  sich  dann  immer  und  nur  anf  eine 

dur(*li  oino  Gleichung  von  der  Form: 
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darstellen,  wobei  die  r  rationale  Fnnktionen  von  0  bezeichnen  Daraus  folgt  speziell, 
daB  zwischen  den  Potenzen  1,  A(s),  A*(z],  ,  A*~l(0),  Al(a)  der  Funktion  A(&)  erne  und 
nur  eine  Gleichung  von  der  Form: 


mit  rationalen  Funktionen  r  als  Koeffizienten  besteht,  und  diese  Gleichung  besitzt  als- 
dann  fur  irgend  emen  Wert  von  0  die  zu  den  n  eutsprechenden  Punkten  0L9  ^  ,  sn 
der  Flache  T  gehongen  Werte  A(^y  A(0^)9  ,  A(z^  der  Funktion  A(s)  als  Losungen  ^ 
Damit  ist  aber  die  Moglichkeit  gegeben,  allgemem  den  Punkt  $*  der  Flache  T  durch 
Angabe  des  ihm  entsprechenden  Weitepaares  (&,  A)  zu  fixieren  —  eine  Aufgabe,  die 
der  Algebra  zufallt  und  far  deren  Behandlung  auf  das  vorzughche  Werk  der  Herren 
K.  HENSEL  und  G.  LANDSBERG  ?3Theorie  der  algebraischen  Funktionen  emer  Vanabeln 
und  ihre  Anwendung  auf  algebraische  Kurven  und  Abelsche  Integrate  (Leipzig,  Teubner, 
1902)"  verwiesen  werden  moge. 


!)  Vgl  RIKSIANN,  B  ,  Theone  der  ALelschen  Funktionen    I,  Ait  5   (Gesammelte  Werke,  2  Aufl ,  S  88—144, 
S  107—109) 


Sechster  Abschnitt. 

Theorie  der  .F-Funktionen. 


1. 

EH  Hollen  jet/t  die  am  Elude  von  Aii  7  des  zweiten  Abschmttes  definierten,  mit 
/''(#)  boKoiohnotiOii  ,  speziellen  m  irgend  omer  gewohnhchen  Charaktenstik  (^\  gehorigen 
l^iuiktiouoii  W  /ngloioh  niit  (leu  am  Endo  von  Art  7  des  dritten  Abschmttes  definierten, 
obonfallH  nut.  /<"($)  bomchncton,  spesnellou  zu  irgend  emer  gemischten  Charaktenstik  (B) 
tfohorigon  Kunklioiuni  W  ouicr  genauon  Betrachtung  unterzogen  werden. 

Man  vct-sidio  untor  (fy  -  ^/     Jj/\  irgend  erne  von  Q    (J)  verschiedene  Charakte- 

riHiik,  b«i  dor  J^t,  /^,;  •  •;  A^,  /^  oigcntliche,  yiA(i1  ,  -  1,  B^  -  1;  -  •  •;  AJ(  =  1»  ^  =  1 
unoigoniliobo  Kaktoron])aar(i  Hein  mogen.  Uabc.i  bezotchnet  ^  eino  Zahl  aus  der  Eeihe 
1,2,  .-.,  ju  uiul  AI,  ••-,  Ap,  Aj,,,  •  ,  lf  oino  Permutation  der  Zahlen  1,2,  •,  j?.  1st 
p  cino  Xabl  aus  der  Roiho  1,  2,  ••  ,jr;-l,  so  ist  die  Charakteristik  (^)  erne  genuschte; 
i.st,  <higog(ui  $  •  p,  KO  int  dio  Obaraktoristik  (fy  eino  gewohnliche.  Nun  tixiere  man  in 
dor  umprnti^iichoi)  Kladio  7"  irgend  s  Pimkte  ?/(1),  r]®,  •  •  ,  r}('\  die  nur  der  Bedingung 
'/u  Komlgon  balxni,  daQ  H!O  als  Punkie  dor  Flache  T  botrachtet  getremit  liegen,  und 
ordno  ihium  dio  powtivwn  gansson  Zahlon  «K,  %,••••»'.  bexienungsweise  zu.  Fur  den 
Ka,U,  dafi  irgtnul  wolclio  du'Hor  Punkto  an  der  Begrenzung  von  T'  liegen,  fohre  man 
am  vSc.hnitiHyHtoni  boi  <ii(won  Punkton,  ohno  jedocJi  den  Ohorakter  des  Schnittsystems 
7,u  andt^rn  iind  ohno  einen  Solmilt  fiber  oinon  der  Punkto  ^  hinuberzuschieboa,  eine 
H()lc,b(»  Dofonniiiimi  aus,  daB  dio  Haiutlichen  Punkto  •;/  im  Innern  der  dadurch  entstehen- 
don  uouon  FlOdbo  '/"  liogon.  Nach  dom  im  dritten  Abschnitte  zu  Antang  des  Art.  7 
Homorkton  iHi  dann  in  dom  mit  den  wUlkurlichon  Konstanton  S,  €  gebildoten  Ausdruck: 
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bei  dem  die  P  zur  Charaktenstik  (^)  gehonge  Elementarfunktionen  bezeichnen,  jede  zur 
Charakteristik  Q  gehonge  Funktion  W  enthalten,  welche  in  der  Flache  T  einwertig 
ist,  in  je  zwei  zu  ernem  der  Schnitte  cfl,  ••  ,  cv  aVl,  •-,  a,p  gehorigen  entsprechenden 
Punkten  3P+,  &~  denselben  Wert  besitzt,  fur  jeden  von  den  Punkten  7?  verschiedenen 
Punkt  g  der  Flache  T'  stetig  ist  und  fur  den  Punkt  ^  «r-i,»,  ,•)  hochstens  von  der 
Ordnung  ma  unendlich  wird.  Auf  Grrund  der  Gleichungen  (2m.),  (3m.),  (5m.)  von  Art  3 
des  dritten  Abschmttes  sind  die  Werte  dieser  Funktion  in  je  zwei  entsprechenden 
Punkten  aP*,  $'  der  Begrenzung  von  T'  in  der  Weise  verknupffc,  da8 


Itogs  a,,{  W(z)+  =  ^W(g)-  +  (1-4)  ft,, 
langs  J,  {  W(zy  =  5,  Tf(^)-  +  (1  -5,)  ft,  , 
langs  c, 

langs  av 


langs  6,  {  W(z)+  =      W(g)~  + 


langs  cv{ 
ist     Dabei  vertntt  ft,  den  durch  die  Gleichung 


^p  +  1 »  ^p  +  2  > 


(>"=i,a,     ,p) 

bestimmten  Ausdruck,  bei  dem,  der  einfacheren  Schreibweise  wegen,  #nw  durch  »0  ersetzt  ist. 
Sollen  nun  fur  die  Flache  T'  zur  Charakteristik  (fy  gehorige  i-Punktionen  existieren, 

die  ftir  jeden  von  den  Punkten  r\  verschiedenen  Punkt  &  dieser  Flache  stetig  sind  und 
fur  den  Punkt  T?C'J)  <*=!,»,  ,•)  hochstens  von  der  Ordnung  ma  unendlich  werden,  so  muB 
sich  das  Gleichungensystem  ®x  =  0,  ^2  =  0?  •  ,  ^ «-  0  oder,  was  dasselbe,  das  System 
der  p  Gleichungen: 


durch  Q-roBen  S,  welche  nicht  simtlich  den  Wert  Null  bositzen,  befnedigen  lasson,  da 
nur  in  diesem  Falle  der  fur  W(0)  aufgestellto  Ausdruck  erne  A-Fitnktion  init  den  go- 
nannten  Eigenschaften  liefert  Beachtet  man  aber,  daB  (lurch  Addition  dor  ty  Oloi- 
chungen,  welche  aus  der  vorstehenden,  auf  bcliebiges  v  sich  boziohonden,  Qloichung 
hervorgehen,  wenn  man  darin  der  Eoihe  nach  an  Stollo  von  v  die  Jiahlen  An  As,  ••  •,  ^ 


treten  l&£t,  wegen  ^w^  —  O,  J21  ^^v  —  j),  die  Oleichung  Cr^-0  folgt,   BO  orkonnt 
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man,  daB  ^-Funktionen  der  genannten  Art  dann,  aber  auch  nur  dann  existieren,  wenn 
sich  das  System  der  p  Grleichungen: 


(lurch  Gi'ofien  fi,  welclie  mcht  samtlich  den  Wert  Null  besitzen,  befriedigen  lafit,  und 
daB  zugleich  die  zu  emem  solchen  Systeme  von  Groflen  £  gehonge  einzige  Funktion 
Z\$)  der  gonannten  Art  durch  die  Gleichung- 


(2)  ^W-S'C^f 

<T=1    X  1 


f 


7]^ 


wird, 

Botrachtet  man  bei  einer  Funktion  F(e)  der  in  Rede  stehenden  Art  den  Punkt 
7/")  (fl»  j,i>,  ,*),  Air  don  sie  uncndhch  von  der  Ordnung  ma(oo™<S),  m,%Ma,  werden  moge,  als 
iiquivalont  mil  w,,  cxi^Pankton,  so  kommen  der  Funktion  F(&)  im  ganzen  w  —  ^-f  •  +ms 
oo^Punkto  /Ji,  und  die  Zahl  m  soil  dann  die  Ordnung  der  Funktion  F(z)  genannt 
word(Mi.  Urn  die  frYage  VA\  entacheiden,  ob  die  in  der  Flache  T'  einwertige  Funktion 
AT(^)  aucli  fur  Punkto  diosw  Flacho  den  Wert  Null  haben  kann,  nehme  man  — 
iwlom  man  boaclitoi,  daB  wolcJio  J>unkte?  wio  aus  dem  Verhalten  der  Funktion  V(z)  in 
don  Punktwi  TJ(IJ,  ;  ?/w  Jolgt,  nur  in  ondhcher  Anzahl  auftreten  konnen,  und  dafi  jedein 
Holohon  Punkto  <^ino  gansso  55ahl  als  Ordnurigszalil  fiir  dan  Nullwerden  zukomnit  —  an, 
daB  I<\0)  far  dio  Punktc  e(I),  *  -,  e(0  der  Fliiclic  Irf  null  weide  und  speziell  fUr  den  Punkt 
ef°  (*"  i,a,  ,o  -mill  von  dor  Ordnung  ^r(0""*)?  Hodafi  ihr  also,  wonn  man  den  Punkt  6(r)  als 
Jl<(uivn,lcniit  mil  nr  O^Punkton  l>otraclitct,  im  gan/en  w  —  Wj  +  +  w,  O^Punkte  zukommen. 
Andi^ri  man  alsdann,  wcnn  n6tig,  dan  SchnittHyHtem  dnrob.  Deformation  so,  daB  die  Punkte 
//,  i  HJlmilic.h  im  lunoni  dor  Vlaclio  ^"  hogon,  und  erstreckt  das  nut  der  Funktion  F(z)  und 

ilircsr  Doriviortou  /<"(#)  gobildota  Intagnil  ~  f'j$d0  in  positiver  Bichtung  Uber  die  ganze 
Hognwiyiunjj;  der  Flftcho  T\  BO  (M-hfl.lt  man  als  Wert  dieses  Integrals  das  erne  Mai,  mdem  man 
Ixutohtoi,  dafi  dio  Kunktion  jM  in  jo  zwoi  t^ntsprochendon  Punkten  c?+,  Q/*~  der  Begrenzung 

douselbon  Wt»rt  twiHitrt,  dio  Null,  das  andere  Mai  durch  Reduktion  auf  die,  samtlich  im 
Innorn  dor  Flacho  T  gologonon,  Punkto  a,  r\  dio  Differenz  n  —  m  und  erkennt  so  schlieB- 
Hoh,  daB  dio  (Uoichimg  u^m  bosteht,  odor,  was  dassolbe,  dafi  boi  der  Funktion  1<J(#) 
dio  Ansnahl  n  dor  ()l-Piuikto  Hich  mit  der  An»ahl  m  der  ooVPunkto  dockt,  Dem  Vor- 
Btehoud(*n  outHprochend  soil  nun  das  PutiktBystom  TJ(I),  •  •  -,  rp,  TJ(S),  -  *  *,  r^\  *  •  •,  ijw,  •  -  *,  if\ 
allgouunn  den  Punkt-  ijw  w0«mal  enthalt,  das  System  dor  ooMPunkto,  das 

IMt,  U.  S7 
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Punktsystem  6<»  -,  s(1\  ««,  •  •  •,  s(2),  •  •  ,  «(t),  •  ,  *w,  welches  allgemein  den  Punkt  ew  w^-mal 
enthalt,  das  System  der  O'-Punkte  von  F(a)  genannt  werden. 

2. 

(A  \ 
B) 

gehorigen  JF-Funktionen  ist  durch  die  in  T'  fixierten  s  Punkte  7/(1),  ,  i/'}  und  die  ihnen 
beziehungsweise  zugeordneten  positiven  ganzen  Zahlen  mit  •,  m,  vollstandig  bestimmt 
Die  notwendige  und  zugleich  hinreichende  Bedmgung  fur  ihre  Existenz  ist  die,  daB  das 
vorher  aufgesteUte  System  der  j>  Gleichungen  (1)  sich  durch  GroBen  2,  die  mcht  samtlich 
den  Wert  Null  besitzen,  befriedigen  laBt.  Es  soil  jetzt  gezeigt  werden,  daB  diese  Be- 
dingung  durch  eine  andere  ersetzt  werden  kann. 

Man  bilde  das  Punktsystem  T?(I),  •  -,  -»?(1),  if,  ,  rj®,  -,  if*,  ,  T?W,  welches  all- 
gemein den  Punkt  ?/ff)  wff-mal  enthalt,  bezeichne  seme  w  =  w1-H  +w4  Punkte  ohne 
Rucksicht  auf  die  Reihenfolge  durch  %,  ,  fjni  und  verstehe  unter  «lf  •  ,  «„  em  System 
von  irgend  m  Punkten  der  Flache  T'.  Bestimmt  man  nun  fur  y  =  1,2,  ,j>,  indem 
man  beachtet,  daB  die  GroBen  A,,  Bv  den  Modul  1  besitzen,  reelle  GroBen  a,,  6,  im 
Rahmen  der  Bedmgungen  -Ka.^0,  0^&,<1  durch  die  Gleichungen: 

Bv  =  et'Zltt,  »=ii2,    ,P. 


und  setzt,  nachdem  man  zuvor  noch,  wenn  notig,  das  Schnittsystem  durch  Deformation 
so  geandert  hat,  daB  die  Punkte  i/,  e  samtlich  im  Innern  der  Flache  T'  liegeu,  aus 
den  den  Punkten  «„  •  ,  e,n,  i}lt  ,  f\m  entsprechenden,  m  Art.  2  des  vorhergehenden 
Abschnittes  defimerten  Funktionen  &  unter  Benutzung  der  soeben  emgefuhrten  (jrofien 
%,  ,  a  und  der  unbestimmten  Konstanten  ylt  ••  ,  gf,  C,  <?4o,  den  Ausdruck: 


0\:\& 


e 


0 


&  *=i 


zusammen,  so  ist?  wie  mit  Hilfe  des  Fundamentalsatzes  leicbt  orkannt  wird,  in 
Ausdruck,  wenn  man  ihn  als  Funktion  des  Punktes  0  von.  T'  betrachtot  nnd  die 
Punkte  e  unbestimmt  liiBt,  jede  m  Tr  emwertige  Funktion  von  0  onthaltou,  weloho  dan 
System  1/1,  "-,^  oder  auch  nur  emen  Toil  desselben  als  System  der  oo^Punktc  bo 
sitzt,  fur  jeden  nicht  in  dem  Systeme  dor  cx?l-Punkto  vorkommerid(jn  Punkt  stolig  mi/, 
gleich  oft  O1  wie  ool  wird,  und  in  jo  zwei  KU  einem  der  Sclmitto  a,  6,  c  gohflrigon  <uiir 
sprechenden  Punkten  ^,  o?~  Werte  annimmt,  die  sich  nur  durch  oinon  latign  d<>H  bo- 
treffenden  Schnittes  konstanten  Faktor,  den  sogenannton  Schmttftiktor, 
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Beachtet  man  daim  noch,  daB  das  System  der  oc^-Punkte  emer  jeden  .F-  Funktion, 
welche  der  m  Rede  stehenden  Grruppe  angehort,  in  dem  Punktsysteme  ?j1?  •  •,  ^  ent- 
halten  ist,  und  daB  eine  J7-  Funktion,  als  Funktion  des  Punktes  *  von  Tr  betrachtet, 
fur  ^  =  1,  2,  ,p  langs  av  die  GroBe  e~a^^  langs  bv  die  GroBe  eb^n\  langs  cv  die  Bins 
als  Schnittfaktor  besitzt,  so  erkennt  man  weiter,  dafi  der  aufgestellte  Ausdruck  auch 
jede  dei  in  Rede  stehenden  .F-Funktionen  enthalt  Nun  wird  aber  dieser  Ausdruck,  der 
fur  jeden  Schnitt  c  die  Ems  als  Schnittfaktor  besitzt,  nur  dann  fur  v  =  1,  2,  -  ,  jp 
langs  «„  die  GroBe  <ra*2jti,  langs  &„  die  GroBe  eh***'  als  Schnittfaktor  besitzen,  wenn 
die  GioBen  ,</,,-  ,  /;„  samthch  ganze  Zahlen  smd  und  auBerdem  noch  fur  (>«-!,  2,  ,p 
das  Aggrogat: 

00       "  f.n=m  (,i=m  r  =  p 

it?  -2  2  uf  -  2^( 


sich  von  b^m  um  em  ganzes,  etwa  mit 
unlorHchoul<fct,  also  die  p  Gleichungcn: 


zu  bezeichnendes,  Yielfaches  von  2m 


tU  =  tit 


boHtohon,  odor,  was  dasselbc,  wenn  die  Kongruenz  (s.  Seite89): 


-  -  bei 


das  S 


ft  -si 


vortrolon  soil  -  c^rftilHj  1st.  Darauti  folgt  dann  schlieBlich,  daB  ^-Funktionen,  welche  das 
PtniktHystorn  ??,,  -  •,  7/w  odor  auch  nm  onion  Toil  desselben  als  System  der  oo'-Punkte 
boniizon,  (hum,  abor  auch  nur  dann  oxiHtioron,  wetm  sich  dio  Kongruenz  (!')  durch  ein 
s^  bofnodigoii  laBt,  und  daB  die  allgomeiuste  zu  einem  solchen 
-,  em  gehorigo  Funktion  A7(^)  der  gonannten  Art  durch  die  Gleichung: 


i9 


-  G 


& 


e 


0 


0 


-3 


rap 


rat 


boi  dor  dio  //  dio  durch  dio  Kongruonss  (T.)  als  Faktoron  der  a^r  omdoutig  bestimmten 
gansson  Xahleti  Hind  and  0  oino  willkflrliche  Konstante  bodeutet,  geliefert  wird. 

Hat  oin  dor  Kongruonss  (V.)  gendgondes  l^unktsystem  ei9  •••,  cw  mit  dem  Punkt- 
HyHtoitn  r/t,  •  •  •,  %,  koinon  Punkt  gomoinflatn,  so  ist  das  PunktHystom  ??,,  •  -  •,  ^m  das  System 
dor  oo'-PunkK  dan  PunktByslom  «i,  ••-,«»,  das  Syfitoin  dor  Ol-Punkfco  dor  zugohorigon 
durch  dio  (Uoichung  (#.)  b(»Htimmton  Funktion  /^r(^),  und  diose  Funktion  ist  dann  von 
dor  Ordntmg  m.  Hat  dagogon  ein  BolcheB  PunktsyHtom  mit  dom  Punktsystem  ijlt  •  •  •,  ijw 

27* 
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einen  etwa  w-m  Punkte  enthaltenden  Teil  gemeinsam,  so  bilden,  wie  answer  Glei- 
chung  (2',)  folgfc,  die  nach  Entfemung  dieses  gememsamen  Teiles  noch  ftbngen  w  Punkte  77 
das  System  der  o^-Punkte,  die  noch  ubngen  m  Punkte  e  das  System  der  O'-Punkte 
der  zugehongen  Funktion  F(0)9  und  diese  Funktion  ist  dann  von  der  Ordnung  w. 

Das  Hauptresultat  der  in  diesem  Abschmtte  bis  jetzt  durchgefuhrten  Untersucbingen 
kann  man  nun  in  folgender  Weise  aussprechen: 

,,Zu  emem  lelwbig  ^n  der  Flaclie  T  angenommenen  Punktsysteme  TJI?  ,  rjttt=  T/I},  •,  r^\ 
yW9  9  7](2)?  .  .y  rf?\  .  .9  rj(s\  das  den  PmU  tfa}  (°=^,  ,*)  ma-mal  entJialten  moge,  ex^$t^eren 

wr  Charaktenstik  (^)  gehonge  F-Fmktwwn,  welchen  das  Puriktsystem  ^,  ?  ijm  oder  mcJi 
nw  e^n  ^l  desselben  als  System  der  <x>*-PmJcte  zuJcovrmt,  dann,  aber  auch  nur  damn,  wcnn 
sich  das  System  der  jp  Gl&cTvwgen  (1)  dwell  Groflen  fi,  wekJie  mclit  samthch  den  Wert 
Null  lesitzen,  lefnedigen  la/3t:  ode<>  ,  ivas  auf  dasselle  Iwnauskommt  ,  wenn  sich  die  Kon- 
!'.)  durcli  &in  Puriktsystem  a1?  •  •  -,  sm  'beft^ed^(Jen  lafit" 


3. 

Die  Untersuchungen  des  Art.  1  haben  ergeben,  daB  die  Denvierten  dcrjenigen 
allenthalben  endlichen  Funktionen  w,  welche  zu  der  zui  angenommenen  Charaktenstik  ^ 
reziproken  Charaktenstik  (|)  gehoren,  fur  die  Theorie  der  zur  Charaktenstik  (fy  ge- 
horigen  F-  Funktionen  von  fundainentaler  Bedeutung  smd.  Mit  Eucksicht  hierauf  sollen 
zunachst  die  genannten  Denvierten  ,  die  nach  dem  am  Ende  von  Art  7  des  dritten 
Abschmttes  Bemerkten  zur  Charaktenstik  (^j  gehorige  ^-Funktionen  sind,  ouicr  oin- 
gehenden  Betrachtung  unterzogen  werden. 

Die  allgemeinste  zur  Charaktenstik  ^  gehorige  Funktion  w  wircl  nach  Art  2 
des  dritten  Abschmttes  durch  die  Gleichung- 


geliefert,  wenn  man  dabei  unter  c0?  ci9  •  •  ,  clt  unbestiminte  JEonstanteu  vojsU^ht.  Dor 
durch  cix  —  c^—  ••Bas^>  Civ4.i"*0>  ^m*8"^'  '">  ('>P~®  charaktensiorto  (jron^fall  w  ^ 
ist  im  folgenden  immer  ausgeschlossen.  Da  die  Funktion  w9  sich  mfolgo  ilirer  Stotig- 
keit  fdr  das  Gebiet  irgend  eines  Punktos  rj  von  T'  durch  die  Qloichiuig: 


darstellen  lifit,  so  ergeben  Bich,  wenn  man  m  boasug  auf  dio  Lago  <1<^  Punkixm  r/,  inno- 
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feme  dieser  Punkt  em  von  den  Punkten  oo,a  verschiedener  Punkt  77  oder  em  (*  —  l)-facher 
Wmdungspunkt  oo  oder  ein  (/t-l)-facher  Windungspunkt  a  sem  kann,  drei  MLe  unter- 
scheidet,  fur  die  Funktion  w*  und  ihre  Denvierte  die  folgenden  Darstellungen. 
1)  fur  das  Gebiet  ernes  von  den  Punkten  oo,  a  verschiedenen  Punktes  77  ist 


dw 


2.)  fur  das  Gebiet  elites  (*  —  l)-fachen  Wmdungspunktes  oo  ist 


3.)  fur  das  Qobiot  oines  (^  —  l)-fachen  Wmdungspunktes  a  ist 


d'w  1  /^^\         A          , 

,-«-  M  ,»-«  XV  ^_a)(, 


Dioso  I)a,rstolhnigcn  lasson  (irkennou,  dsiB  dio  m  jf7/  eiuwertige  Fanktion- 


rfw  dl/?,    , 

_  _  Cl  _  +    a 

woloho  iutblgo  dor  vorhor  ftber  dio  Konstantou  c  gomachton  Kcwtsetaung  mcht  tillent- 
lialhon  donH^lbon  Wert  Ixvsitxon  kann,  nur  fur  die  im  Jflndlichon  gelegoioen  Windungs- 
piuikio  aM  a%,  •  ,  a,  unondlioh  wordon  kann  uncl  zwar  algebraiwch  unendlich,  und  dafi 
HK^  H])0//ioll  fflr  don  Punkfc  «c  ^»i,»»  ,/)  hoclwtens  von  der  Ordmmg  ^—  1  nnendlich  werden 
katun.  Bouehtct  man  dann  noch,  dufi  nach  Art  ;{  des  orsten  Abschnittos  die  Bexiehmig 

^  ((A(t  -1)    n  \<<j  |  2/^-2  botftohl,  HO  orgibt  nidi  /ainachut,  dafi  ^  oin«  Kur  (Jharaktoristik  (V) 

c   * 

g«liOrig(^  A-Kunktion  iwt,  doron  Ordnung  dio  Zahl  w  +  <y-|-2;)--2  nicht  abersteigt. 

Int  dio  Kunktion  ^j  von  der  Ordnuug  w  +  ^  +  2jo  —  2,  besitet  sio  alfto  das  den 

I*unkt  <x(,  (^  »i  »*  i  o  (|M^  1  Vina!  enthaltondo  Punktsyatom  ^  ,  •  •  •  ,  ccj  ,  •  •  •  ,  a,  ,  •  •  ,  a,  als  System 
dor  no1  -Punkas  *u>  kommen  ihr  auoh  n  +  q  +  2jp  -  2  (^-Punkte  7,u.  Unter  dieson  Punkten 
tritt,  wio  man  auf  Grand  dor  uuter  2,)  ftir  ^  aufgostellton  Kntwicklmig  erkermt,  der 
Punkt;  OOX(K  tj,...^)  mindosixm^  (^-f-l)-mal  auf,  und  os  Botzt  sich  daher  das  System  der 
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n  +  g  +  2p  —  2  O1  -Punkte  der  Funktion  ^  aus  dem  den  Punkt  ooy  c/=i,2,     ,5)  (/x  +  l)-mal 

y  =  q 

enthaltenden  Systeme  oo1?    •  ,  oo19  -   •  ,  oos,  •   •  ,  <x>7  von  ^£(i,  +  I)=>n  +  q  Punkten  und 

x  =  l 

emem  Systeme  ei9  s^9     -,^-2  von  2#>  —  2  Punkten  zusammen. 

1st  dagegen  die  Funktion  -gj  von   der   Ordnung  w  +  g  +  2jp  —  2  —  £,   besitzt   sie 

also  nur  einen,  w  +  g  +  2jp~2  —  i  Punkte  umfassenden,  Teil  des  den  Punkt  aQ  (0=1,2,  ,r) 
(^—  l)-mal  enthaltenden  Punktsystems  #1?  -  •  ,  a19  -,  a,,  •  ,  ar  als  System  der  oo^Punkte, 
so  setzt  sich  das,  ebenfalls  n  +  q  +  %p  —  2  —  t  Punkte  enthaltende,  System  ihrer  O1-  Punkte 
aus  dem  den  Punkt  ooy  (/=i,s,  ,?)  (^x  +  l)-mal  enthaltenden  Punktsystem  cx)l9  ,  oo1? 
°°^  j  °°g  ^^d  einern,  mit  £17  e2,  ,  %,_2-«  zu  bezeichnenden,  Systeme  von  2p  —  2  —  ^ 
Punkten  zusammen.  Im  vorhegenden  Falle  erganze  man  nun  das  Punktsystem 
*i»  •  •»  e2p-2-#  dadurch  zu  einem  System  von  2p  —  2  Punkten  &,,  -,  ^2^-2?  da8  man  zu 
ihm  dasjenige,  i  Punkte  enthaltende,  System,  welches  von  dem  oben  aufgestellten  System 

«!,  •  ,  a1?  ,  ar,  •,  cur  nach  Wegnahme  der  n  +  q  +  2p  —  2  —  t  oc1-  Punkte  der  Funktion  -^ 
noch  ubrig  bleibt,  hinzummmt. 

In  jedem  der  beiden  soeben  betrachteten  Falle  soil  nun  das  zur  Funktion  -^ 

defimerte  Punfctsystem  el9  •  •  ?  £%p^  msoferne  durch  dasselbe  die  Funktion  -jj  bis  auf 
einen  von  8  freien  Faktor  bestimmt  1st,  das  System  der  charakteristischen  Punkte 
der  Funktion  -p  genannt  werden.  Wie  die  zu  Anfang  fur  -p  aufgestellten  Entwick- 

lungen  zeigen,  werden  die  notwendigen  und  hinreichenden  Beclingungen  dafur?  dafi  em 
Punkt  77  der  Flache  T  —  einerlei  ob  dieser  Punkt  em  von  den  Punkten  oo,  a  vor- 
schiedener  Punkt  oder  einer  der  Punkte  oo  oder  endhch  einer  der  Punkte  a  ist  —  in 

dem  Systeme  der  charakteristischen  Punkte  einer  Funktion  ^j  zum  mmdesten  w 
vorkommt,  durch  die  Gleichungen: 


dargestellt 

Nach  den  vorstehenden  Untersuchungen  gehoron  die  Funktionen  ^  zur  Ch-uppo 
derjemgen  auf  die  Charaktenstik  ^  sich  beziehenden  A-Funktionou,  wel(>ho  daw  don 
Punkt  ^  ((»«i,2,  ,o  (la(>  —  l)-mal  enthaltende  Punktsystem  cq,  -?  a,,  —  ,  a,,  ••  ,  a,,  odor 
auch  nur  einen  Teil  desselben  als  System  der  oo'-Punkto  besiteen,  und  zwur  gohflrcm 
sie  speziell  zu  jener  Untergruppe,  die  von  denjenigen  Funktionon  dor  Uruppo 
wird,  bei  welchen  das  den  Punkt  ooy  (**!,*,  ,«)  (tx  +  l)-mal  onthaHxjndc^ 
°°i?  >  °°i>  •  •  ?°°^*"?oov  als  Bestandteil  des  Systems  der  O^Punkto  auflritt.  IJo- 
achtet  man  dann  noch,  daB  das  mit  irgond  einer  zur  definierten  Unttn*gruppo  gohorigcm 
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Punktion  F(0)  gebildete,  tiber  emen  ganz  m  T'  verlaufenden  Weg  erstreckte  Integral 


eine  in  T'  einweitige  und  stetige,  zur  Charaktenstik  (jj-j  gehorige  Funktion  W 

der  komplexen  Ver&nderlichen  #  und  zwar  erne  Funktion  w3  ist,  so  erkennt  man 
schlieBlich,  da8  die  soeben  definierte  Untergruppe  aufier  den  Funktionen  ^  keine 
weiteren  Funktionen  mehi  enthalt. 

Nachdem  jetzt  ennittelt  ist,  welche  Stellung  die  Funktionen  ^  unter  den  zur 
Uhaiakteristik  (^\  gehorigen  F-  Funktionen  emnehmen,  lassen  sich  die  Systeme  der 
charakteristischen  Punkte  der  Funktionen  ^  auch  emheitlich  defimeren;  man  hat  dazu 
nur  dio  ge^en  Kndo  des  Art  2  angestellten  Betiachtungen,  speziell  die  Kongruenz  (!' ), 
anf  die  Funktionen  ^  zu  beziehen.  Es  ergibt  sich  dann  —  wenn  man  noch  fur 
v«-l,  2,  ,  p  unter  a,,,  br  die  im  Eahmen  der  Bedmgungen  —  l<av^0,  0^&V<1 
durch  dio  (Ueiohungiin  A]t^  ur^*',  Bv=*eh^nt  bestimmten  reellen  GtroBen  versteht  — , 
<la(J  dio  (SoHamthoit  dor  Systeme  der  charakteristischen  Punkte,  welche  den  auf  die 

OharaktoriHtik  (j]  Bich  boziehenden  Funktionen  ^  zukommen,  mit  der  Qesamtheit  der 
*n  "'?  ea^-sj  der  Kongruenz. 


odor  d(^r  init  ihr  ftciiuvalonton  Kongruenz: 


0    -I 

idontinch  int. 


Uildon  jzwoi  PunktBystomo  «t,  *  -,  «w;  e^,  -,  v  (m+m'=2^-2)  zusammen  das  System 
dor  charaktoristischon  Punkto  omer  tfunktion,  ^j,  so  soil  jedes  der  beiden  em  zu  dem 
auclorou  gohOrigoB  I(oHt})iinkt8yHtoni  einer  Funktion  ^  genannt  werden. 


Na<?lx  dem  am  Jfinde  dew  Art.  2  auBgesprochenen  Eesultate  existieren  zu  einem 
in  T'  angenominenoii  PunktwyBtemo  ijt,  •  * ',  ijm  •-  TJ(I),  *  •  <,  ??(1)?  •  •   -,  7?(y),  •    ,  ijw,  das 
dwi  Punkt  if*  «i.  *,»,-M)  fw^mal  onthalt,  zur  Oharakteristik  (^)  gehonge  ^-Funktionen, 
wolchon  dan  PnnktsyBtom  % '",7/m  oder  auch  nur  ein  Teil  deswelben  als  System  der 

darrn,  abor  auch  nur  dann,  wenn  nich  das  System  der  p  Qleichungen: 
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—  bei  dem  der  emfacheren  Schreibweise  wegeri  fur  <r  =  1,  2,  ••  ,  s  V  durch  s0  ersetzt 
jst  —  durch  Grdflen  S,  welche  nicht  samtlich  den  Wert  Null  besitzen,  befnedigen  lafit 
Dies  1st  nach  dem  in  Art  4  des  vorhergehenden  Abschmttes  aufgestellten  Hilfssatze 
dann,  aber  auch  nur  dann  moglicli,  wenn  der,  mit  Stuifai.  ,  »?«)  zu  bezeichnende, 
Bang  der  Matrix- 

m\ 

h 


d&i  Jo 

—  oder,  wie  im  folgenden  der  Eurze  wegen,  in  tfbertragung  des  Begriffes  ,?Rangl<  von 
der  Matrix  auf  das  ihr  zu  Grunde  liegende  Punktsystem  ^,  ,  7jM9  gesagt  werden  soil, 
der  Rang  des  Punktsy  stems  %,  ••  ,  ??m  gegenuber  der  Charakteristik  Q  —  dor 
weder  uber  m  noch,  wegen  der  durch  die  Gleichung  w^  +  w^  +  -  +^  —  0  charakte- 
nsierten  Linearabhangigkeit  der  Funktionen  w^  -  • -,  wp,  uber  j?  - 1  liegen  kann,  kleinev 
als  m  ist  Fur  w=t>,  jo  +  1,  ••  ist  nnmer  SRuifi?!,  ,  O<w^  wie  auch  das  Pai1^- 


K 

system  //,,•-  ,  ijm  von  Anfang  an  gewalilt  sem  mag;  fur  m<p  dagegen  wml,  wie  die 
spatere  eingehende  Uutersuchung  zeigt,  clurch  die  Forderung,  dafi  dei  Kang  9i,  ,|(%,  ,1?,,,) 
kleiner  als  m  sei,  zugleich  erne  Beziehung  zwischen  den  Punkten  dow  Punklsy stein w 
gefordert. 

Die  silmtlichen   zu   dem  Punktsysteiu  //1?--  ,  >/,„  otwa   oxistieronden  Funktionon 
der  in  Rede  stehenden  Art  weiden  nach  Art.  1  durch  die  Gleichvmg: 


geliefert,  wenn  man  dann  an  Stello  von  Sa,  ••-,  iilmi,  •     ,  fi,,,  ••  ,  SJ,*,  em  j(MUw  von 
0,  •  •,  0,  •  •,  0,  •  -,  0  verschiedeiie,  das  Glcicb.ungonHystem  (0,.)  befnodigondo 
treten  lafit.    Irgend  Jc  dieser  Funktionon  7''(«), 


r^*j 
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sollen  linear  unabhangig  genannt  werden,  wenn  der  Ausdruck: 


fur  kern  von  0,  -,  0  verschiedenes  Eon  stantensy  stem  A(1),  -  •,  A«  m  T  allenthalben  den 
Wert  Null  besitzt.  Existiert  dagegen  em  von  0,  ,  0  verschiedenes  Konstantensystem 
A(1),  -  ,  l(k\  fur  das  der  soeben  aufgestellte  Ausdruck  m  T  allenthalben  den  Wert  Null 
bcSitzt,  sodaB  also  die  G-leichung; 


=  0 

bestaht,  so  sollen  die  Jc  Funktionen  linear  abhangig  heifien  Aus  diesen  Definitionen 
folgt,  dafi  dio  1(>  Funktionen  dann,  aber  auch  nur  dann  linear  unabhangig  sind,  wenn 
dio  Jc  boi  ihncm  auftretenden  Konstantensysteme  S$,  •  •  ,  SJ^,  •  •,  2$,  ••,  £[$.,  x«i,a,  ,*, 
ini  Sinne  dor  in  Art.  4  des  vorhergehenden  Abschmttes  gegebenen  Definition  linear  un- 
abhilngig  sind. 

Da  dio  Funktionen  ^»  nach  den  Untersuchungen  des  Art  3  zur  Gruppe  derjemgen 

anf  dio  OharakteriHtik  (^  Hich  beziohenden /^-Funktionen  gehOren,  bei  denen  an  Stelle 

d(^s  allgomftinon  Punkisystoins  fy,  •  •  -,  T/W  das  spezielle  den  Punkt  ^  (^=1,2,  ,r>  (^  —  l)-mal 
ontlialt(fcnd(i  !>iniktByBtoni  a17  •  ,  cut,  •  •  •,  ar,  •  •  ,  ar  steht,  so  konnen  die  soeben  auf- 

Dofiuitiouon    unmittelbar   auf  die   Funktionen  gj  tibertragen  werden.     Aus 
Dofhiitiotum  f'olgt  hior,  dafi  dio  m  tnit  irgend  welchen  Konstanten  c  gebildeten 
Funktionon  ~: 


jcwlcmfallH  dann  lincuir  abhftngig  Bind,  wenn  die  m  bei  ihnen  auftretenden  Konstanten- 
syHtonio  r(/°,  •••,  f$°,  /<  «»»•    •«»,  linear  abhdngig  sind. 

Nacth  diOHon  Vorbereitungen  well  jetzt  das  Qloichungensystem  (Q^)  unter  der 

VoraiiHSot/amg  dinkutiort  wordon,  dafi  der  Hang  9lM,(??1?->7jm)  des  Punktsystems7?17">^^ 

1*1 
dor  wodor  flbor  ?>-  1   noch  flber  m  liogon  kann,  kleinor  als  w  1st,  da  nur  dann,  wie 

Hohou  vorhor  lx«norki  wurdo,  dan  Qloichungensystem  (Ot.)  sich  dutch  QrOfion  S,   dio 
nicht  Hatutlich  nut  dor  Null  Kusainmenfallon,  befriodigou  laflt.     Dabei  soil  dor  Fall,  wo 

dom  Falle,  wo  ft^fa,  *  •  •,  ^  <jp  -1  1st,  unterschiedou 


wordou. 
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Erster  Fall:   De?  Hang  fa^fa*-  ^J  des  PwMsystems  ^  •  -,rjm  tst  gleicli  p-1. 

\B\ 
Dieser  erste  Fall  kann,  da  die  gemachte  Voraussetzung  5RM.(%?  •   •,  rjj<m  hier 

1*1 

inp~l<m  ubergeht,  nur  fur  w-jp,  jp  +  1,  auftreten;  er  liegt,  wie  aus  dem  im 
folgenden  unter  IH)  Gesagten  hervorgeht,  iminer  vor,  wennw>2p-2  ist,  also  unter 
alien  Umstanden  fur  jp  =  l. 

In  diesem  ersten  Falle  ergibt  sich  nun  durch  Anwendung  des  in  Art  4  des 
vorhergehenden  Abschnittes  aufgestellten  Hilfssatzes  auf  das  G-leichungensystem  (Gj.),  da6 
die  folgenden  funf  Aussagen  gleichwertig  sind,  insofern  aus  irgend  einer  von  ihnen 
als  Yoraussetzung  jede  der  vier  anderen  abgeleitet  werden  kann. 

I)  Der  Rang  SIM  1(171,     -,  ^)  des  PmUsy stems  ??1?  -  •  ,  ??w  ist  gleicli  p  -  1. 

H 
II )  Das  Gleiclmngensystem  (Gj.)  &cs»W  m  -jp  + 1,  ^o^  0,  -  -,  0,      ,  0,  •  •  ,  0  versduedeue, 

linear  unaWumgige  Losungssysteme  S&  ,  S^,  ,  SK},  ,  Sft.,  *-i.«.  .«-^+i,  ««d  ^as 
allgemeinste  Losungssystem  laftt  s^cll  aus  ^hnen  mtt  ffilfe  von  m—p  +  1  mlestwmiten  Km- 
stanten  hnear  zusammensetzen;  oder,  ivas  dasselle,  es  <^U  m—$  +  I  hncar  unaWiangige  mr 

Clia*  dktensfok  (fy  gelwrige  Fwktwnen  F(0) 


,(1)1 


CD  I 


,(') 


weklien  das  Puriktsystem  %,•••,  ^Wi  odb'  awc/i  ^wr  an  2ferf  desselben  als  System  der  <x 
swkomwt,  und  d^e  allgeme^nste  dera^t^ge  Fwikfaon  F(#)  la/3t  sicli  aus  ilmen  mit  Jhlfe  von 
m—    +  \  mlestwmten  Konstanten  A(1)?  A(2),      ,  ACw'~*+1)  Zmear  zusammvnsetzen  ^n  d 


(s)  -f 
III)  Da5  G-ldcliunyensystem: 


nur  durcli  c^  ***  •  *  *  —  c,  c  ,  t  —  0,  •  •  -,      «*  0 
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es  gibt  keinc  zur  GliaraUeristik  (~)  gehorige  FunUion  -|~,  lw  der  das  PunJctsystem  ij1?  •  ,  rjm 
in  dcm  Systeme  der  charakteristisclien  Pmikte  entlialten  ist. 

IV.)  Aus  den  Gleiclmnyen  (G^)  lassen  s^c^l  p  —  1  lierausgieifen,  die  voneinander  un- 
abhatngig  swd,  und  d^c  e^ne  dann  noch  ubnge  Gleichung  ^st  erne  Folge  derselben 

V.)  Aus  den  Gkwlimgen  (Qa.)  lassen  sich  p  —  1  lierausgreifen,  die  voneinander  un- 
abhoMffig  sind,  und  yede  der  m—p  +  1  libngen  Gleiclmngen  ^st  eine  Folge  derselben. 

Die  allgomomste  zu  clem  Punktsystem  rjly  •  ,  rjm  gehorige,  auf  die  Charakte- 
ristik  Q  sich  heziehende  Funktion  F(z)  enthalt  nach  II.)  m—p  +  1  wesentliche  will- 

kilrlicho  Konstanton  linear  homogen.  In  Ubereinstimmung  hiermit  folgt  aus  IV),  daB 
wich  von  den  m  GroBen  2  m—jp  +  l  angeben  lassen,  die  von  Anfang  an  willkurlich 
^owtlhlt  wordon  kOnnen  und  durch  die  dann  die  p  —  l  Ubrigen  GroBen  fi  emdeutig 
bostinimt  suid. 

Zwcitcr  Fall:  J)er  Ifany  yti^fa,  ,  ijm)  dcs  Pmktsy stems  ^,  •  ?  ?jw  ist  Ueinev 
ahp-1.  '  l/?l 

Diosor  !»w<Mio  Fall  kann,  wie  aus  dem  im  folgenden  untei  III)  Gesagten  hervor- 
g(iht?  tuir  dann  jiuftroton,  wenn  m^2p  —  2  ist,  also  unter  keinen  Umstanden  fiir  jp  =  l; 
or  liogi  Air  p>l,  dor  gomachten  Voraussetzung  91,^ , (%,  ••-,  rjm}<m  zufolge,  immer 
vor,  wonn  m<p  isi  '*' 

In  (li(*,Hcnn  zwoiton  Fallo  orgibt  sich  nan  durch  Anwendung  des  in  Art  4  des 
vorhorgolumdon  Abschniltos  aufgcHtollten  Jlilfesatzes  auf  das  Gleichungensystem  (G-x.), 
i(^  folgowlou  fflnf  AtiHsagon  gl(Mchwcrtig  smd?  insofern  aus  irgend  einer  von  ihnen 
lH  VorauH«<^ung  jodo  der  vier  andoron  abgoleitot  werden  kann. 

1.)  7>/'  Jbwq  9lMi  (//j,     -,  7?m)  rf66k  J^nktsystems  rj^  ••  ,  ^  ^  //^^  r. 

l"l 
II.)  />a,s  (UwJiungmsystm  (G^)  6<wte$  wt  -  r,  ww  0,  •  •  ,  0,  •  •  •  -,  0,  •  •  -,  0  versclncdene, 

fif],  -  •  ,  fiix,i(1,  •  •   -,  8^,  •  •  -,  8^4,  x»i,«,    .w-t,  und  das  all- 
Kiflt  mh  aus  Juwn  wit  Ifilfe  von  m~x  unbestimmten  Konstanten 
linear  ttHwttMHwiMteeH;  oder,  was  dastwlbe,  cs  (fibt  m  —  t  linear  unahMng^(/e  mr  Gharakteristik 


71  x*l  2         rn-r 

0      '          "    M'       '         ' 

r/w    PwtktHytim  r/p-*,  ?jw  o^r   aw/*  «w   ^   jfbiZ   desselben   als   System    der 
v  tsuktutnnl,  und  die  uttymem&tv  derartige  FunUion  F(z)  lAftt  sich  ms  ilinen  mit 

Wife,   wn   m     r   unbcsthmntcn   Komtantcn   A(l),  ti*>,  *•-,  A(rrt~r)  linear   tusammensetwn   in 

der  Aforw; 

28* 
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III.)  Das  Gfachmgensystem  (G,  )  lestftt  au/3er  dem  Losmgssysfeme  c>a=  c4=  -  -  c^-  1, 
c  =0,  ,  c;  —  0  jp-l-r,  ww  0,  ••  ,  0  versclnedene  Losungssysteme  c(*\  ,  <%\  *=i.2>  ,*-!•-«, 
dir$usamnenmt  dm  erne  Gesamtlmt  vonp-t  linear  unabliangigen  Losungssystemen  Ulden, 
und  das  allgemeinste  Losungssystem  laftt  sieli  aus  diesen  mit  Eilfe  von  p-t  unbestmimten 
Konstanten  linear  msammenseteen,  oder,  was  dasselbe,  es  g^U  #  -  1  -  r  knear  wctohnngtge 
zur  Chara'ktenst^'k  )  geliorige  Fmktionen  -^: 


.. 
"35  dz          2     d^  *     ci^   ' 

tet  welclien  das  PmUsystm  ^,  •  -,  7?m  m  rfew  ^stow  der  cliaraUenshsclien  Punlte  ent- 
Mten  ist,  und  d^e  allgemewste  detartige  Function  ^  la/3t  sicJi  aw  ilinen  m^t  Hdfe  von 
jp  -  1  -  r  unbestimmten  Konstanten  ^\  ti*\  ,  A^-1^  linear  msammenseteen  ^n  der  Form; 


dw  __  . 

"37  ~A    "57"~h/'       dz 


IV.)  -4ws  de^  GHewlwngen  (Q^  lassen  s^cll  r  Jierausgreifen  ,  die  voneinandet  wuib- 
liangicj  s^nd,  md  jede  der  p  —  x  ubngen  G-leichungen  ist  e^ne  Folge  derselben. 

V.)  Am  den  Gleidmngen  (Oa.)  lassen  sicfi  t  herausgreifen,  die  vone^nmder  unal)- 
liangig  sind,  md  jede  der  m  —  v  ulrigen  Gleichungen  ist  eine  Folge  derselben. 

Die  allgememste  zu  dem  Punktsystem  TJI?  ,  ym  gehorige,  auf  die  Charakte- 
ristik  (^)  sich  beziehende  Funktion  F(e)  enthalt  nach  II)  m  -  r  wesentliche  willkdrlicho 
Konstanten  linear  homogen.  In  Ubereinstimmung  hiermit  folgt  aus  IV*),  daB  sich  von 
den  m  Q-rofien  fi  m  —  r  angeben  lassen,  die  von  Anfang  an  willkurlich  gewahlt  wevden 
konnen  nnd  durch  die  dann  die  r  tibrigen  eindeutig  bestimmt  sind. 

Setzt  man  in  den  letzten  funf,  unter  der  Voraussetzung  r<jp-l  gemachton, 
Aussagen  r=i>  —  1,  so  gelangt  man  bei  richtigei  Interpretation  wieder  zu  den  funf  auf 
den  ersten  Fall  sich  beziehenden  Aussagen. 

5. 

Von   besonderem   Interesse    sind    diejemgen    zur    Charakteristik   (       gohortgon 


J^-Funktionen,  welche  nur  fur  einen  einzigen  Punkt  7?  der  Fhiche  Tr  unondlich  wcrdon, 
also  das  den  Punkt  rj  w-mal  enthaltende  Punktsystem  rj,  J}9  •  •,  f  oder  auch  nur  omen 
Teil  desselben  als  System  der  oo^Punkte  besit55cn.  Nach  don  Unter«uchungon  do« 
vorhergehenden  Artikels  existieren  Fanktionen  /^)  von  dicsor  Art  daun,  aber  auch  nur 

dann,   wenn  der  Bang  SHuiOt'  *>  f  )   dos    aufgostollton  PunktsyHtt»rm   cino    uut<xr  m 

W 
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liegende  Zahl  r   ist,   und   zwar  gibt  es  dann  immei  m  —  x  linear  unabhangige  Funk- 
tionen  F(a}\ 


_      M  \,  '  =  1,2,        ,«-i 

m     Z  r 


welclien  das  Punktsystem  77,  if,  •  -,  f  oder  auch  nur  em  Teil  desselben  als  System  der 
oc^-Punkte  zukommt,  und  die  allgememste  derartige  Funktion  F(e)  lafit  sich  aus  ihnen 
rait  Hilfe  von  w  —  r  unbestimmten  Konstanten  A(1),  A(2),  •  •,  A('M~r)  linear  zusammensetzen 
in  der  Form* 


Aua  dom  soobon  aufgestelltenSysteme  derm—  r  linear  unabhangigen  Funktionen  ^(1)(#), 
?  7<7(m-r)(V)  erhjj.it  man  wieder  ein  System  von  m  -  r  linear  unabhangigen  Funktionen  F(»] 
dor  in  Hodo  stohenden  Art,  wenn  man  darin,  unter  /a,  v  irgend  zwei  Zahlen  aus  der  Eeihe 
1,2,  ,  w*  -  r,  unter  c  eine  beliebige  Konstante  verstehend,  F^fy  durch  ^(^  +  cF(v](»] 
crs(»tp/t,  und  man  kann  dann  fur  den  Fall,  dafi  die  Fanktionen  JPM(^),  ^T(v)(^)  dieselbe 
Ordnung  «w^m  habon  —  also  die  QroBen  S^,  S^  von  Null  verschieden  sind,  die  Grofien 

>  •••»  2i^  dagegen  den  Wert  Null  besitzen  —  die  Ordnung  von 
indom  man  c  durch  die  Gloichung  S^+cS^  =  0  bestimmt,  kleiner  als 
m  inachen.  Von  dom  urHprilnglichen  Systeme  F(^(i),  •  ••,  jP(m"r)(^)  ausgehend  kann  man 
nun  (lurch  wiodorholto  Anwendnng  dieses  Kedukbonsverfahrens,  indem  man  zunachst 
l)tki  dun  Funktionon  von  dor  hOchston  Ordnung  beginnt,  zu  einem  Systeme  jp7(1)(^)>  -, 
y/(^-r)^  V(nl  yy/  r  linear  unabhJingigen  Funktionen  F(z)  der  in  Rede  stehenden  Art  gelangen, 
hoi  (l<*i»  koin(s  xwoi  Kuuktionon  dio  gloichc  Ordnung  besitzen.  Habc»n  aber  die  so  ge- 
wontumon  Funktumon  F  dio  —  jcdtmiallB  dor  Reihe  1?  2,  •  •  ,  w  angehorigen  —  Ord- 
5//lf  ••  •,  J5*w«r  bo/AohungHWoise,  so  mu6  auch  die  Ordnungazahl  w  irgend 
Kimkiion  A1^)  <lov  ni  Hodo  ntohonden  Art,  da  ja  jede  solche  Funktion  Hich  aus  don 
Kunktionon  ft  init  Hilfo  von  m  -  1  passond  gewahlten  Konstantcn  A(1>,  A(2),  •  •  >,  A(m~T)  linear 
lAQt  in  dor  Form: 


mil.  (nnor  dov  Zahlon  ^,wi<f  •-,  i5iw^t  dockon,  odor,  was  dasselbo,  OH  gibt  untor 

/ahlon  1,  a,  *-,  t^  gorado  r-9tMi(r/,  •   -,  f)  55ahlon,   dio  mcht  als  Ordnungszahlon 

l»l 
Ixn  don  Kimktiionon  //T(-ef)  dor  in  Redo  Htohenden  Art  auftroten  kOnnon. 

Kino  powitivo  gatr/o  Zahl  M  soil  gogonflbor  der  Oharaktorifttik  (fy  eiuo  mm 
Punkto  7;  dor  Flftrhe  7"  gohflrigo  Ltt(tkenr/ahl  genannt  worden,  wenn  unter  den  nur  im 
i'unkto  7?  unewllich  wordondc^n  &ur  Oharakterifltik  (^)  gohOrigcm  ^-Funktionen  keino 
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von  der  Ordnung  »  sich  befinden,  also  kerne,  die  im  Punkte  ij  <x>*  wird.  Eine  Zahl  n 
ist  rnir  dann  gegenuber  der  Charakteristik  (£)  eine  zum  Punkte  rj  gehdrige  Luckenzahl, 
wenn  die  Differenz  W]A\$,  •  •,  ?)  -  fftm$,  •  •  ,  V)>  die  der  Definition  des  Begriffes  ,,Rang" 

IB)  |B| 

zufolge  nur  den  Wert  1  oder  den  Wert  0  haben  kann,  den  Wert  1  besitzt,  da  nach 

dem  soeben  Bewiesenen  9tM  ,  (rj,  -   ,  f  )  die  Anzahl  der  in  der  Eeihe  1,  2,  •  •,  p,  vorkommenden, 

|s| 
zum  Punkte  77  gehorigen  Luckenzahlen  ist.    Beachtet  man  nun,  dafi  j>  —  1  der  groBte  Wert 

ist,  den  die  mit  wachsendem  a  memals  abnehmende  GroBe  3t,A\(fi,  •  •  •,  5?)  annehmen  kann, 

\3\ 

und  daB  diese  GroBe,  nach  dem  im  vorhergehenden  Artikel  beim  ersten  Falle  Bemerkfcen, 
jedenfalls  fur  ^t  =  2j?-l  den  Wert  p-l  besitzt,  so  erkennt  man  schlieBlich,  daB 
es  im  ganzen  gegenuber  der  Charaktenstik  (^)  p  -  1  zum  Punkte  TJ  gehorige  Lticken- 
zahlen  gibt,  daB  diese  samtkch  in  der  Reihe  1,  2,  •  ,  2p  -  1  eathalten  sind,  und  daB  von 

1  ft 

ihnen  in  der  Beihe  1,  2,  •  -,  p,  I*<*P-I,  gerade  91  ,i(?f,      ,  rft  vorkommen. 

|j»l 

6. 

Die  in  Art.  4  fur  die  Diskussion  des  Gleichungensy  stems  (G^.)  gemachte  Voraus- 
setzung,  daB  der  Rang  Simfo,  •    ,  O  des  JPunktsystems  ^,  •  •  ,  ^  eine  unter  m  hegende 

\B\ 

Zahl  r  ist,  deckt  sich  nach  dem  am  Ende  des  Art.  2  ausgesprochenen  Besultate  mit  der 
Forderung,  daB  die  Kongruenz. 


sich  durch  em  Punktsystem  e^,    ••,  «ftt  befnedigen  laBt. 

Um  die  samtlichen  der  Kongruenz  (C.)  geniigenden  Punktsysteme  6j,---,  «w  KU 
erhalten,  hat  man  nur  fiir  jede  zu  dem  Punktsystem  ^,  -  •  ,  ^  im  fimne  des  Art  1 
gehonge  Funktion  F(s)  das  System  der  O1  -Punkte  aufzustellen  und  zxi  ihm  dasjenigo 
Punktsystem  hmzuzufiigen,  welches  von  dem  Punktsysteme  rjl9  •  •  *7  rjm  nach  Wegnahmo  dos 
Systems  der  oo^Punkte  der  Funktion  F(0)  noch  ilbrig  bleibt  Man  erhalt  auf  dieso  Weiwo 
die  samtlichen  in  Rede  stehenden  Punktsysteme,  und  auch  jedes  nur  ommal,  wenn  man 
bei  der  Durchfuhrung  des  angegebenen  Verfahrens  jede  Funktion  F(z]  ausschlieBt,  dio 
sich  von  einer  schon  m  Betracht  gezogenen  Funktion  F(z)  nur  urn  omen  koiiHtauton 

Faktor  unterscheidel    Ist  speziell  fftui^t,  •  ••,  i?«)  -w-1,   so  untonschoidon  sich,   wio 

Ml 
aus  dem  in  Art.  4  unter  I.)  und  II.)  Qesagten  zu  ersehea  ist,  jc  /,woi  zu  d(im  Pmilct- 

system  rjlf  •••,rjni  gehorige  Funktionen  %(8)  nur  urn  eiiDen  konntanten  Faktor,  uud  es 
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gibt  daher  in  diesem  Falle  nur  ein  einziges  der  Kongruenz  (C  )  genugendes  Punktsystem 
sly  -  ,  sm.  Fur  die  folgenden  Untersuchungen  soil  dieser  spezielle  Fall  ausgeschlossen 
sem,  also  vorausgesetzt  werden,  daB  der  Rang  Sftm^,  -,77™)  erne  unter  m  -  1  liegende 
Zahl  r  ist.  W 

Die  notwcndigen  und  hmreichenden  Bedingungen  dafur,  daB  em  Punkt  s  der 
Fhiche  T  —  emerlei  ob  dieser  Punkt  m  dem  Punktsysteme  T?I?  ,  rjm  enthalten  ist  oder 
mcht  —  in  einem  der  Kongruenz  (C.)  gentigenden  Punktsysteme  ely  •  -  ,  sm  zum  min- 
desten  f-mal  vorkommt,  werden  durch  ein  System  von  v  homogenen  linearen  Gleichungen 
zwischen  den  m  der  allgememsten  Funktion  F  (*)  -  A(3)  F(1\#)  +  Ji®F®(ti)  +  •  •  +  tf*-*)]**-*^ 
auftretondon  m  -  r  Konstanten  A(l),  A(2),  •  •  ,  A('"~l)  dargestellt  Dementsprechend  kann 
man  Cur  die  Bildnng  ernes  der  Kongruenz  (C)  gemlgenden  Punktsystems  sl9  ,  sm  die 
'M-r-l  Punkte  6j,  ••  ,  e,tl_l_l  beliebig  wahlen;  denn  diese  Wahl  zieht  nach  dem 
soobcvn  BtMiiorkton  oin  System  von  nur  m  —  r  —  1  homogenen  linearen  Gleichungen 
HwiHchon  don  m  -  r  Konsi-anten  A(1),  A(a),  ,  A(m""r)  nach  sich  Die  r  +  1  noch  fehlenden, 
<la,s  gowlihlto  Systenji  (u  ••  ,  cm,^^  zu  einem  der  Kongruenz  (0.)  geniigenden  Systeme 
(ngiln/jOiidon  Punkto  awt.x,  •••,  eat  werden  aber  nur  dann  eindeutig  bestimmt  sein,  wenn 
(lurch  dn,s  orwiihuto  Systom  von  m  —  r  —  1  Oleichungen  die  m  —  r  GroBen  A(1),  A(2),  •  ,  A°"~x) 
bis  auf  (Miu*n  all  on  gomomsamen  Faktor  bestimmt  sind,  oder,  was  dasselbe,  wenn  die 
Matrix  dor  (HI  r  l)(w  r)  in  du'sen  (Jleichungen  als  KoefKzienten  der  A  auftretenden 
(lr<)Qon  don  Hang  m  r  -  1  bositzt 

Ks  noil  jot/Ji  bowi(^en  werden,  daB  durch  die  Wahl  der  Punkte  ft,  •••,  etfl_x_! 
<lio  r  1-1  nodi  fohlemlon  Punkto  fm.e,  ••*,£,«  "111}  allgemeinen  emdeutig  bestimmt  sind 
/jii  <lom  Kndo  jjfnuiw^  man  in  dor  FUlcho  T  M-  r-1  keinen  dor  Punkto  77^  •  •-,  ijttt  ent- 
hali<Mi<io  Boroioho  //,,-•  t  /^,.  r  ,t  ab  mid  bildo  mit  Hilfe  der  m-  r-1  schon  benuizten 
liuoar  unal)hani(Mi  l^unktioiuni  7^(1)^1-  ,  /<T(lrt  c"1)^  die  Detonuinante: 


'CO/'p  ^    ,  .  . 

^w-i  -V 

Duroh  diow^lho  SchlufiwoiHO,  die  in  Art.  7  des  vorhergehenden  Abschnittes  an  der  ont- 
HproclKnulon  Ktc^llo  auf?cwt»ndot  wurde,  orkonnt  man  clonn  zunachst,  daB  die  aufgestellte 
Dotxmninanto  nicht  fflr  jo  w-r-l  don  Boreichen  A,  --s^-^i  beziehungsweise  an- 
gehftrigo  Puukto  *lf  --,  *m_t_i,  wio  kloin  cliowo  Beroiche  auch  sein  niOgon,  den  Wert 
Null  boHitzan  ktuiu.  Wfthlt  man  jot7,t  w  -  1  -  1  <lon  Bereidien  B^  •  *  •,  J?m-t-i  beziohungs- 
woiso  angoh^rigo  Punkto  *t,  •••,  ^  «-4  von  der  Art,  dafi  die  aufgestollte  Determinate 
nicht  vorHchwiud^t,  wonn  man  gloich/,oitig  «i-«i,  ••  •,  ^-.,-i-^-t-t  sot5^>  B0  lassen 
Hiolu  da  dfaHOllw,  al«  Fnnktion  dor  m  -r-1  Voriinderlichen  ^,  •••,  a»-t-i  betrachtet, 
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fur  8l-ilf  ,  «»_,.*  -I»_«_i  stetig  1st,  in  T'  »-r-l  diese  Punkte  beziehungsweise 
enthaltende  Gebiete  Glt  •,  #m_t_i  von  der  Art  abgrenzen,  dafi  die  Determinate  fur 
je  OT_r_i  diesen  Gebieten  beziehungsweise  angehorige  Punkte  e^  ,  sm-t-i  einen 
Ton  Null  verschiedenen  Wert  besitzt.  Beachtet  man  dann  noch,  dafi  durch  die  auf 
irgend  ein  solch.es  Punktsystem  e1?  -,  em_t_,.  bezogenen  m  -  r  -  1  Gleichungen: 


0  -  A»JFWk_,_0  +  M^.,.,)  +       +  A" 

die  Q-roBen  A(1),  A(2),  •  ,  Xm~t}  bis  auf  einen  alien  gemeinsamen  Faktor  bestimmt  smd, 
so  erkennt  man  die  Eichtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung,  dafi  durch  die  Wahl  der 
Punkte  elf  •  •  ,  sm_t_i  die  r  +  1  noch  fehlenden,  das  angenommene  System  s1(  ,  ««_«_i 
zu  einem  der  Kongruenz  (C.)  genugenden  Systeme  erganzenden  Punkte  ero_T,  ,  sm  im 
allgemeinen  eindeutig  bestimmt  sind. 

Nimmt  man  jetzt  zu  dem  Eesultate  der  vorstebenden,  unter  der  Voraussetzung 
x<m-l  durchgefuhrten  Untersuchungen  das  scbon  vorber  fur  den  Fall  i=-m  —  1 
erhaltene  Resultat  hinzu,  so  erkennt  man,  daJB  die  beiden  Aussagen: 

a.)  Das  Punktsystem  rj1}  •••,vjm  besitst   als   Hang  SMi  (%,       ,  ty»)   die   unter   n 

1  B  | 

liegende  Zalil  r; 

b)  Die  auf  das  Punktsystem  1^,  •  -,  TJOT  lezogene  Kongruenz  (C,)  toy3<5  wc7*  dwtc7*  em 
Punktsystem  lefnetiigen;  fur  die  B'lldmg  e^nes  derartigen  Punhtsy  stems  konnen  m  —  ic  —  l 
Punkte  behefag  gewaJilt  werden  und  es  smd  durch  die  Wahl  von  w  -  r  —  1  PuMen  die  r  +  1 
nodi  fehlenden  Pmkte  im  allgemeinen  eindeittig  bestimmt; 

gleichwertig  sind,  insoferne  mcht  nur,  wie  schon  bewiesen,  aus  der  erston  als  Voraun- 
setzung  die  zweite  folgfc,  sondern  auch  umgekehrt  aus  dieser  jene.  Denn,  bosABt^ 
das  unter  b)  charakterisierte  Punktsystem  iy,,  •-,  ijm  eine  von  t  verschiedene,  wogon 
der  Losbarkeit  der  Kongruenz  (C.)  jedenfalls  unter  m  liegende,  Zahl  r  als  Rang,  BO 
konnten,  im  Widerspruche  mit  dem  liber  das  Punktsystem  Vorausgesetztcn,  ftlr  dio 
Bildung  eines  der  Kongruenz  (C.)  genugenden  Punktsystems  m  —  f  —  1,  die  r  +  1  noch 
fehlenden  Punkte  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmencle  Punkte  behebig  gewahlt  wordon. 

1st  der  Rang  8tw(ih,  •  •,  ^  eine  unter  m  liegende  Zahl  r,  so  existiert  mindowtcww 

Ul 
ein  Punktsystem  st,   •  ,  6m,  welches  der  auf  das  Punktsystem  fy,  •••,  ijw  bexogenon  Kon- 

gruenz (C.)  genugt.  Jedes  weitere  dieser  Kongruenz  otwa  noch  gentigonde  PunktHywtom 
«!,--•,  ^  ist  dann  auf  Grund  der  im  vorhergehendon  Abschnitto  zu  Anfang  dow  Art  7 
gegebenen  Definition  em  mit  «t,  •  •,  em  aquivalentcB  Punktsystem  wic  nmgc^kohrt,  nodatt 
also  die  Qesamthoit  der  die  Kongruenz  (0.)  befriedigendon  Punkisystomo  —  aucsh  wonu 
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diese  Gesamtheit  fur  r  =  m  —  1  nur  aus  dem  einzigen  Systeme  £1?  ,  snl  besteht  —  mit 
der  Gesamtheit  der  mit  el9  •  ,  em  aqmvalenten  Punktsysteme  identisch  ist.  Nach  dem 
am  Schlusse  des  genannten  Art  7  Bewiesenen  besitzen  daher  die  d£r  Kongruenz  (C.)  ge- 

nxigenden  Punktsysteme  samtlich  den  gleichen,  mit  r'  zu  bezeichnenden,  Rang  Stm  (»x,     •,  aj. 

|i| 
Zur  Bestimmung  diesev  Rangzahl  r'  hat  man  nur  zu  beachten,   daB  nach  dem  vorher 

ansgosprochenen  Resultate  fur  die  Bildung  ernes  der  Kongruenz  (0.)  genugenden  Punkt- 
systems  w  ~  r  -  1  Punkte  beliebig  gewahlt  werden  konnen  und  daB  durch  die  Wahl 
von  m  --  r  —  1  Punkten  die  r  + 1  noch  fehlenden  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt 
sind.  Es  ovgibt  sich  dann  aus  der  im  genannten  Art  7  bewiesenen  Gleichwertigkeit 
dor  obondovt  gemachten  Aussagen  a)  und  b),  daB  jedenfalls  fur  r<w  — 1  die  Glei- 
cluing  rr-r  +  l  bestoht.  Diese  Gleichung  gilt  aber  auch  noch  fiir  r-=m-l,  da  sie 
(hum,  dor  Nichtorsotzbarkoit  des  Punktsystems  el3  -  ,  sm  entsprechend,  fur  r'  den  Wertw 
Iiolbrt.  Ks  Ixvsteht  also  iur  je  zwei  durch  die  Kongruenz  (C.)  verknupfte  Punktsysteme 

O  -  Sftu.fai,  •    ,        +  1 


7. 
Mit/  Rfloksiohl  auf  <he  AuBuabuioHtollnng,  welche  die  m  Art.  4  betrachteten  zum 


l^ttllo  ^(^hOrigou   PuiilctHyHtoine,  nach  dem  dort  unter  III)  Gesagton,  gegentiber 
zum  (»rsijou  Fallo  gohorigou  Punktsystomen  einnehmen,  sollen  in  diesem  Artikel 
/inn  /iwoiton  Kallo  gchorigon  I^niiktsystome  noch  einer  besonderen  Betrachtung  unter- 
wnnlon. 

Xiii  d(Jin  Knclo  uolnno  man  an,  daB  das  don  Punkt  7/0)  (o»i,«,    ,*)  wa-raal  cnthaltende 
,  //,,4  -  7/°,  *  *  •,  //(l)?  •  *   %  7/w,     •,  7/f)  zum  zweiten  Fallo  gehore,  oder,  was 

Jtang  i)LM('/i?    *  t  tyw)  oino  untcr  M  und  jp-1  liegende  Zahl  r  sei. 

N 
Zahl  w*  kainn  dann  nach  (lew  boiin  zwoiton  Fallc  Bemorkton  nicht  groBor  als  2jp  —  2  sein. 

iHt  xainachnt  m  «2jp  —  2*  HO  muB  ;?  —  1—  r««l  Boin7  da  sonbt  nach  dem  beim 
Fullo  nnU»r  III,)  (loHagton  zum  mindoHton  zwei  lincsar  unabhangigo  Funktionen 
wttrdon,  donon  daw  Punktsystom  7/1?  *  -,  ?y^^a  ^  System  der  charakto- 
riHtiHditfcn  Punkto  yaiktttno^  wfthrond  doch  nach  dom  in  Art  3  Bemerkton  zwci  Funk- 
iumm  ^j\  donon  duHHolbe  Puuktsy»tem  alB  Systom  dor  charaktoristischen  Punkto  zu- 
komint,  wich  nur  urn  csimm  konntanton  Faktor  untorRchoidon  k6nnen.  Km  zum  zweiten 
Fallo  gohftritfw  Hyntom  von  2p  -  2  Punkton  boHitet  dahor  stcts  don  Bang  #  -  2.  Auch 
orknwt  man  ohw»  Mtthft,  dufi  dio  (hwaiuthoit  dor  don  Funktionon  gj  zukommenden 

IMI.Il.  M 
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Systeme  der  charakteristischen  Punkte  mit  der  Gesamtheit  der  gegenftber  der  Charakte- 
ristik  Q  den  Eangjp-2  besitzenden  Systeme  von  2^-2  Punkten  identisch  ist,  und 
daB  daher,  weil  je  zwei  der  zuerst  genannten  Punktsysteme,  wie  ein  Blick  auf  die  am 
Ende  von  Art.  3  aufgestellte  Kongruenz  zeigt,  Equivalent  sind,  auch  je  zwei  der  zuletzt 
genannten  Punktsysteme  aquivalent  sind 

Fur  die  ganze  noch  folgende  Untersuchung  soil  jetzt  vorausgesetzt  werden,  daB 
*n<ty-2,  also  etwa  m~2p-2-9n'  sei.  Es  gibt  dann  nach  dem  beim  zweiten  Falle 

unter  IIL)  Gesagten  JP  -  1  -  r,  dort  mit  ^,  •,  d***d,  *  bezeichnete,  linear  unabhangige 
zur  Charaktenstik  (~)  gehorige  Funktionen  — ,  bei  welchen  das  Punktsystem  %,  ,ijm 
einen  Bestandteil  des  Systems  der  charakterisierten  Punkte  bildet,  und  die  allgemeinste 
derartige  Funktion  |J  setzt  sich  aus  ihnen  mit  Hilfe  von  p  - 1  -  r  unbestnnmten  Kon- 

stanten  A(1)3  •    ,  j^-1-*)  zusammen  in  der  Form  —? «  ^d)  _|L.  +   -  -  +  A^"1"^  -^-^ 1st 

speziell  r=jp-2,  so  ist  —  da  sich  dann  die  soeben  fur  die  allgemeinste  hier  in  Be- 
tracht  kommende  Funktion  ^  aufgestellte  Grleichung  auf  -^  =  A(1)  -^-  reduziert  —  das 

von  der  Funktion  ^-  herkommende,  mit  ^,  ••-,  ^  zu  bezeichnende,  Eestpunktsystem 
(siehe  die  Definition  am  Schlusse  von  Art  3)  das  einzige  zu  %,  •  -,  r\m  gehorige  Eest- 
punktsystem einer  Funktion  ^  und  folghch  ein  mcht  ersetzbares  Punktsystem,  oder,  was 

dasselbe,  em  Punktsystem  vom  Eange  SRmO/i,      ,  ^)  -  »*'•   Ist  dagegen  t  <p  -  2,  so  gibt 

|i| 
es  auBer  dem  Systeme T/!,—  ,^/,  welches  von  der  ersten  der  vorher  aufgestellten  Funktionen 

herkommt,  noch  unbegrenzt  viele  zu  iji9  •  ,^w  gehorige  Eestpunktsystomo 


~l 


von  Funktionen  gjj  em  jedes  dieser  Eestpunktsysteme  ist  auf  Orund  der  am  Schlus.se  von 

Art  3  aufgestellten  Kongruenz  ein  mit  r[^  ,  r]'m,  aquivalentes  Punktsystem,  wio  umge- 
kehrt,  sodafi  also  die  Q-esamtheit  der  zu  %,  •  ,  ijm  gehongen  Kostpunktsysteme  von  Funk- 

tionen ^  mit  der  Qesamtheit  der  mit  //'1?-  -9rfm>  aquivalenton  Punktsysteme  idontisch  ist 
Nacli  dem  im  vorhergehendenAbschmtte  am  Schlusse  von  Art.  7  BowicHcnen  boait/j(ai  dahor 
die  zu  Hi,'-;iim  gehOngen  Eestpunktsysteme  von  Funktionen  ^  siiintlich  don  gloichon, 

mit  rf  zu  bezeichnenden,  Bang  %ii(%,  •  •  ,  7/y.  Zur  Bestimmung  diosor,  jodonfalls  untor  m' 

Ul 
liegenden,  Eangzahl  r'  hat  man  vor  allein  zu  beachten,  cla6  ein  zu  ql9  •  -  ,  ?;m  gc^luirigos 

Eestpunktsystem  oiner  Funktion^,  der  Definition  gemafi,  erst  dann  fostg(jlogt  fat,  woun 

man  bei  der  aufgestellten  Funktion  g«A(l)—  ?^  .....  M0'  ''  ^^^^^  °  dio  j>  1  r 
willkilrlichen  Konntanten  A  I)!H  auf  oinen  all  on  gouioinsamc1!!  Khlclor  hoHthnuit  luti^ 
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nnd  daB  man  dementprecliend  fur  die  Bildung  eines  zu  ^,  •••,  17,,,  gehorigen  Rest- 
punktsystems  einer  Funktion  ^  jedenfalls  p  -  2  -  1  Punkte  beliebig  wahlen  kann,  da 
diese  Wahl  ein  System  von  nur  p  —  2  —  r  homogenen  Imearen  Gleichimgen  zwischen 
den  p  —  1  —  r  Konstanten  A  nach  sick  zieht  Das  zu  bildende  Restpunktsystem  wird 
aber  durch  Wahl  von  p  —  2  —  r  Punkten  nur  dann  eindeutig  bestimmt  sein,  wenn  die 
Matrix  der  Q)~l~r)  (>-2-r)  m  diesen  Gleichungen  als  Koeffizienten  der  A  auf- 
tretendon  UroBen  den  Rang  jj-2-t  besitzt.  DaB  dieses  im  allgemeinen  der  Fall  ist, 
et-kennt  man,  wenn  man  dieselbe  SchluBweise  anwendet  wie  in  Art.  6  an  der  entsprechen- 
den  Rtello  Fitr  die  Bildung  ernes  zu  T/I?  •  ,  77,,,  gehorigen  Restpunktsy  stems  einer 
Fnuktion  ^,  oclor,  was  dasaelbe,  eines  mit  rj(,  -  ,  r[th.  aquivalenten  Punktsystems  konnen 
also  p  —  2  —  r  —  m'  —  (mr  —  p  +  r  +  2)  Punkte  behebig  gewahlt  werden,  und  es  smd  durch 
dieso  Wahl  die  m'  —  p  +  r  +  2  noch  fehlenden  Punkte  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt. 
Das  a,b(M'  ist  nacb  dom  in  Art.  7  des  vorhergehenden  Abschmttes  ausgesprochenen  Resultate 
nur  moglich,  wonn  die  dem  Systemc  ril9  •  ,  r[m,  zukommende,  mit  rf  bezeichnete,  Rangzahl 
9t|ii(Vi»  "•>  ft«')  s'(^1  lu^  c^er  ^ahl  »*'—  i>  +  t  +  2  deckt,  sodaB  also  r'*-w'--.p  +  r  +  2 

<)(lc»r  auch,  da  die  Bexiohung  m'  =  2p  —  2  —  m  besteht,  r'=*jp  —  m  +  r  ist.  Trotzdem  die 
lotr/to  (ll(«chung  untor  don  Vorausnotzungen  r  <m<2p  —  2,  x<p  —  2  abgeleitet  worden 
iHt,  gilt  nio  auch  noch  utitor  don  Voraussotzungen  r<^M<2jp  —  2,  r=jp  —  2,  da  sie  dann, 
in  (Ihoroiiml.iinmimg  in  it  dom  vorher  Gofundenen,  far  rf  den  Wert  2p  —  2  —  m«mf  liefert. 
Untor  I)(niutir/ung  dor  Relation  wi  +  ^'«-2jp  —  2  kann  man  ihr  die  drei  Formen: 

wf—  rf  -  ^  —  2  —  r, 


gobon.    KH  Ixwtoht  domuach  ixir  jodes  ssu  T^I?  •  •  •,  ijm  gehorige  Restpunktsystem  iji,  •  •  -,  rf^ 
ohn^r  Kunktion  ^j  die  (lloichung: 

wf-  25RH,(^,  •  •  -,  ^)  -  w  -  29lw(ih,  -  •  -,  ijw)  -  2, 
IM  l-^l 

AUH  don  voi'fltohotulen  UnterHuchungen  orgibt  sich  jetzt  schheBlich  nls  Ilosultat, 
daB  unlor  dor  VorauflHotomig  w<2jp  —  2  die  drei  Aussagen: 

a.)  Dan  I*uriktsy8tm  ty,--,  fy«  fresiW  ate  ^a^  fft|xi(^i>  ••-,  ^)  ^  ^^  w  und 
p  1  licywute  %M  r; 

b.)  /J/c  aw/1  rfa«  Ptmktsystcm  ijit  •  -,  7?/n  betogme  Konyruenz  (0.)  is#  fcs&ar  wwrZ  ^s  ^Adr<  ^ 

ein  JMjpwftteystm  viner  Fmktion  j~;  jedes  derartiye  m  rji9  ••-,  ??m 


afe  2tew//  Sftm^I,  •  •  •,  ^)  *«  ^W  jp  -  m  +  r, 
c,)  Die  auf  (1<t$  Jfatkteystem  %»•••»  ^  liwgew  J{ongrucn0((l)  ist  losbar  und  e$  gclmt 
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%>  •?  fyn  nwndestens  em  RestpimUsystem  einer  Funktion  -^;  fur  die  Bildung  eines  der- 
artigen  m  %,  •  ,  t\m  gehotigen  Restpuriktsystems  rfl9  •  ,  r\m>  Jconnen  p  —  r  —  2  Punkte  lelieliy 
gewahlt  werden  und  es  sind  durch  die  WaM  von  p  —  x  —  2  Punkten  die  p  —  m  +  r  noch  felilenden 
Punkte  wi  allgemeinen  eindeutig  lestwnmt, 

gleichwertig  sind,  insofern  aus  irgend  einer  von  ihnen  als  Voraussetzung  jede  der  beiden 
anderen  abgeleitet  werden  kann.  Da,  wie  schon  bewiesen,  aus  a)  als  Voraussetzung 
jede  der  beiden  Aussagen  b)  und  c)  folgt  und  diese  letzteren  nach  dem  in  Art.  7  des 
vorhergehenden  Abschmttes  ausgesprochenen  Eesultate  gleichwertig  sind,  so  hat  man 
zum  vollstandigen  Beweise  der  aufgestellten  Behauptung  nur  noch  zu  zeigen,  dafi  aus 
c.)  als  Voraussetzung  die  Aussage  a.)  folgt.  Dieses  aber  ist  der  Fall;  denn,  besafie  das 
unter  c.)  charakterisierte  Punktsystem  %,  •  •  ,  rjm  erne  von  r  verschiedene,  wegen  der 
Losbarkeit  der  auf  dieses  Punktsystem  bezogenen  Kongruenz  (C,)  jedenfalls  unter  m  und 

wegen  der  Existenz  von  mindestens  einem  Eestpunktsystem  einer  Funktion  ^~  auch 
unter  p  —  1  hegende,  Zahl  t  als  Eang  SRi^ifyi,  ••  ,  i?m),  so  konnten,  im  Widerspruch  mit 

dem  uber  das  Punktsystem  Vorausgesetzten,  fur  die  Bildung  eines  zu  ihm  gehorigen 
Eestpunktsystems  einer  Funktion  -~^-  p  —  x  —  2,  die  j9  —  m  +  x  noch  fehlenden  Punkte  im 
allgemeinen  eindeutig  bestimmende  Punkte  beliebig  gewahlt  werden 

8. 

Jede  F- Funktion  lafit  sich  auf  unbegrenzt  viele  Weisen  als  ein  Quotient  dar- 
stellen,  dessen  Zahler  und  Nenner  die  ersten  Derivierten  von  zwei  zu  passend  gew^ihlton 
Charaktenstiken  gehorigen  Funktionen  W  smd,  und  man  kann,  wenn  es  sich  um  die 
Bildung  eines  solchen  Quotienten  handelt,  die  Denvierte  einer  beliebigen  Funktion  W  7M\\\ 
Nenner  nehmen  Eine  ausgezeichnete  Darstellung  von  dieser  Art  erhiilt  man,  worm 
man  speziell  die  Denvierte  irgend  einer  allenthalben  endhchen  Funktion,  dcrori  (Jliarak- 
teristik  zur  Charakteristik  der  darzustellenden  ^-Funktion  reziprok  isi,  xinn  Noimor 
nimmt  Zur  Gewmnung  dieser  Darstellung  soil  hier  em  Vcrfuhret)  angowondoi  wordon, 
das  auch  im  allgemeinen  Falle  zum  Ziele  ftihrt. 

Gegeben  sei  eino  zur  Oharakteristik  O  gehongo  Funktion  l\z),  wcJclio  das  don 
Punkt  ??Ccr)  (cr=i,ss,  ,  0  ma-iual  enthaltende  Punktsystem  r/A)?  *  ,  r/l},  if\  •-,  ?y(a),  ••  •,  i/M,  •••,  ;/w 
als  System  der  oo^Punkte  besitzen  mOge.  Diese  Funktion  int  naoh  Art..  1  (larch  <^in<i 
Gleichung  von  der  Form: 


Theorie  dei  JF-Fimktionen 
darstellbar,  wobei  dann  zwischen  den  Konstanten  £  die  p  Bezielmngen  : 
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bestohen.  Sollten  von  den  Punkten  rj(i\  ,  ?j(s)  einer  oder  mehrere  an  der  Be- 
gienziuig  von  Tf  liegen,  so  andere  man  das  Schmttsystem  durch  Deformation  so,  daB 
die  Punkto  y  samtlich  in  das  Innere  der  Flache  T'  zu  liegen  kommen.  Nun  verstehe 
man  unter  a  omen  im  Tnnern  von  Tr  gelegenen,  von  den  Punkten  rj,  a,  oo  verschiedenen 
Pimkt,  bilde  alsdann  das  Produkt: 


Kunktion   V(z)  tind  dei  zur  Oharakteristik  (J     J)   gehongen,   ebenfalls   in   I7'   ein- 


wortigon  Kloincni;arftmktion  P 


und  bcstimme  don  Wert  J  des  mit  dieser  Funktion 


irgoml  eincir,  xu  dor  z;ur  angenommenen  Oharakteristik  O  reziproken  Oharakte- 
ristik (fy  gohorigen,  allonthalben  endlichen  Funktion  w*  gebildeten,  in  positiver  Rich- 
tung  illx^r  dio  von  don  boiden  Seiten  der  Schmtte  a,  b,  c  gebildete  Begrenzung  Sft  der 
MJl«ho  Tf  %u  orwtrockonden  Integrals  f&(0)dw39  indem  man  in  derselben  Weise  vor- 
g(^lit,  win  OH  im  oraton  rroilo,  in  Art  1  dos  siebenten  Abschnittes,  zu  ahnlichem  Zwecke 
goschohon  int  Man  orh<tlt  dann  fur  J  zuniichst  die  Qleichung: 


und  HohlioBlioh,  huloin  tnan  bwichtot,  daC  i'tlr  »/  =  !,  2, 


liingH 


p 

; 

1 

$ 

I> 

a 

1 

t 

p 

I 

J 

SI 

p 


p 


CM~ 


wl,  und  dalJ  dahw  dio  Worto  von  ft(g)  in  jo  Kwoi  /u  cmorn  der  SchuiUc  «,  b,  c  ge- 
hflrigon  ontHj>r(whond<ni  Punldon  ^',  cV1"  in  dor  Woiso  vorknilpfb  siud,  dtiB 


« 


6, 
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1st,  die  Gleichung: 
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,•^1      da    J  - 


Das  Integral  J  ist  aber   auch  gleich   der  Summe  der  auf  die  einzelnen  m  Tf 

gelegenen    Unstetigkeitspunkte    T?(I),  •    ,  rf'\    a    von    #(*)    sich    beziehenden    Integrale 
+  + 

C<&(0)dw*9  0=1,2,    ,s,  C<£(z}dw*  und  kann  daher  auch  auf  Grand  der  Gleichung: 

(,/*>)  (a} 


*  r&(g)dw*+  A 

L  e/  t/ 

(Jj(ff))  (a) 


>  (t)  dw3 


ausgewertet  werden.     Zu  dem  Ende  hat  man  das  Folgende  zu  beachten. 

1.)  Pur  das  Gebiet  des  Punktes  ?y((7)  (0-1,2,    ,*)  gelten  die  Entwicklungen  (vgl.  Art  7 
des  vierten  und  Art  2  des  dntten  Abschnittes) : 


P 

1 


da 


:P 


'a  "a 

,«0 


rfa 


8' 


und  es  gilt  daher  fur  das  Gebiet  dieses  Punktes  auch  die  EntwicHung: 


wobei 


^r2 
^a 


i  =  0,J,8,       ,»(„-!, 


ist    Daraus  folgt  dann  weiter,  daB  in  der  durch  Multiplikation  dieser  Entwicldung  init 
der  Entwicklung  der  Funktion  JPr     sich  ergebeuden  Entwicklung  vou  (&(0)^j-   dio 


Potenz  C1  mit  dem  Kooffizienten- 


n(<0 


auftritt.    Dieses  Glied  ist  aber  das  einzige,  welches  bei  dor  Auswortung  dos  auf  den  Punkt 
sich  beziehenden  Integrals  in  Betracht  kommt,  und  man  orhalt  domcmlsprechorul: 

-*f  r 

lo'  *  M* 
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2.)  Fur  das  Gebiet  des  Punktes  a  gelten  die  Entwicklungen: 
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und  es  tritt  daher  m  der  durch  Multiplikation  dieser  drei  Entwicklungen  sich  ergebenden 
Entwicklung  von  #(V)^7  die  Potenz  (z-a)-1  mit  dem  Koeffizienten  F(a)^j^-  auf. 
Dieses  Qhed  ist  abor  das  einzige,  welches  bei  der  Auswertung  des  auf  den  Punkt  a  sich 
beziehenden  Integrals  in  Betracht  kommt,  und  man  erhalt  dementsprechend : 


(«) 


I  Intoi    Bonntzung  der  beiden  soeben  gewonnenen  Eesultate  erhalt  man  jetzt  aus  der 
lotzton  filr  J  aufgcstolltcn  Gleichung  die  Oleichung: 


man  mm  die  beiden  fftr  J  erhaltenen  Ausclrftcke  emander  gleich?  lafit  bei 
ontHt(vh(^n(lmi  (Hoichung  in  nouor  Bozoichnung  zunichst  an  Stelle  des  Buchstabens  » 
BuotiHtabon  £,  Jiu^raxif  an  Stello  dos  Buchntal)ens  a  den  Buchstaben  0  treten  und 

Iftwt  als<lann  die  Uloiclmng  nach  Wfy-jfa  <l^f,  so  erhalt  man,  wenn  man  schlieBhch  noch 

<li(k  &'  durcli  dio  ihnon  ont»])roclicndon  Ansdrflcke  orsotzt,  die  fur  jeden  von  den  Punkten 
?/,  a,  oo  vorHchiodonon  miK^roti  Pnnkt  »  der  FUlcho  T  gelteude  Qleichung- 


woloh(»  nach  Diviniou  durch  ^f  fttr  die  Funktion  7^)  die  orwfihnte  ausgezoichncte 
Darntollung  licfcrt,  Troiizdom  dioso  (Ihrichung,  /Air  Voremfachung  der  TJntersuchung, 
nur  fftr  d(kn  Fall  abgohntot  wordon  ist,  dafi  dor  Punkt  *  im  Innern  der  Flftcho  T'  liegt, 
gilt  H!O  au<'Ji  noch,  wonn  jjf  dor  B(%gronr/ung  von  T'  angohtort.  Es  andort  sich  namlich 
dw  I)i(for<^i/  dor  liukon  und  rochtcm  Seito,  aU  Fnnktion  des  in  T9  frei  bowoglichon 
Punktcm  *  Iwtnwslit^t,  M^lig,  wonn  diencr  IHinkt  durch  Htotigo  Uewogung  in  einon  Punkt 


von   2"  ftborgoht,  und  m  kuim  dahor  diono  Difforc^nss,  da  sie  der  er- 
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haltenen  Gleichung  gemaB  immer  den  Wert  Null  besitzt,  wenn  g  im  Innern  der  Flache  T' 
liegt,  nicht  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  haben,  wenn  »  der  Begrenzung  von  T' 

angehort. 

Erne  besondere  Betrachtung  verdient  der  Fall,  wo  der  Bang  9tu,0?(1),    ,if},    ,^\    >?r) 

\B\ 

des  den  Punkt  TJ(J)  (<f=i,»,  .0  «n,-mal  enthaltenden  Systems  if\  •  ,  T?(I),  ,  f\  ,  V°  der 
oc'-Punkte  der  Funktion  F(g)  kleiner  als  jp-1  1st,  oder,  was  dasselbe,  wo  Funk- 
tionen  ?  existieren,  bei  denen  das  Punktsystem  ??(1),  •  -,  if*,  •  ,  rf>\  ,  i/°  in  <lem 

u  3 

System  der  charakteristischen  Punkte  enthalten  1st.  Lafit  man  nanilich  in  diesem  Falle 
an  Stelle  der  in  der  gewonnenen  Formel  vorkommenden  allgememen  Funktion  •£•  eme 
der  soeben  genannten  speziellen  Funktionen  ^  treten,  so  nimmt  die  Formel,  da  nacli 
dem  in  Art  3  Bemerkten  fur  jede  derartige  Funktion  J-  die  5%+  +»*,  Gleicliungen  : 


bestehen,  die  einfachere  Gestalt: 


an,  und  man  erkennt  nun,  dafi  jede  Funktion  F(s)  der  in  Rede  stehenden  Art  sich  als  Quotient 
mit  einer  Funktion  ^  als  Zahler  und  einer  Funktion  jj-  als  Nenner  darstellen  lafit. 
Da  andererseits  aber  auch  jeder  derartige  Quotient,  wie  aus  dem  in  Art  4  beim  erston 
und  zweiten  Falle  unter  JII)  Gesagten  unmittelbar  hervorgeht,  eme  Funktion  F(z] 
der  in  Kede  stehenden  Art  ist,  so  erkennt  man  schheBlick,  da6  die  Gesamtlieit  dor 
Funktionen  F(s),  bei  welchen  das  System  ?i(1\  ,  r^\  ,  7/w,  •  •,  T?C'}  der  c^^Punktc  als  llan^ 
9tuifa(1)>  '^f\  '  '  *1®>  >  7/°)  eme  unter  ^  —  1  hegende  Zahl  besit/t,  identisch  ist  in  it 

ui  t    dn 

der  Gesamtheit  derjemgen  Funktionen,  welcho  (^uotienten  mit  emer  Funktion  ^  als 
Zahler  und  einer  Funktion  4^  a^  Nenncr  sind 

az 

9. 

Bs  sollen  jetxt  diejonigen  ansgozoichucten  &5ur  Uharaktwistilc  (yJ  gt'hflrigon  Funk- 

tionen F(t)  untersucht  weidon,  w(i]chon  das  don  Punkt  cc(,  (?-«•»»  iO  (/y-  l)-inal  utul 
den  Punkt  oox  (xrri)2)  ,«>  7^x-mal  onthaltendc  PunkiByHtoru  ai9  •••,  ^,  •  -  ,  a,,,  •  ••,  a,,, 
oox,  -  -  -,  oox,  —  ,  oov  •  •  •,  cx)tf  oder  auch  nur  oin  Toil  dessolbon  als  Systom  dor  ou'-Punkto 
zukommt.  Dabei  bodeutet  h  eine  Zahl  aus  dor  Roiho  0,  1,  %  •-.  Dor  m  Art.  7  <!«H 
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dritten  Abschnittes  aufgestellten  Formel(D.)  gemaB  ist  jede  derartige  Funktion  F(z)  = 
durch  erne  Qleicliung  von  der  Form: 


bei  dor  die  c  Konstanten  bezeichnen,  darstellbar.  Da  aber  aucli  umgekehrt,  wie  aus 
don  in  Art  (i  des  zweiten  Abschnittes  aufgestellten  Forineln  (IV),  (Dd.),  (D7.),  (D'7.) 
folgt,  dieso  (Jlei  cluing,  welche  Werte  man  auch  den  c  zulegen  mag,  —  von  dem  Falle, 
wo  c^  -  ~cv  c^H1-  =^  =  0  tt^f),  cxi-0,  US;^  ,i(*+1)l'',  ist,  also  die  rechte 
Soite  sich  wogen  w,J#|  +  -M^|#|  =  0  auf  die  Null  reduziert,  abgesehen  —  stets  erne 
Funktion  dor  in  Ilcclo  stohonden  Art  liefert,  so  stellt  der  auf  ihrer  rechten  Seite  stehende 
Ausdrnck  hoi  unbostimniton  Konstanten  c  die  allgememste  Funktion  F^fy  dar,  mid 

dioso  KigonHchaft  wird  wegcn  -^~-  +  +'^F'  =  ^  mcht  aufgehoben,  wenn  man  erne 
<lor  Konstant(^n  c,  -,  c  mit  der  Null  zusammenfallen 


Dio  Ordnung  onior  Punktion  7^(oo)(^)  ilbersteigt  nicht  die  Zahl  H=*^?([JI,Q—  1) 

(>  =  I  Y  ~\ 

n  4  q  +  %p  —  2  +  /w.    Ist  dio  Funktion  J^(fl0)(j?)  von  der  Ordnung  H,  besitzt  sie  also  das 


vorhor  ohstrakioriHioi^o  PunktHystem  als  System  der  oo^Punkte,  so  kommen  ihr  auch  H 
Ol~Puiikto  tti,  8$,  ••;  ea  ^^  1st  dio  Funktion  ^(oo)(#)  dagegen  von  der  Ordnung  JH—t, 
boHii/ji  HH^  also  nur  ouien,  //  —  t  Pnnkte  umfassenden,  Teil  des  vorher  charakterisierten 
Ptniki.HyHt(niiH  al«  Systom  dt^r  cx^-Punkte,  HO  kommen  ihr  auch  nur  H"—  t  (^-Punkte  ex,  ea, 
•  •  •,  &ir,t  r/M  In  dioHom  lotzttu'on  Falle  orgiinze  man  nun  das  Punktsystem  el9  62?  ,  %_, 
dadurcli  /.u  oiiunn  Systoni  von  //  Punkton,  an  ^,  ,  iy/,  da6  man  zu  ihm  dasjemge, 
/  Puukto  (mthaltoudn,  Hysfewn,  wolchos  von  doni  zu  Anfang  diesos  Artikels  charakten- 
HiorUm  SystonH^  nsich  Wognahmt^  dor  //  -  t  oo'-Punkto  dor  Funktion  lffl(0)  noch  ubng 
hlcubl,  lun'/unhniiiL  In  jedoni  dor  boidon  fioeben  botrachtoten  Fiillc  soil  das  zur  Funktion 
/^w)(tf)  (loflniort^  PunktHystom  a,,--,  %,  uiHoferno  durch  dasselbo  die  Funktion  J^(ao)(a) 
l)iK  uuf  <»inon  von  z  froitm  Faktor  bontimmt  ist,  das  System  der  charakteristischen 
Punkto  d(^r  Funktion  I^(z)  goiiamvfc  worden. 

I)i(^  Hywfeimo  dtn*  dwraJdoristischen  Punkte  der  Funktionea  /^(oo)(^)  lassen  sich  ein- 
hoiUirh  iloHuioinm;  man  hat  daau  nur  dio  gogen  Endo  dos  Art  2  angostellton  lie- 
i.nichtungon,  Hpw/ioll  dio  Kemgruenss  (!'.),  auf  die  Funktionen  /^(^  s^u  boziehen.  Es 

Hieh  dann,  dali  di(^  (leBtutntlieit  der  don  Funktionen  #£*(*)  zukomm<mden  Systemo 
l^nikto  mit  dor  Uoaamthait  dor  Lrtsungssysteino  el9  •  •  •,  eu  der 


1  X      1 

t»  U,  II 
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identisch  ist     Da  der  Rang  ^t\A\(al9  -   -,  a±9     •  -,  a,,    •  ,  ar9  ool9      ,  ooly    •  -  •,  oo3,    -  •,  oo2) 

\B\ 

des  zu  Anfang  dieses  Artikels  charaktensierten  Punktsy  stems  wegen  H>  2p  —  2  gleich 
p  —  1  ist,  so  kann  man,  nach  dem  in  Art.  6  Bewiesenen,  fur  die  Bildung  eines  Systems 
ej,  -,  es  der  charaktenstischen  Punkte  einer  Funktion  F^(0)  H—(p—  1)  —  1  =  5"—  $ 
Punkte  beliebig  wahlen  und  es  sind  durch  die  Wahl  von  H—  p  Punkten  die  p  noch 
fehlenden  Punkte  im  allgemeinen  emdeutig  bestimmt. 

Mit  F*$(B)  bezeichne  man  unterschiedslos  jede  Funktion  F(z),  welche  das  den 
Punkt  UQ  ($=1,2,  ,r)  (f*9  —  l)-mal  enthaltende  Punktsystem  al9  ,  a1?  -,«/.,  •,  ar  oder 
auch  nur  emen  Teil  desselben  als  System  der  ooVPunkte  besitzt,  und  bei  welcher  das 
den  Punkt  oox  (^=1,2,  lfl)  ^-mal  enthaltende  Punktsystem  oo1?  ,  ool9  ,  ooq,  ,  oov 
als  Bestandteil  des  Systems  der  O^Punkte  auftritt.  Man  erkennt  dann,  in  ahnlicher 
Weise  wie  vorher  schliefiend,  zunachst,  da6  die  allgememste  derartige  Funktion  durch 
die  Gleichung: 


v-p        -,  y~q         dP\    * 

°  ' 


^Jj  ^u  T  ,  /--T         . 

oder  auch,  wegen  -5     H  -----  ^"7r  =  ^?  durch  die  Grleichung: 


geliefert  wird,  wenn  man  im  emen  wie  im  anderen  Falle  unter  den  c  unbestimmte 
Eonstanten  versteht,  weiter  auch,  daB  die  Ordnung  einer  Funktion  FJ$(0)  die  Zahl 
n  +  q  +  2p  —  2  mcht  ubersteigt  und  daB  zu  jeder  Funktion  F2°l(0)  ein  System  von 
#  +  2p  —  2  Punkten  &L,  •••,  «ff+8jl_a  als  System  der  charaktenstischen  Punkte  gehort, 
endlich  noch,  daB  die  Gesamtheit  der  den  Funktionen  JF*$(8)  ssukommenden  Systeine  der 
charaktenstischen  Punkte  mit  der  Gesamtheit  der  Losungssystome  e19 
Kongruenz:  +2 

^ 

\  CT-l 

identisch  ist  und  daB  man  fur  die  Bildung  einos  derartigen  Punkisystoms  e 
gerade  q+%>  —  2  Punkte  behebig  wahlen  kann. 

Der  zu  Anfang  dieses  Artikels  ffcr  die  Funktion  J^(g)  (^0,1,2,  )  aufgostolltc^  AUH- 
druck  lafit  sich  durch  eine  homogene  Imearo  Vorbmdung  doi1  J/—p  +  %  spoziolloi),  iin  folgtni- 
den  der  Kurze  wegen  als  Fundamentalfunktionen  zu  bozoiehiiendou,  Funktionen: 

dwv 

r.1,8,      ,y, 


cr-l 

,, 
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—  von  denen  die  an  erster  Stelle  aufgefuhrten  durch  die  Eelation  ^^-r  -  0  verknupft 

r=l 

smd  —  ersetzen.     Die   beiden   hierzu   notigen   Hilfsfonneln   erhalt  man   auf  folgende 
Weiso.     Zunachst   beziehe    man    die    in    Art    7    des    dritten    Abschnittes    aufgestellte 


Formel  (D.)   auf  die  Funktion 
Oleichung  von  der  Qestalt. 


dP 


_ 


(«:j£   ,»+i);   6S  ergibt   sich  dann  eine 


dP    r 

,111         <> 


in-  1,2,      ,/<  I-  I 


I  -=1 


wobcu  <lio  //7/0  von  den  gjuixon  Zahlon  w*,  r  abhangige  Konstanten  bezeichnen     Weiter 


bo/aobo  man  <bo  Formol  (I))  auf  die  Funktion  W(0)*=ittt    () 

^       J  ^   '  ( 

<lanu  oino  (Jlloiclmiig  von  der  Gestalt: 


\*    \  es  ergibl  sich 

,ir-l/'  ° 


/«« 

+V       V 


P 

*  IT  +  < 


1,9,     tt,    i 


I'-Jl 


woboi  die  A(w>  vou  <ltui  gan/,en  Zahlon  w*,  cr,  T  abhlingigo  Konstanten  bezeichnen. 

Kflr  jcwlcw  T  au»  dor  Jteibe  1?  2,  •   ,  #  kami  man  jetzt  horaogen  linear  ausdrucken: 


mil,  Ililfo  dor  (U<ucbung  (Ojf11).)  die  Funktion 


1|S 


(lurch   l^mdamcvutalfunktionon  and  die  Funktionen     *    -• 
ii  Hiltb  dor  (Uoiclmngen  ((I?5.),  «**r-Ji,  ;*,i,Q,  die  Funktionen -^ 


P   H 


(lurch  Fuwianumtalfunktionen  und  die  Funktionen  — ^ 


P 


mii-IUlft*  dor  (UoicUungon  ((j[f "J>.),  «•  «.-».•  .«.».»,  die  Punktiouen    (/'""^+ 


durc.h  ^uiHhunontalfunkiioiton  und  die  Funktionon 


mifc  Hilfo  dor  (Hoichungwn  ((Jj/^),  ^/,-1, 
durch  ^iuuiam(^nta1fu;ikti(>ium  alloiu. 


1,0,  die  Funktionon  -^ 
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Man  erkennt  so,  daB  der  zu  Anfang  des  Artikels  fur  die  Funktion  Fjpfy  (><  =  0,1,2,  ) 
aafgestellte  Ausdruck  sich  in  der  Tat,  wie  behanptet  wurde,  durch  eine  homogene  Imeare 
Verbmdung: 


der  ^—^  +  2  Fundamentalfunktionen  ersetzen  lafit,  und  damit  zugleich,  nachdem  man 
noch  zur  Abkurzung 


7/i  =  0  W  a=  0 

gesetzt  hat,  daB  jede  Funktion  ^(jef)  sich  auch  durch  erne  Gleichung  von  dor  Form 


darstellen  lafit,  wobei  g^z],  gy^}  ganze  rationale  Funktionen  von  0,  deren  Grade 
die  Zahlen/fc  +  1,  A  beziehungsweise  mcht  ubersteigen,  bezeichnen.  Die  Gleichung  (II) 
geht,  von  der  Bezeichnung  der  Konstanten  abgesehen,  in  die  fruher  aufgestellte,  die 

Funktion  F(*l($}   definierende  Gleichung  uber,   wenn  man  /&  =  —  1  setzst  und  das  dann 

-i 
auftretende  Zeichen  ^(0)  als   mit  der  Null  identisch  ansieht.     Nun  hefert  aber   die 

Gleichung  (II),  dena  Verhalten  ihrer  rechten  Seite  fur  die  Punkte  al9  •  ,  a,,  cx>1?  •-,  cx>7 
zufolge,  welche  Werte  man  auch  den  $  Konstanten  119  ,  ^  und  den  q(h  +  2)  +  (w  —  q)(h  +  1) 
=  J5"—  2jp  +  2  m  den  ganzen  Funktionen  ^(^)  vorkommenden  Konstanten  l(tn]  zulegen  mag  — 
von  dem  Falle,  wo  ^  =  ^a=  •*-^p  ist  und  alle  aufierdem  noch  vorkommenden  Konstaiiinni 
den  Wert  Null  besitzen  oder,  was  dasselbe,  die  rechte  Seito  sich  auf  die  Null  reduziort, 
abgesehen  —  stets  eine  Funktion  F^(B),  und  man  erkennt  so  schlioBlich,  daC  dor  auf 
ihrer  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  bei  unbestimmten  Konstanteu  I  die  allgomemflto 
Funktion  Fjp(0)  darstellt.  Die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  //~jp+2  willkiir- 
hchen  Konstanten  mttssen  sich  daher,  dem  m  Art.  4  am  Schlusse  dos  erstoii  Fallen  Bc- 
merkten  entsprechend,  auf  H-p  -f-3  wesentlicho  willkiirlicho  Konwtauton  roduzicron 

lassen     In  der  Tat  kann  man,  da  die  Funktionen  ^,  ^i.a,    ,y,   durch  die   Oloichun^ 

W  d/Wj  ^'MJj 

"5T2  "I  ----  ^  "SI1  ***  ^  vorknflpft  sind,  eine  dor  willktolichcm  Koustanton  /^,  ^,  ••  ,  ^, 


ohne  dio  Allgemeinheit  des  Ausdruckos  m  boschrilnkon,  mit  dor  Null  '/usammoiifallcni 
lassen,  Zugleich  erkennt  man,  dafi  dor  in  Bode  stohondo  Ausdruck  nur  dann  ftlr  jodcui 
Punkt  *  dor  Flache  T'  den  Wort  Null  habou  kaun,  woim  ^•-^  •••  I*  i«t  and  dio 
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//  —  jp  +  2-:p  ubrigen  Konstanten  I  samtlich  mit  der  Null  zusammenfallen,  oder  auch, 
da  hierbei  Ji  irgend  erne  Zahl  aus  der  Eeihe  0,  1,  2,  bedeutet,  dafi  eine  Gleichung 
von  der  allgemeineren  Form: 


dP 


d 


ft 

dz 


l)ei   der  J,,Za,     ,lp  Konstanten,   <7x0(#),  9,1(0)  irgend  welche  ganze  rationale  Punktionen 
von  ft  bozoiclmen,  nur  dann  fur  jeden  Punkt  a  von  Tr  bestehen  kann,  wenn  l^=*l^  =  •  =^ 
ist  und  die  Cibrigen  #  —  p  Konstanten  2  sowie  die  Funktionen  </  samtlich  mit  der  Null 
Hlontisch  smd. 

Jerte  /Air  Charaktenslik  (fy  gehorige  .F-Funktion  lafit  sich  bei  Innreichend  grofi 

gowahltor  Xiihl  A  (^-1,0,1,9,  )  als  Quotient  mit  emer  Funktion  F^(fi)  als  Zahler  und 
oiuov  Funkiion  ^/^(^  als  Nenner  darstellen.  Zum  Beweise  dieser  Behauptung  nehrne 
ina,ti  an,  <htB  (ho  darxustellende  Funktion  J?(0)  das  Punktsystem  ^,  •••,  ^  als  System 
dor  oo^L^iinkto  l>ositr/o,  und  boachte,  daft  fur  die  Bildung  eines  Systems  der  charakte- 
riHtiHchon  Punkto  cinor  Funktion  A(™\8)  Jl  —  p=*n  +  ([+j)  —  2  +  hn  Punkte  beliebig  ge- 
wilhli  wonlon  koinion  und  daB  daher,  wenn  man  unter  h  die  klemste  der  Bedingung: 


gonflg<mdo  Xlahl  U.UH  dor  Koiho  —  1,  0,  I,  2,  -  versteht,  zu  dieser  Zahl  h  Funktionen  Afify 
oxiHiioixtn,  boi  donon  dan  Hystotn  iyt,  •  ,  ?/m  in  dem  System  der  charaktenstischen  Punkte 
<niihaltxni  int.  Bildot  man  nun  das  Produkt  FfyA^fy  <^us  der  darzustellenden 
Kunldiion  W(a)  und  irgond  oinor  diosor  Funktionen  A$(ti)9  so  ist  dasselbe  eine  7^-Funktion, 
wolciho  fftr  A>  -  1  dan  dou  Punkt  cc()  (Q  1,9,  •  r)  (^  —  l)-mal  und  den  Punkt  ooy  (/=!,»,  ,<?) 
//  f^-tnal  onthaltondo  PimktsyHtom  ocj,,  ,  an  -  *  •,  cc/?  •••,«,,  oo1?  »  ,  cx)1?  ,  oo^  •  ,  oo^ 
odor  onion  Toil  donnolbon  als  System  dor  oo1  -Punkte  besitzt,  filr  A==  —  1  dagegen  das 
d<m  Pmikt  ^  ^*-i,a,--,o  (^--l)-mal  onthaltonde  Punktsystem  ^,  -••,  «1?  ••••,  ccr,  ,  «r 
odor  onion  Toil  doHwdbon  als  HyHtom  der  oo*-Punkte  und  das  den  Punkt  oox  c**i,9f.  ,«) 
vnuil  onthaltendo  PnTiktHystcm  ou^  *  -  •,  cx»J?  -  -  -,  oo2?  *  •  -,  ooff  als  Bestandteil  des  Systems 
dor  OM'unktiO  bonit//A  l)an  in  Redo  Btohende  Produkt  F(si)AP(*)  ist  daher  im  emen 
wi<^  im  undonm  Kailo  omo,  rait  7^(0)  zu  bezeichnende,  Funktion  l<f}(0),  oder,  was 
auf  dannolbo  hinauHkoinmt,  OH  bonteht  die  Gleichung: 


Dainit  iwt  alwr  der  Howfiis  i'ftr  <Uo  aufgwrtollte  Behaaptung  erbrachi. 
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10. 

Man  bezeichne  zur  Abkurzung  die  n  Grofien: 


*  p,r 

<x-l     0 


~^ — >  dz      >        dz      >         '         dz       ' 

x  =  l,2,      ,3,  x  =  l,2,      ,<z, 

in  der  vorliegenden  Reihenfolge  mit  F19  F2,  •-,  JP1,.  Jede  zur  Charaktenstik  Q  ge- 
honge  ^-Funktion  lafit  sich  dann  als  homogene  lineare  Funktion  dieser  n  Grofien  mit 
rationalen  Funktionen  von  a  als  Koeffizienten  darstellen  und  zwar  nur  auf  eine  Weise. 
Die  Eichtigkeit  dieser  Behauptung  erkennt  man  folgendermafien 

Die  darzustellende  Funktion  JF=  F(a)  moge  das  Punktsystem  17,,  •  -,  rjm  als  System 
der  oc^-Punkte  besitzen,  und  die  Bezeichnung  sei  so  gewahlt,  dafi  %,  %,•••,  ijft  c«5/«) 
die  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  des  Punktsystems  ^,  ••-,  J]in  sind.  Bildet  man  als- 
dann  das  Produkt  gF  aus  der  Funktion  F  und  der  ganzen  rationalen  Funktion 
gssafa-.7l^fa  —  7^) ..  (0— ty,)  von  jgf,  so  ist  dasselbe,  wenn  man  noch  im  dem  Falle,  wo 
keiner  der  Punkte  77^  •  ,  ^m  im  Endlichen  gelegen  ist,  unter  g  die  Bins  versteht,  eine 
zur  Charaktenstik  (fy  gehonge  .F-Funktion,  welche  fur  keinen  im  Endlichen  gelegenen 
Punkt  der  Flache  T'  unendlich  wird,  also  eine  Funktion  Fjpfy  von  spezieller  Art. 
Das  Produkt  gF  lafit  sich  daher  auf  Grand  der  Gleichung  (II.)  des  Art.  9  darstellen 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 


wobei  Z1?  •  -,  19  Konstanten,  gl9  -     ,  gn  ganze  rationale  Funktionen  von  &  bezeichnen. 

Man  beachte  jetzt,  dafi  die  Funktion  *-j~<c-i»».  >d  erne  Funktion  Ff}(0)  ist,  l>ei 
der  das  Punktsystem  <x>1?  ,  ooq  als  Bestandteil  des  Systems  der  Ox-Punkte  auffcntt, 
und  dafi  sich  infolgedessen  diese  Funktion,  der  Formel  (I )  des  Art.  9  gemJifi,  durch  emc 
Gleichung  von  der  Form: 


darstellen  laBt,  bei  der  die  c(«\  d®  Konstanten  bezeichnen,  und  bei  dor  anch,  wogon 
J^i  ^ +  J^!  oa  0^  die  Konstante  cjf  der  Null  gleichgesetzt  wordcn  darf. 

Die  oben  fttr  gF  gewonnene  Gleichung  fasse  man  nun  mit  den  p  aus  dor 
letzten  G-leichung  fflr  (>  « 1,  2,  ,  p  hervorgehenden  Qloichungon  r/u  clom  Sysi-enio  von 
$  + 1  Gleichungen: 
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r=l 


o, 


=o 


zusammen.   Da  diese  Gleichungen  in  bezug  auf  diep  +  1  Gr6fien  ^-,  •  •,  •^£,  1  homogen 

linear  sind,  so  muB  die  Detenmnante  des  Systems  verschwinden.    Es  besteht  also  die 
Gloiclmng: 


r  =  l 

v  —  n 

v  =  l 


J1  4rt  J*; 


tmd  damii  auch,  wonn  man  noch.  die  aus  der  Deterinmante  nach  Wegnahme  der  ersten 

Ilori/jOitiialroiho  mid  dor  lotzton  Vortikalreihe  ubrig  bleibende  Determinante  jpton  Grades, 

i(i  oino  giin/d  rationale  Fnnktion  (Ua-  Veriinderlichen  ^  vom  jjten  Grade  ist,  mit  </  be- 


odor,  wan  diiHHolbo,  iiachdcmi  man  nocli  />ur  Abkttrzuug 


hat,  dio  Ulcichung: 


240  Sechster  Abscbnitt 

welcke  die  Funktion  F=  F(z)  als  kornogene  Imeare  Funktion  der  n  Qrofien  F19  F^,  ,  Fn 
mit  rationalen  Funktionen  ^,  rs,  ,  rn  von  g  als  Koeffizienten  darstellt. 

Die  so  ftur  die  Funktion  F  erhaltene  Darstellung  1st  zugleick  die  emzige  dieser 
Art.  Gabe  es  namlich  fur  die  Funktion  F  noch  eine  zweite  derartige,  etwa  durck  die 
Gleickung  F^r{F^  +  r^F9+  •  +rnF9  reprasentierte  Darstellung,  so  wurde  durch  Sub- 
traktion  dieser  Gleichung  von  der  zuerst  erkaltenen,  wenn  man  nock  das  System  jler  dann 
auffcretenden  rationalen  Funktionen  n-rj,  r8-*i,  ••  ,  rn-r'n  in  em  System  §-,§-,  •  ,  §s 
von  Quotienten  ganzer  Funktionen  mit  gemeinsckaftlickem  Nenner  uberfukrt,  die 
Gleicbung  0  =  ^1J71  +  ^2JT2+-  +g.F*  entstehen,  bei  der,  da  die  rationalen  Funktionen 
*i  — *i>*s—  r*>  irn—r'n  der  Voraussetzung  gemaB  nickt  samtlick  mit  der  Null  zu- 
sammenfallen,  wenigstens  eine  der  ganzen  Funktionen  g  nicht  mit  der  Null  identisck 
ware  Das  aber  ist  nack  dem  in  Art.  9  auf  Seite  237  Bewiesenen  mckt  moglich  Es 
lafit  sick  also  m  der  Tat,  wie  zu  Anfang  dieses  Artikels  bekauptet  wurde,  erne  zur 
Ckarakteristik  (£)  gekorige  F- Funktion  immer  und  nur  auf  eine  Weise  als  komogene 
hneare  Funktion  der  n  GrfcBen  jP1?  JF1,,  -  -,  Fn  mit  rationalen  Funktionen  von  *  als 
Koeffizienten  darstellen. 

Man  versteke  jetzt  unter  z  irgend  einen  im  Endlicken  gelegenen  Punkt  der 
Z-Ebene?  uber  dem  kein  Wmdungspunkt  der  Flacke  T  sick  befindet,  bezeickne  die  n 
ikm  entspreckenden  Punkte  der  Flacke  T'  in  irgend  einer  Eeikenfolge  mit  *!,**,••  ,  *„, 
die  zugekongen  Werte  der  Grofie  Fv  (»-i,«,  ,»)  mit  F.fa),  F9(*J,  •  ,  FV(0J  beziekungs- 
weise,  bilde  die  Determmante: 


und  stelle  sick  die  Frage,  ob  diese  Determinate  vielleicbt  fur  jeden  der  gestellton 
Bedmgung  genugenden  Wert  von  0  mit  der  Null  zusammenfallen  kann  Zur  lioaut- 
wortung  dieser  Frage  nekme  man  an,  da6  die  Determmante  fur  einen  solchen  Wc^rt 
s  von  »  versckwmde,  also  |^rr(^)|=-0  sei.  Dann  lafit  sick  ein  von  (),(), -••,()  vor- 
sckiedenes  Konstantensystem  \9  /62,  ,  kn  von  der  Art  bestunmen,  daB  die  Funktioii 
&Jii  +  ftaJ?T8+-  +knFH  fur  jeden  der  n  Punkte  ^,  ^,  ,  ^  don  Wert  Null  lx»sit/,t. 
Infolgedessen  wird  der  mit  dieser  Funktion  als  Zakler  und  dor  Funktion  &  -  sf  ills 
Nenner  gebildete  Quotient  ftlr  keinen  dor  «  Punkte  0{,4>'"*i#n  unondlich,  l)0«itat 
also  aussckliefilick  das  den  Punkt  a^  (?-i,2,  ,o  (^(,  —  l)-mal  onthaltendo  IJanktsyHt<itn 
a1?  ••-,«!,  •  ,  a;,  ••  ,  a,  oder  nur  oinon  Toil  desseiben  als  Systom  dor 
Da  dieser  Quotient  zudcm  aber  auck  das  den  Punkt  <x>x  (x-i^,  ,7)  ^-nml 
Punktsystem  no,,  ,  no,,  •  •  ,  nory,  •  .,  notf  als  BoNtamltoil  (hss  Hystonin  der  O'-Punklo 
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besitzt,  so  ist  er  eine  Funktion  -FilfV),  und  man  erhalt  daher,  wenn  man  den  in  Art.  9 
fur  die  allgememste  Funktion  F!?l(0)  gewonnenen  Ausdruck  herubernimmt,  zunachst 
die  Gleichung: 

*~~*  e  =  2       ?     dZ          v  =  l   l" 

bei  der  die  c  von  z  freie  GroBen  bezeichnen.     Multipliziert  man  nun  linke  und  rechte 

Seite  dieser  Gleichung  mit  2  —  z,  ersetzt  die p—l  dann  auftretenden  GroBen  #-j^-,  c=2,3,  ,P? 
auf  Grund  der  vorher  gewonnenen  Gleichung: 

v=ni 
~    ""  *  "*  (C  =  l»2,       ,P) 


durch  die  ilmen  entsprechonden  Ausdrftcke  und  ordnet  nach  den  GroBen 

ATj,  /v;,    -  ,  AT,,?    so   erhlilt  man  weiter  die  fur  jeden  Punkt  g   der  Flache  T  geltende 
(Hoi  cluing: 


UoHteht  abc^r  diese  Gloichung  fxlr  jeden  Punkt  0  der  Flache  I7',  so  mussen  nach  dem  in 
Art.  f)  auf  Seite  237  Bowiesenen  die  Koeffizienten  der  GroBen  ^,^>  -,  ^  ,  Jf\9  F*,  -  ,  Fn 
silmtlich  mil  dor  Null  idcntisch  som,  oder,  was  dasselbe,  ea  muB 


2.)    ^o-'O,   >-!,»,'    ,v,  3.)    ^Orrf?^  —  *„—  0, 


,», 


Boachtot  man  nun,  daQ  die  Konsbinten  A\,  Aj,  •••,  AM,  der  zu  Anfang  gemachten 
FoHtsotxung  gcxnilfi,  nicht  Hftmllich  mit  der  Null  zusammenfallen  ,  so  erkennt  man  aus 
don  (Hoiohungon  3.),  daB  auch  die  UrOfien  c^  c^,--  ,  c^p  nicht  samtlich  mit  der  Null 
'/UHammonfalkm  kOimtm,  and  weiter  aus  den  jy  —  I  unter  1.)  stehenden,  in  bezug  auf  die 
(irAfiou  Gfa  c***  "  *>  (''*P  honiogenon  liuoaren  Gloichungen,  daB  die  Determinante  dieser 
(lloichungen  don  Wort  Null  haben  mu8.  Damit  1st  aber  bewiesen,  daB  die  Deter- 
minants 1/^(01  far  oinon  der  geslellton  Bedingung  gentlgenden  Wert  #  —  d  nur  dann 
vmehwimlon  kann,  wonn  die  Detonninanto: 


t'-K,  II  81 
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fur  0  =  d  verschwindet  Die  aufgeworfene  Frage  1st  also  in  vernemendem  Sinne  zu 
beantworten.  Die  Determinante  \FV(0^\  kann  nur  fur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkt- 
systemen  819  ,  zn  der  Flache  T'  den  Wert  Null  besitzen. 

Ein  System  von  n  zur  Charakteristik  (^)  geh&rigen  jF-Funktionen  soil  ein  Basis- 
system  genarmt  werden,  wenn  sich  jede  zur  Charakteristik  Q  gehorige  J7-  Funktion 
als  homogene  lineare  Funktion  der  n  Funktionen  des  Systems  mit  rationalen  Funktionen 
von  &  als  Koeffizienten  darstellen  laBt  Nach  dem  zu  Anfang  dieses  Artikels  Bewiesenen 
ist  FI,  ••,  Fn  ein  solches  System.  Wie  man  alle  uberhaupt  existierenden  Basissysteme 
erhalten  kann,  zeigt  die  folgende  Untersuchung 

Man  verstehe  unter  jPi',  •  -  •,  F«  ein  System  von  irgend  n  zur  Charakteristik 
gehorigen  .F-Funktionen  und  denke  sich  die  n  Q-leichungen: 


gebildet,  welche  diese  Funktionen  als  homogene  lineare  Funktionen  der  n  Grofien 
FI,  —,  Fn  mit  rationalen  Funktionen  rva,  v,a=i,»,  ,«,  von  &  als  Koeffizienten  darstellen. 
Verschwindet  dann  die  Determinante  \rvo\  des  Systems  dieser  Gleichungen  nicht  identisch, 
so  ist  FI,  •  •  ,  F*  em  Basissystem,  da  die  Auflosung  des  Gleichungensystems  fdr  jede 
der  Funktionen  F19  •  •  -?  Fn  und  damit  zugleich  auch  fur  jede  beliebige  zur  Oharakte- 
nsfak  (^)  gehorige  Funktion  F^F(0)  —  msoferne  eine  F-  Funktion  mit  den  GroBen 
F19  ••-,Fn  immer  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  F=r±F±+  •  -  •  +  rnFn  mit  ratio- 
nalen Funktionen  r  von  0  als  Koeffizienten  verkmipft  ist  —  eine  homogene  lineare 
Funktion  der  GrOBen  F^  •  •  ,  F'n  mit  rationalen  Funktionen  von  n  als  Koeffizienten 
liefert.  Ist  umgekehrt  das  System  F^,  •  -,  F*  ein  Basissystem,  besteht  also  em  Qlei- 
chungensystem  von  der  Form: 


,., 


mit  rationalen  Funktionen  ryv,  x,v=i,2,  ,*,  von  z  als  Koeffizienten,  und  tragt  man  als- 
dann  in  dieses  System  an  Stelle  der  QroJBen  F'v  die  ihnen  auf  Grund  der  Gleichungen  (1.) 
entsprechenden  Ausdrttcke  ein,  so  mtssen  in  dem  dadurch  entstehenden  Systomo: 


die  in  runde  Klammem  eingeschlossenen  rationalen  Funktionen  von  0  nach  Mher  B(^ 
wiesenem  sdmtlich  mit  der  Null  identisch  sein,  und  os  kann  daher,  wegen  dor  hieraua 
sich  ergebenden  Beziehung  |rxv||^tf|  — 1  zwischen  don  Determinantou  |^v|7  \rvg\,  die 
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Determinante  \rva\  nicht  identisch  verschwmden.  Man  erkennt  so,  daB  das  System 
F±y  ,  F'n  dann,  aber  auch  nur  dann  em  Basissystem  ist,  wenn  die  ihm  entsprechende 
Determinante  |r1tf|  nicht  identisch  verschwindet,  und  daB  man  alle  uberhaupt  existieren- 
den  Basissysteme  F^,  •  •  ,  F*  erhalt,  wenn  man  in  dem  Gleichungensysteme  (1 )  an  Stelle 
des  Systems  der  n2  Koeffizienten  rva,  »,*=!,  a,  ,ny  em  jedes  System  von  n2  rationalen 
Funktionen  treten  laBt,  fur  welches  die  Determinante  |rrff|  nicht  identisch  verschwindet 
Zwischen  den  Funktionen  Fi,  •  ,  F*  besteht  nur  dann  eine  Eelation  von  der 
Foim  g'iFi  +  -  •  +  #» .?» «*  0  mit  ganzen  rationalen  nicht  samthch  mit  der  Null  iden- 

tischen  Funktionen  von  ft  als  Koeffizienten,  wenn  die  aus  der  Gleichung  Jjj1  ^JFJ  — 0 
(lurch  Elimination  der  GroBen  F^  ,  V^  vermittels  der  Gleichungen  (1.)  hervorgehende 
Gleichung  J§'  (^f/^v(j]F0^0  oder,  was  nach  fruher  Bewiesenem  auf  dasselbe  hinaus- 

t  =  n 

kommt,  das  GLnchungensystom  ^gvrvff^09  0=1,2,    ,n,  sich  durch  ganze  rationale  nicht 

I'wl 

flilmthoh  mit  (lor  Null  identische  Funktionen  g\,  •  ,  gn  befriedigen  laBt  Dieses  aber 
int  nur  dann  dor  Fail,  wonn  die  Determinante  \rvo\  identisch  verschwindet,  oder,  was 
<laf*B(5lbe,  wonn  I^9  •  -  •,  7^  kein  Basissystem  ist  Daraus  folgt  msbesondere,  daB  die 
Darsiolhmg  oitior  boliobigen  zur  Oharakteristik  ^  geh6ngen  Funktion  jP=-JP(^)  durch  die 

n  Kunktionen  /''/,  •  •  -,  F^  omos  Basissy stems  in  der  Form  F^r[F^-\ \-r*F'n,  bei  der 

(Ho  rf  rationale  Funktiouon  von  »  bozeichnen,  nur  auf  eine  Weise  mtfghch  ist. 

Mit  Hilfo  dor  Gloichungon  (1,)  soil  jetzt  noch  ein  dnttes  Kriterium  zur  Ent- 
Hchoi<lung  dor  Frago  abgoloitet  wenlen,  ob  die  n  Funktionen  F^,  •  -  -,  F^  em  Basissystem 
bildon  odor  tridit  %u  dem  En  do  bezeichne  man  mit  ^,  ••  ,  $n  die  irgend  einem  Werte 
von  &  ontsprochondon  n  ttberernander  liogenden  Punkte  der  FlAche  T,  mit  Fa(#^,  F^(^} 
o< '-1.1,..., *)  dio  Wcrto  der  Fuuktionen  Fa,  F?  fflr  den  Punkt  ^  und  setze  zur  Abkftrzung 


Boaohtot  man  dann,  dafi  Kwisohon  den  auf  irgend  einen  Wert  von  t  bezogenen  Deter- 
minimton  |/yX^)l>  \^M  ^^  der  Determinante  |r,,|  des  Gleichungensystems  (1.),  wegen 

2*l7*J '--  y  r*«  F«(#u},  <lie 


und  daB  nach  frtther  Bewiesenem  die  Determinante  1^(^)1  nur  ^  eine  end" 
Uoho  Anasahl  von  PunktwyHtemflu  0t,  ••-,*,  der  Floche  I"  den  Wert  Null  besitzen  kann,  so 


81* 
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erkennt  man,  daB  die  Determmante  |^(^)|  dann,  aber  auch  nur  dann  nicht  fur  jedes 
Punktsystem  s±1  •  ,  0A  der  Flache  Tr  den  Wert  Null  besitzt,  wenn  die  Detenninante  \rva\ 
nicht  identisch  verschwindet,  oder,  was  dasselbe,  wenn  F^,  ,  F^  em  Basissystem  1st. 

Die  in  diesem  Artikel  erhaltenen  Resultate  kann  man  jetzt  schlieBlich  dahm 
zusammenfassen,  dafi  die  vier  Aussagen: 

1.)  Die  Fwiktionen  F[,      ,  F^  Ulden  tin  Basissystem, 

2.)  DieDeterminante  \rva\  des  d^e  Furiktionen  F[,     ,  F^  durcJi  d^e  Funktionen,  F^     ,  F9 

ff  =  W 

darstellenden  Gleichungensystems  F'v=  ^-rvoFa,  »*i,a,    ,»,  verschwindet  inclit  ^dent^sc'h; 

0=1 

3.)  ^schen  den  Funkhonen  F±,  ,  F^  lestelit  kerne  Relation  ww  der  Form 
g(F^-{  -----  \-g'nF^=Q  mit  ganzen  rationalen,  nicht  samtkch  imt  der  Null  ^dent^schen  Funlt- 
tionen  g  von  2  als  Koeffaienten; 

4.)  ^e  Determinate  \F,'(#^\  besitzt  mcht  fur  jedes  Punktsystem  #i9  •  ,  $n  der 
Flache  T'  den  Wert  Null, 

gleichwertig  sind,  insoferne  aus  irgend  emer  von  ihnen  als  Voraussetzung  jede  der 
drei  anderen  abgeleitet  werden  kann. 


Siebenter  AbscUtt. 

Erzeugung  der  Riemann'schen  Thetafunktion, 


1. 

Ks  noil  zunichst  die  Frage  beantwortet  werden,  ob  die  mit  Hilfe  ernes  behebig 
angonommenen  GroBensy  stems  Wi|wa|  \w»  gebildete,  auf  die  Plache  T  bezogene 
Kongruonz: 

Itz.  1  fis=l  ^  =  1 

Irtsbar  ist  odor,  mit  anderen  Worten,  ob  oin  diese  Kongruenz  befnedigendes  Punktsystem 
^xt  «i»7 '  "?  %  oxistiort. 

r/ju  (iom  Kndo  bringe  man,  nachdem  man  im  Innern  der  Flache  T  irgend  p  Punkte 
7/i»'%7*  '»^  g(Wiihlt  hat,  das  GroBonsystem  Wi|wa|  \iv^  in  die  durch  die  Gleichung, 

f(^+^)%,  +  (*i  +  ^>/|'  -| £4 


Ixmtimtnto  OoHtjilt,  boi  der  die  a,  6  den  Bedmgungen  -l<av<0,  0<bv<l,  i»*i,s,  ,*, 
gonftgoudo  roollo  GrOfien,  di(^  j/,  fe'  ganaso  Zahlen  bezeichnen.  Das  ist  nach  FrUherem 
(vgl.  S.  HO)  immer  und  nur  auf  cine  Weise  moglich.  Pilhrt  man  alsdann  die  so  fiir 
die  w  gowomumen  Ausdrflclce  in  die  Kongruenz  (0.)  ein,  so  lafit  sich  dieselbe  unter 
Bonutssuug  dor  wchon  auf  Seite  211  angowandten  Bezeichnungsweise  durch  die  Kongruenz: 


.lotsst  Hind  zwei  Falle  zu  unterscheiden.  Entweder  fallen  die  %p  Ur66en 
«„  6»,  »*i,»,-,j>,  samtlich  mit  der  Null  zusammen,  dann  beeitzt  die  Kongruenz  ((T.) 
wonigsteuB  die  ein«  LOsung  (BJ,  •  •  -,  «,)  -  (%,  •  •  •,  %};  oder  es  fallen  die  Gr&Ben  a,  I 
nicht  sftmtlich  mit  dor  Null  siuwammen,  darm  ist  Mr  A,  -  f  •»'*',  ^T  -  e"'1""  der  Rang 
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$ft     far  .  ,tjp}^p-l  und  es  besitzt  die  Kongruenz  (C'.)  nach  dem  auf  Seite  224  auf- 

gestellten  Satze  wenigstens  eine  Losung  fa,  -  •,  ep)  Damit  ist  aber  bewiesen,  daB  die 
Kongruenz  (C.),  wie  auch  das  G-roBensystem  w^\w%\  •\wp  beschaffen  sein  mag,  immer 
wenigstens  eine  Losung  fa,  •  ,ep)  besitzt. 

Zwei  Losungen  der  Kongruenz  (C),  die  sich  nur  durch  die  Reihenfolge  ihrer 
Punkte  unterscheiden,  sollen  als  identisch  angesehen  werden.  Liegt  von  den  Punkten 
«lf-  ,BP  emer  L&sung  der  Kongruenz  (C.)  irgend  emer  an  einem  Schnitte  av,  lv  oder 
cv  (*=i,*,  ,*)  und  ersetzt  man  alsdann  diesen  Punkt  durch  den  ihm  entsprechenden,  der 
anderen  Seite  des  betreffenden  Schmttes  angehorigen,  Punkt,  so  entsteht  wiederum 
eine  Losung  der  KoDgruenz  (C.);  auch  diese  soil  als  identisch  mit  der  ursprUnglichen 
angesehen  werden. 

Eine  Losung  fa,  ,  sp}  der  Kongruenz  (C)  ist  nun,  wie  nach  den  soeben  ge- 
machten  Festsetzungen  aus  dern  in  Art.  7  des  funften  Abschnittes  erhaltenen  Eesultate 
folgt,  zugleich  die  emzige,  wenn  3ftm  fa,  •  •,  «,)  *=p  ist.  In  dem  Falle  31m  fa,  •  •?  fy)  <P 

dagegen  besitzt  die  Kongruenz  (C.),  wie  ebenfalls  aus  dem  in  Art.  7  des  fftnften  Abschnittes 
erhaltenen  Eesultate  folgt,  unbegrenzt  viele  Ldsungen,  und  diese  werden  durch  die  mit 
*i»  •  9  BP  aquivalenten  Punktsysteme  a1?  ,  sp  geliefert. 

Die  auf  der  linken  Seite  der  Kongruenz  (C.)  stehenden  Funktionswerte  uf,  //,<?= 1,2,  tp, 
lassen  sich  durch  Integrate  darstellen,  indem  man  unter  Benutzung  von  irgend  p  im 
Innern  der  Flache  T  gewahlten  Punkten  xl7K2>  '?  *f 


setzt.  Dabei  soil  der  dem  Integralzeichen  beigefftgte  Strich  andeuten,  da6  der  von  *,, 
bis  eft  sich  erstreckende  Integrationsweg  die  Begrenzung  von  T  nicht  schneiden  darf; 
hierdurch  ist  dann  zugleich  die  TJnabhangigkeit  des  Integralwertes  vom  Integrationsweg 
gesichert.  Fahrt  man  nun  diese  Integrale  in  die  Kongruenz  (0.)  ein?  so  nimmt  dieselbe 
die  Form: 


\ 

= 

/ 


an. 

Unter  der  Voraussetzung,  daB  fa,  <-,ep)  eine  Losung  der  Kongruenz  (0.)  ist, 
oder,  was  dasselbe,  daB  das  Punktsystem  *i,--,*f  die  Koagruenz  (CT.)  befriedigt,  soil 
jetzt  bewiesen  werden,  daB  man  die  von  den  Punkten  #,,••-,  ^  bis  zu  don  Punkten 
*»  •;  **  beziehungsweise  sich  erstreckenden,  in  der  Flache  T  verlaufenden  Integrations- 
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wege  durch  andere,  die  Begrenzung  von  T'  schneidende,  von  der  Art  ersetzen  kann, 
daB  die  Gleichung: 


+^  /*.) 

^=1  J  J 


(«) 

erfiillt  wird.  Zu  dem  Ende  m&ge  zunachst  das  Folgende  festgesetzt  werden.  Geht  man 
auf  irgend  einem  Wege  vom  Punkte  ^  zum  Punkte  e^  und  uberschreitet  man  dabei 
irgend  emeu  der  Schnitte  a,  I  m-mal  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  und  m'-mal 
von  der  positiven  auf  die  negative  Seite,  so  soil  die  Differenz  m-m'  die  dem  Wege 
in  bczug  auf  den  betreffenden  Schnitt  zukommende  charakteristische  Zahl  genannt 
werden.  Nun  beachte  man,  daB  das  Gr6Bensystem  w±\  >\tup  sich  auf  Grand  der  Kon- 
gruenz (C".)  immer  uud  nur  auf  eine  Weise  durch  eine  Gleichung  von  der  Form- 


|fV 


n^p       sP 

+2     dup- 

u  =  \J\ 

Xfi, 


bei  dor  die  //,  h  ganze  Zahlon  bezeichnen,  darstellen  Isifit  Man  erkennt  clann,  daB  die 
Gloichung  (G.)  imtner  dadurch,  aber  auch  nur  dadurch,  befriedigt  werden  kann,  dafi  man 
$ils  Integrations  wege  solchc  p,  von  den  Punkten  3C1?  -,  x^  bis  zu  den  Punkten  $1?  •  -  ,sp 
bOKiohungBwoiHe  flicli  orstreckende,  Wege  wahlt,  deren  charakteristische  Zahlen  allgemein 
in  bozug  auf  don  Schnitt  a,  die  Zahl  hv,  in  bezug  auf  den  Schnitt  lv  die  Zahl  (jv  als 
Hummo  bowitzen. 

JSTach  dim  soobon  Bewiesenen  ist  eine  LOsung  fa,**  ,  ep)  der  Kongruenz  (C".) 
imimff  auch  eino  L<>sung  dor  Gleiehung  (Q.).  Da  aber  auch  umgekehrt  jede  Losung  der 
Glolcliuug  (G.)  dio  Kongruenz  (0")  befriedigt,  so  sind  die  Losungen  der  Gleichung  (0) 
identisch  mit  den  LOsungen  der  Kongruenz  (C".),  Verbindet  man  dieses  Eesultat  mit 
dom  vorher  fttr  die  Jj6sungen  der  Kongruenz  (C".)  oder  (0.)  erhaltenen,  so  ergibt  sich 
schliefilich  als  Eosultat  dor  Untersuchungen  dieses  Artikels  der  folgende  Satz: 
Qleichung; 


Cl—p 
5 
ml 


imttcr  wmfyntww  eiw  iMmgfa,*  -,^).    Mew  LOsung  ist  zitgkich  die  eMtiye,  wenn 
'">  *p)BJjP  *$!  dMytyM  cmtierm  unbegrentt  viek  Tdsmgen  der  Gleichmg  (G.),  wenn 

,  <und  dim  wmleu  durch  die  wit  e^^^e^  dgmvoknten 
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2. 

Man  betrachte  jetzt  in  der  Gleichung  (G.)  des  vorhergehenden  Artikels,  der  man 
auch  die  Form: 


jtssj.  /*  = 

geben  kann,  die  GroBen  w1?  w39  •  •  •,  %  als  unabhangige  komplexe  Veranderhche  und  ordne 
zur  Erzielung  einer  kurzeren  Ausdrucksweise  dem  Wertsysteme  Wi=*tv^ +  w^i,  -, 
w^  =  wW  4-  wft  denjenigen  Punkt  (id)  eines  2jp-dimensionalen  Eaumes  W,  der  die  2p  reellen 
GroBen  trip,  wf\  -;  iv§\  wf  zu  Koordmaten  hat,  als  Korrespondenten  zu  Der  Gesamt- 
heit  der  Wertsysteme  wly  -  •  •,  w9  entspricht  dann  die  Gesamtheit  der  Punkte  (w)  des 
Eaumes  W.  In  diesem  Eaume  W  fasse  man  nun  diejenigen,  mit  (w)  zu  bezeichnenden, 
Punkte  ins  Auge,  denen  mehr  als  eine  Losung  (el9-  ,  a,)  der  Gleichung  (G.)  entspricht. 
Die  Gesamtheit  dieser  Punkte  (w)  Avird  durch  die  Gleichung  (G)  gehefert,  wenn  man 
darin  unter  Beschrankung  der  Integrations  wege  auf  die  Flache  T'  an  Stelle  von  si9  -  -  -,  ep  ein 

jedes  der  Bedmgung  91, ^  (s1?  •  •  -,  6P)  <p  genugende  Punktsystem  treten  lafit  und  zu  jedem 

hi 
so  erhaltenen  Systeme  (w)  noch  jedes  System  zusammengehonger  Periodizititsmoduln 

hinzufugt.  Da  die  samtlichen  Punktsysteme  e±9  ,  sp  der  charakterisierten  Art  aber 
auch  aus  der  Kongruenz  (vgl.  Seite  171  u.  Seite  132): 


—  2 


erhalten  werden,  wenn  man  darin  an  Stelle  von  «p+1,  ,  fi^-a  ein  j^des  jp  —  2  Punkte 
enthaltende  Punktsystem  treten  lafit,  so  bilden  die  definierten  Punkte  (w)  in  dem  2jp- 
dimensionalen  Eaume  W  eine  Mannigfaltigkeit  W  von  nur  2^-4  Dimensionen-  Von 
jedemj?unkte  (w)  der  nach  Ausscheidung  dieser  Mannigfaltigkeit  W  ubrigbleibenden,  mit 
W  —  W  zu  bezeichnenden,  2j9-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  kann  man  zu  jedem  andern 
Punkte  (w')  derselben  auf  eiuem  ganz  mnerhalb  W  —W  verlnufonden  Wege  gelangon; 
auch  kann  man  von  jedem  Punkte  (w)  der  Mannigfaltigkoit  W  zu  jedem  Punkte  (w)  dor 
Mannigfaltigkeit  W—W  auf  einem  Wege  gelangen,  der  von  dem  Anfangspunkt  (w)  ab- 
gesehen  nur  Punkte  von  W—W  enthAlt 

Nach  diesen  Festsetzungen  soil  jetzt  die  durch  die  Qloichung  (0.)  bostiuunlo  Ab- 
hangigkeit  der  GrOflen^,  -,  ^  von  den  Qrofien  fpu  •  •  -,  i^  ftr  den  Fall,  daB  der  Punkt  (w) 
dem  Bereiche  W—W  angehOrt,  naher  untersucht  werden.  Zur  Vereinfachung  dieser 
Untersuchung  denke  man  sich  die  in  der  Gleichung  (0.)  vorkommenden,  lusher  garw 
willktlrlichen  Punkte  xt,  -  -f  xp  im  [nnem  der  Flache  T  so  gewahlt,  doB 
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1st  und  daB  zudem  unter  diesen  Punkten  weder  zusammenfallende  noch  Punkte  a,  <x>  vor- 

kommen.    Fur  ein  solches  Punktsystem  1st  dann  immer  die  Determmante  J£±  jj  •  • 
von  Null  verschieden,  und  der  dem  GroBensysteme: 


entsprechonde  Punkt  (w(0))  gehort  dem  Bereiche  W—  W  an. 

Ein  zweiter  Punkt  (w'}  des  Bereiches  IF—  IF  werde  dadurch  gewonnen,  daB  man 
in  T  jp  der  Bedingung  9tM|(el,     -ycp}^p  gentigende,   voneinander  verschiedene  Punkte 

i',,  -    ,  4  wfthlt,  diese  mit  den  Punkten  x1?  •  •  ,  xf  beziehungsweise  durch  Kurven  k\,  •    ,  Jcf 
verbindet  und  unter  Benutzung  dieser  Kurven  als  Integrationswege 


=  1 
*l* 


Man  gronze  nun  in  der  FlSbche  T  allgemein  zum  Punkte  ^  das  ihm  entsprechende 
(ilobiot  (?/(  ab?  verstehe  untor  ^  irgend  emen  Punkt  von  Q^,  unter  Jfc^  eine  von  ^  uber 
cjf  iniob  c,,  fabrendo,  xwiHchen  ^  und  e^  mit  ^  sich  deckende,  zwischen  ^  und  ^  ganz 
in  <7W  vorlaufotide  Kurven  und  setze  unter  Benutzung  dieser  Kurven  &1?-  *9kf  als  Inte- 
gnitioiiHwogo 


Die  ;)  RO  dofiuiorton,  von  dem  Verlaxif  des  zwischen  ^  und  ^  liegenden  Teils  der 
Kurvo  kft  &  Ji>,  •  ,i»)  anabhftngigen  Orofien  w^  •••  t^  smd  dann  einwertige  und  stetige 
Fimktiomm  dor  jp  in  ihrer  Bowogung  auf  die  Oebiote  019  -  •  •,  0^  beschrankten  komplexen 
Vt^rftiulorlic/hon  ^,  -  •  •>  cp9  die  zudem  fflr  ^  —  ej,,  •  •  •,  ep  —  e^  die  Werte  w/,  *  -  -,  w'p  annehmen. 
Auf  (Iruucl  dor  aufgestellten,  die  GrOBen  w'  und  w  defimerenden  Gleichungen 
hiHHcm  Hioh  ningokohrfc  abor  auch  (be  Grdfien  s  als  Funktionen  der  Gr6Ben  w  darstellen. 
Zu  dcmi  Kudo  bildo  man  durch  Subtraktion  der  vorletzten  Gleichung  von  dor  letzten 
dio  none  (Uoichung: 


>  j- 

V  V 


bei  d(^r  dor  Striob  am  Integralzoichen  andeuten  soil,  daB  dem  Integrationsweg  von  ^ 
bin  $ft  die  Bodingung  auferlogt  iBt,  ganz  in  (?/e  zu  vorlaufen,  beachte,  daB  nach  Ari  3 
dow  fftnft^n  Abfldmittcw  fflr  joden  Punkt  e^  des  (Jebiotes  ^  ^-M,-  »i«  die  Entwicklungen: 
p'K,  a  8<^ 
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bestehen,  wobei  j^-e,,-^  oder  ^  =(£„-«)"  oder  endlich  ^=V  ist,  je  nachdem  ^ 
em  gewohnlicher  Punkt  der  Flache  T  oder  em  Punkt  a  mit  der  Ordnungszahl  y  - 1 
oder  endlich  em  Punkt  oo  mit  der  Ordnungszahl  i-l  ist,  und  ersetze  die  gewonnene 
Gleichung  nach  Emfahrung  dieser  Entwicklungen  durch  das  Gleichungensystem 


Da  3fl|i|(ei,     -,  e^)=^  ist  und  zudein  keine  zwei  der  Punkte  s(,  •••,  £^  sich  decken,  so 
hat  die  aus  den  Koeffizienten  von  ^,  ••,*,  gebildete  Determinante 


einen  von  Null  verschiedenen  Wert?  und  es  lassen  sich  daher  nach  bekanntem  Satze  die 
Gxofien  ^,  •  •,  »9  far  hinreichend  kleme  Werte  der  Moduln  der  Differenzen  Wi—w'19  -  •, 
wf—w'p  immer  und  nur  auf  eine  Weise  durch  Grleichungen  von  der  Form: 


Tij  =  0 


jl  =  0  «,  S!  0 


darstellen,  bei  denen  die  Koeffizienten  c  nur  von  den  Punkten  819  ••  ,4  abhitngou, 
speziell  die  jp  Koeffizienten  c^  0  ,  •  -,  c^  0  samtlich  den  Wert  Null  bositssen  und  di« 
Koeffizienten  der  linearen  Olieder  durch  die  p*  Gleichungen: 


bestimmt  sind,  wenn  mit  a^}  die  Adjunkte  des  Mementos  f'-gj-j    ^  der  Dotornnuante 

bezcichnet  wird     Der  Wert  dcs  aufgorttollten,   durch  »tf     1 

( 
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charaktensiorten,  Koeffizienten  c^°  1st  zugleich,  wie  aus  (®2.)  folgt,  der  Wert 


der  Derivierte  ^  fur  u\\   •   |'^=-?ri|       \wp 


Die  Darstellungen  (®2.)   gelten  fur  alle  Punkte  (iv)  des  durch  die  Bedmgungen: 
mod  [u\  —  «£]  <  M,       ,  mod  [wp  —w'p]<M 

bestimmten  Bcroiches,  wenn  nur  die  positive  Zahl  M  so  klein  gewahlt  1st,  daB  keines 
der  den  Punkten  (w)  des  Bereiches  entsprechenden  Punktsysteme  sly  •,  sp  die  Bedmgung 

9Rii|(*i»  •••>  O  ^P  verletzt   oder   zusammenfallcnde  Punkte   enthalt.     Man   erkennt  aus 

|t| 

diesen  Darstcll  ungen,  claB  jedem  mnerhalb  des  fur  sie  festgelegten  Bereiches  von  (wr) 
nacli  f/r)  ftihrondon  Wcgci  em  bestimmtes  System  von  p  in  der  Fla,che  T  von  e(,  ,  ef 
nach  «!,-••,  r;;  boxiohiaigsweise  fuhrenden  und  punktweise  emdeutig  emander  zugeord- 
nolcn  W(^<m  entspncht. 

Dio  vorstelionden  Betraclitungen  bleiben  in  Kraft,  wenn  man  als  Punkte  e(,  •  -  -,  sf 
mikt.0  x1?  •  -  -7  xp  wilhlt  und  zugleicb  fur  /u  =  1?  2,  ,  jp  die  von  ^  nach  ^  fuhrende 

Aj,  Hich  auf  don  Punkt  x^  roduziert  denkt,  sodafi  dann  an  Stelle  der  die  Grofien 

?^,  d<^limerenden  Gleicbung  die  Gleichung: 


/<   i  //  •-  1 

tntt. 

Kiir  din  noobon  b(»endoto  Untensuclmng  war  das  gewahlte  Punktsystom  e(,  •   •,  c/ 

nicht  nur  dor  Hcdingung  SMi,!  (/!,••  iZ^P  untorworfen,  sondern  auch  noch  der  weiteren, 

hi 
(hifi  ]<oiuo  y/woi  Hc^inor  Punkte  /Aisammenfallen.  Im  folgonden  soil  nun  diese  Untersuchung 

auf  don  Kail  auBgodelmt  word  on,  wo  das  im  Ilahmen  der  Bedingung  Sim^i,  ••  9^)^]? 

|i| 

gowJlhlto  PunktKyHtom  ^,  •••,  ep  Kusainiwonfallonde  Punkte  enthalt.  Man  wird  sich  dabei, 
dor  oinfaohoron  DarHtollitng  wogon,  auf  don  spoziellen  Fall  beschranken,  wo  das  Punkt- 
Hyntom  ^17  -  -  •,  ap  nur  oiuo  Gruppo  zusammcnfallondor  Punkte  enthult?  und  zudeni  diese 
(Jtruppo  (lurch  dio  Punkte  a\9  •  -•,  et  (i+i.t)  gobildet  wird. 

Dio  durclr/ufflthnmde  UntorHtichimg  dockt  sich  bis  zur  Gewinnung  dos  Gleichungen- 
HynternH  (C^.)  vollHlAiulig  mit  dor  frfthoron.  Die  ^Hleichung  des  so  erhaltenen  Systems  ((4)x.) 
kaini  man  al>or,  da  im  vorliogondcm  Fallo  dio  Punkte  «i,  •  •  ,  ^  mit  ei  identisch  sind  und 
fftr  <>  1,  2,  •  -,  p  und  jode  positive  gonsno  Zahl  n 


rf-^N      /rf*v?\  A/n<'\ 

ij, )    ^,  I  .n  i;  i  r>  I   *w  »  *  .  ««*  I ' . M » '» u  I 

3»F  /o     \  (<3»  /o  \  ««r /o 


32* 
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ist,  auch  in  die  Form: 


bringen.  Fiihrt  man  alsdann  an  Stelle  der  s  GroBen  819  #2>  "*>  **  s  neue  GroBen  ^,  fa,  ,  £, 
vermittels  der  Gleichungen: 

(T.)  *  +  •     +  *.-lUlf     *?  +     -  +  JJ-2'*,,         ,  *J  +       +  *;-*!*. 

ein,  so  erhalt  man,  wenn  man  noch  beachtet,  daB  dadurch  die  Summe  #?  +  +  1% 
(«=.+!,  i+»,  )  in  eine  ganze  rationale  Funktion  der  s  GroBen  tl9  •  -,  #,  ubergeht,  an  Stelle 
von  (©i.)  das  neue  System: 


9  =  1,2,       ,p, 

wobei  fur  »  =  2,  3,--     ^n)(<i,    -,  *f,  *,+i,  •    ,  ^P)  eine  homogene  ganze  rationale  Funktion 
nten  Grades  der  _p  Argumente  bezeichnet.    Da  $t\i\(e(,  •    ,  e(9  ^+1?     •>4)<aaljP  1S^  unc^  zu" 

dem    die  Punkte  4,  e)+1,  •    ,  a^    sflmtiich  voneinander   verschieden    smd,   so   hat  die 
aus  den  Koeffizienten  von  tl9  •    ,  <a,  *I+i,  •  •  ,  fy  gebildete  Determinante  ^±  (777    ' 

emen  von  Nul1  verschiedenen  Wert,  und  es  lassen  sich  dalier 


die  GroBen  #1?  -  •  ,  tt,  ttt+i,  •  •  *,  ^  fur  hinreicliend  kleine  Werte  der  Moduln  der  Differoimm 
Wi—  «?i,  ••-,  wf—wp  immer  und  nur  auf  eine  Weise  durch  Gleichungeu  von  der  Form: 


,  K  0 


*£  - «,  K 

=  0 
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darstellen,  bei  denen  die  Koeffizienten  c  nur  von  den  Punkten  e(9  -  •,  ep  abhangen,  speziell 
die  p  Koeffizienten  c£°  o>  •  •  •>  4*°  o  samtlich.  den  Wert  Null  besitzen  und  die  Koeffizienten 
der  linearen  Glieder  durch  die  $  G-leichungen : 


bostnnmt  sind,  wenn  mit  5£°  die  Adjunkte  des  der  ^ten  Honzontalreihe  und  der 
tikalroiho  geinemsamen  Elements  in  der  Determmante: 


Ver- 


*      \    /       \        /       \    /         \         /\ 
,"^/o  V^F/o        \3*r/o  U«,n/o        \"^T/o 


«*•! 


1  charakterisierten,  Koeffizienten 

Stlf 


bOHoiohnot  wird.    Dor  Wert  des  aufgeatelKeu,  durch  nQ 

c^  int  Kugloich,   wio  ant*  (tV)  folgt,  der   Wert  A^f)      ,  der  Derivierte  ^p  oder  der 

Wort  ( -p^ )         <lor  J)orivieri'0  ^  ftir  ?^  I  •  •   I  wa  «•  wi  I  •  •   I  wl,  ie  nachdem  u  der  Zahlen- 
v;n'/«-  ^  r)^  '      '    j         '      '    * 

roiho  1,  2,  *  -  %  #  odor  dor  Xahlonroiho  5  +  1,5  +  2,  --^jp  angehort.  Die  Darstellungen  (®,.) 
7-uHammou  mit  don  <lio  (IroBon  t  dofinierondon  Qleichungon  (T.)  lassen  erkennen,  dafi 
jcwlotn  imunhalb  clc^s  fttr  dios<?  Darfftollungon  in  Betracht  kommenden  Konvergenzge- 
biotcw  von  (V)  tiach  (?c)  fQhrondcm  Woge  om  bestimmtes  System  von  jp  in  der  FlSxche  T 
voti  ^T  •  •  -i  *I,  fi  ( t,  •  •  •,  6p  nach  «t,  •  •  •,  «„  e,  n,  •,  ^  beziohungsweise  fUhrenden  und  punkt- 
woiso  oind<nii/ig  oinander  zugoordnoton  Wogon  ontspricht 

Man  g(^b(^  jot/i  in  doiu  Beroicho  W-~W  von  dem  frtlhor  detinierten  Punkto  (w(0)) 
auf  irgond  oinom  Wegc^  5BJ  KU  oiuem  andern  Punkte  (^(t))  und  mache  zuniichst  die 
daB  fflr  koinon  /.wischon  (^(0))  und  (w;(1))  golegenen  Punkt  (w)  dieses 

SB  dan  ihm  anf  (Jrund  dor  Oleichung  (G.)  entsprechende  Punktsystem  c4,  •  •  •,  sp 
lo  Punkto  onthalt  Bewogt  sich  dann  dor  Punkt  (w)  auf  dem  Wege  SB  vom 
Anfangapunkt  (w®)  bin  mm  Kndpunkt  (^(1)),  so  durcblaufexi,  wie  aus  den  soeben  erhaltenen 
ItcwtlUten  folgt,  clio  korrenpondieronden  Punkte  ai,-"*^  gleichzeitig  ein  bestimmtes 
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System  @  vonjp,  von  ^,-  ,x^  beziehungsweise  ausgehenden  und  punktweise  emdeutig 
einander  zugeordneten,  Wegen,  deren  Endpunkte  dp,  •  ,  a®  die  zum  Punkte  (w(1))  gehonge 
Losung  der  Gleichung  (G.)  bilden.  Geht  man  auf  irgend  einem  andem,  die  fur  28  ge- 
stellten  Bedingungen  ebenfalls  erfullenden  Wege  von  (w(0))  nach  (ww),  so  werden  als 
Endpunkte  der  ihm  entsprechenden  Wege  der  Punkte  el9  ,  ep  wieder  die  Punkte  dp,  ,  dp, 
sei  es  m  der  fruheren  oder  unter  Umstanden  auch  in  einer  anderen  Reihenfolge,  auf- 
treten.  Geht  dagegen  der  mW-W  von  (w(0))  bis  (to®)  verlaufende  Weg  335  durch  emen 
oder  mehrere  Punkte  (w),  fur  die  das  entsprechende  Punktsystem  £1?  •  ,sp  zusammen- 
fallende  Punkte  enthalt,  so  kann  man  einem  solchen  Wege  SB  mehrere  Systeme  @  von  p, 
von  *!.  ,  *p  beziehungsweise  ausgehenden,  Wegen  zuordnen;  immer  aber  werden  die 
p  Wege  eines  jeden  dieser  Systeme  @  als  Endpunkte  die  Punkte  dp,  ,  sf  in  emei  ge- 
wissen  Reihenfolge  besitzen. 

Auf  Grund  der  Ergebmsse  dieses  Artikels  karm  jetzt  die  Frage  nach  der  durch 
die  Gleichung  (G)  bestnnmten  Abhangigkeit  der  GroBen^,  ,  sf  von  den  Q-roBen  wl9  ,  wp 
fur  den  Fall,  daB  der  Punkt  (w)  dem  Bereiche  W-W  angehoit,  durch  den  folgenden 
Satz  beantwortet  werden. 

,,Die  dwell  d^e  Gleichung^(&)  mit  den  Grofien  iv±9  ,wp  vetknupften  (h often 
elf  •  •  ,  «p  s^nd  ^m  Bereich  W —W  p-wertige  Funktionen  do  howpkxen  Ventndetliclum 
^ij-  -j^»  jcdoch  p-wertige  FunJctwnen  von  der  Art,  da/3  d^e  p,  dwell  I*un1\te  der  Flaclie  T 
teprasentierten,  Wette  dp9--id$\  ivelclie  diese  Funltionen  l>w  analytisclier  Fwtsetemg  auf 
einem  wmei1wM>  W-W  vom  Punkte  (^(0))  0wn  Punkte  (w(i})  fufaenden  Wege  nach  vwlm- 
gegangene)  WaJil  eines  do  mm  Pwikt  (iv(Q})  geliongen  Wertsysteme,  etiva  8L**xl9  ,^=-^? 
als  Aysgangssystm  annelimen,  lei  Zugrundclegung  eines  andoen,  diesdben  Bedwgunycn 
erfullenden  Weges  lioclistens  e^ne  Andet  ung  ilirer  Reflienfolge  crfalmn  (k 

Aus  diesem  Satze  soil  jetzt  zum  Schlusse  noch  erne  wichtige  Folgorung  gozogoi 
werden.  Es  sei  S(el9  ,  ep]  eine  in  der  ganzen  Flache  T'  emwertigc  und  stetige  Funk- 
tion  der  komplexen  Vertoderhchen  e1?  •  ,tp,  die  zudem  fur  jedo  Permutation  v^  ,vp 
der  Zahlen  1,2,  •  ,jp  der  Gleichung  8(s^  ,  afjj  -  S(si:  -  -  ,  ep)  gendgt,  tmd  OB  wcrclo 
im  AnschluB  an  die  Grleichung  (G.) 


I**  \     ' 

f  S3  I  /t  -  1     ^  /  ^  -  1 


+2'  It**,  -  ^  I  •  •  • 

/f  »  1     */  / 


gesetzt,  wobei  die  den  Integralzeichen  beigefilgton  Stnche  andouton  solleu,  daB  dio 
Integrationswege  die  Begrenrang  von  T'  mcht  schnoidon  darlon.  Die  z\i  den  so  dofi- 
merten  GrdBen  w  gehOrigen  Punkte  (w)  erfullen  oineu  bofii/iinmton,  init  {W}  zu  bo- 
zeichnenden?  Teil  des  zu  Anfang  definierten  2jp-diiuonBionalen  UuumoH  W,  und  out- 
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sprechend  erfullen  diejemgen  Punkte  (w)  des  Baumes  {W},  welche  durch  die  Glei- 
chung  (0-'.)  gehefert  werden,  wenn  man  darm  an  Stelle  von  s1}  •  ,  sp  em  jedes  der  Be- 
dmgung  sftm  («!,  •  ,  a,)  =p  genugende  Punktsystem  treten  lafit,  einen,  mit  {  W-  W}  zu 

bezejclmcnden,  Teil  des  ebenfalls  zu  Anfang  defimerten  Bereichs  W-W.  Bezieht  man 
nun  dje  Function  Sfa,  •  ,  ej  mit  Hilfe  der  Gtleichung  (G'.j  auf  den  Eaum  {  W}  und 
wendot  den  vorher  gewonnenen  Satz  an,  so  erkennt  man,  daB  £(e1?  ,  a,),  als  Funktion 
der  Verunderhchen  wt,  •,  wp  betrachtet,  eine  in  dem  ganzen  Bereiche  {  W—  W}  ein- 
wertigc  nnd  stetige  Funktion  JE^,  •  ,  wf)  der  komplexen  Veranderlichen  wlf  •  ,  wf 
ist,  deron  Wort  fur  einen  beliebigen  Punkt  (w]  des  Bereiches  {W-W}  durch  die  Qlei- 
chuiiR  K(x\,  -,  wp)  =  $(c{,  .-  ,  i;,)  geliefert  wird,  wenn  dabei  («t,  -  ,  ej  die  dem  Punkte  (w) 
cntHprecheudo  Losung  dor  (Ueichuug  (Q'.j  bezeichnet. 

O  ri 

di(i  Dorivierte  ^-  /AI  erhalten,  hat  man  die  folgenden  Uberlegungen  anzu- 

Man  vorstohe  nntor  (wf)  ivgoncl  einen  Punkt  des  Bereichs  {W  —  W},  unter 
(*\i-  iO  dio  ilun  oiitfiprochoiule  Losung  dei  Gleichung  (G')  nnd  beachte,  daB  die  Punk- 
tion  AS'fc,,---,^,)  sich  fiir  eine  gewiwse  Umgehung  der  Pnnkte  e(,  9afp  dnrch  erne  Glei- 
chung von  dor  Form: 


w/j,     0         wtp  s  0 

boi  dor  die  Koeftr/ienten  e  nur  von  den  Punkten  ci,  •  •  ,  ^  abhangen  und 
^  ^   i,»,  -  i/o  di(^  auf*  Soite  250  fiir  einen  beliobigen  Panlct  c^  defimerte  Grofie  ist. 

iHii  nun  Kuua(*/hHl  das  Piuilci»ystonni,-  ,  ^  von  der  Art,  daB  kerne  zwei  seiner 
Punkto  Hich  dookon,  HO  golton  ftu  hinreichond  kleine  Werte  dor  Moduln  der  Differenzen 
^;i  -  w'i»"  •»  Wp'-tf^  <Vio  HC.IIOII  IVflhor  aufgostellten  Entwicklungen  (®a.),  und  man  erhalt 
dann  auf  (Irund  dor  Gloichung: 


f /  A, J        V  A/g         , 


wemu  man  uoch  don  Wort  you  TT—  fftr  wt  I  •  •  •  I  w»  —  wi  I  •  ••  I  wl  oder,  was  dasselbe,  for 

<7fy  *  I  1       ^  *  I  •       * 

Si    MK  •  •  *,  ^     0  mit  (—•}  b«55oich7i«l  und  das  frflhcw  hn  AnschluB  an  die  Gleichung  (@L) 
^  v^^/o 

flbor  (^)      ,  (ioHti^to  botichtot,  die  Doriviorte  jjjp  fiir   den   Punkt  (w'j   des  Bereichs 
(W   <W\  dargOHMlt  durch  dio  (Hcychung: 
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\  /  \  /  *J)    \ 

™l      \        I  T-^"l  I        J    1       1 

**i    Jo     \     dz*    /O  V    **P    Jo 


\   d*i    /0    V    ***    /o  \    ^^   / 

/    dS  \     (     3S    \ 
\    d^   JQ    \    dzt    /o 

(*  \  /  *2          \ 

^  jo  \^T)Q 


(\  /  \  /  *w   \ 

dtip1  \     I    duj?  \  I    du3>   \ 

d*i    Jo    \   d%    Jo          \    dzv  ) 


Enthalt  dagegen  das  Punktsystem  s{9  •  ,  ^  zusammenfallende  Punkte,  so  wird 
man  in  der  vorher  fur  S  aufgestellten  Gleichung  bei  jeder  in  dem  Punktsysteme  ent- 
haltenen  G-rnppe  zusammenfallender  Punkte  an  Stelle  der  diesen  Punkten  entsprechen- 
den  Gr6fien  za  GrroBen  t  der  frulier  definierten  Art  einfuhren  und  beachten,  da6  diese 
GroBen  t  sick  durch  Reihen  darstellen  lassen,  die  nach.  Potenzen  vonwl  —  w(,  7wf  —  w^ 
nut  positiven  ganzzahligen  Exponenten  fortschreiten.  Zur  Erlauterung  des  weiter  ein- 
zuschlagenden  Verfahrens  kann  man  sich.  wieder  auf  den  speziellen  Fall  beschranken, 
wo  das  Punktsystem  «i,  •  -,  sp  nur  eine  Gruppe  zusammenfallender  Punkte  enthalt,  und 
zudem  diese  Gruppe  durch  die  Punkte  e'l9  •  ,  £  (i<«i^)  gebildet  wird.  In  diesem  Falle 
besteht  die  Gleichung: 


,  <dS 

+     '  '  +  fl7 


,  . 

""  " 


8S 


^   oder,  was  dasselbe,  fur   tt  »•  0, 


,*), 
•0, 


und  man  erha.lt  auf  Grand  derselben,   wenn  man  noch  die  Wcrte  von  jf(v* 

—  fo-i  +  i         )    f  I  I         —  w'  I 

^^          '  l  l        l    ^          i 

^i+i  ^  0,  •  •  •,  JBL  —  0  mit  (-&-}  ,  /"sr-)  beziehungsweise  bezeichnet  und  das  frilher  im  An- 

\0vn/fi         \V#uJ{\ 
N       r*/  U         \       ff  U 

schlufi  an  die  Gleichung  (©,.)  tlber 


achtet,  die  Denvierte 
die  Gleichung: 


«^         c«-ui,  -,rt  Gesagte   be- 

»^(>/WaU)'  ° 

— .  -w. 

fftr  den  Punkt  (tc/)  des  Boreichs  { W  -  W }  dargobtc^llt  durcli 
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\       i 


d^ 

ds 


(    38    \  /Jflf 


du$  \  (  dX1  \ 

i          i    *        i         .    I.  i 

^*i  A      \  **i  i 


d* 


P       O 


I        fr>\ 

(-TT). 

dz{    /0    \d^+i/0          V   dgf   /o 


(dupp  \ 
"357"; 
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boi  der  ^/0  u.  j\'±  r-^ilj  . . .  flisij   r^1  j       (^)   ist  —  Setzt  man  in  der  erhaltenen 
(iUeichring  ,9  — •  1   und  dementsprechend  ^  =  ^,  (|r)  =  (1^)  ,  so  erhalt  man  wieder  die 


vortiov  abgeleitotc  Gleichung,  welcho  sich  auf  den  Fall  bezieht,  wo  die  Punkte  e19-   -?4 
Hamthch  vonoinander  verschiedon  smd. 


8. 

Man  gronsce  in  der  Plache  Tr  p  keinen  der  Punkte  a,  oo  enthaltende  Bereiche 
//,,  --*,  Kf  ab.  Dnrch  Botrachtungen,  welche  den  in  Art.  7  des  ftinften  Abschnittes  in 
bozug  auf  die  Dotorminante  ^-b^(1)(fi)  -  -^(wt""l>(^«-r)  angestellten  ganz  ahnlich  sind, 
Ia8b  Bich  dann  y.oigon,  daB  die  Determinante: 


tiicht  far  jo  jp  den  Boroichen  Jit,  ---,  Iip  beriehungsweise  angeh6rige  Punkte  $19  •••,«, 
don  Wert  Null  bmiiKon,  kann*  Wfthlt  man  jetztjp  den  Bereichen  J?1?  -  -  •,  Bp  beziehungs- 
weiB(i  angehOrigo  Punkte  «0  *•  *7  ^  yon  der  Art,  dafi  die  aufgestellte  Determinante  nicht 
verschwindet,  wonn  man  gloich&seitig  tt-*^,  -•,  ap««ip  setzt,  so  lassen  sich,  da  dieselbe, 
als  tfunkticm  dor  p  VeranderlicLon  ^,  •  •  •,  ^  betrachtet,  far  «!«  517  •  •  -,  ^«  5,  stetig  ist, 
in  7K  j|)  diese  Punkte  bo/Aehungsweise  enthaltendo  Gebiete  (/x,  •  •  -,  Gf  von  der  Art  ab- 

l»  tt,  ll  88 


258* 


Siebenter  Abschnitt 


grenzen,  daB  die  aufgestellte  Determinate  fur  jedes  dem  System  6r1?     •,  Grp  angehorige 
Punktsystem  61?  -    ,  ep  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt. 

Bs  sei  nun  e1?  •  ,8,  irgend  ein  dem  Systeme  G19  ,  Gp  angehoriges  Punktsystem 
Mit  diesen  Punkten  sl9  ,  £p  verbinde  man  den  der  positiven  Seite  von  cp  und  der 
negativen  Seite  von  q  gemeinsam  angehorigen  Punkt  durch  Schnitte  l^9  -  ,  ltf  und 
bilde  alsdann  zu  der  dadurch  aus  T  hervorgehenden  Flache  T",  unter  Benutzung  einei 
im  Folgenden  erst  zu  bestimmenden,  nur  von  £1?  ••-,  ep  abhangigen  Grofie  A(z^  ,  e^) 
die  Funktion: 


defimerte  Funktion  L 


1st   dann   eine  in   T" 


Die  so  zu  den  Punkten  si}  ••• 

emwertige  Funktion  der  komplexen  Veranderhchen  ^3  welche  fur  jeden  von  sl9  ••  ,  ^ 
verschiedenen  Punkt  0  der  Flache  I7"  stetig  ist,  fur  den  Punkt  ^  ((>=i,2,  ,^)  unstetig 
wird  wie  ln(0  —  fy)  und  deren,  allgemein  mit  L+,L~  zu  bezeichnenden,  Werte  in  je 
zwei  entsprechenden  Begrenzungspunkten  <^+,  $*~  in  der  Weise  verknupft  sind,  dafi 


~+  2m, 


langs  ar{i+=« 
langs 
langs 
Ifcngs  ^{ 

ist.  Betrachtet  man  die  letzten  Grleichungen  und  speziell  das  Verhalten  der  Funktion 
L\*1  2  £p\  langs  des  Schmttes  bv  (^=1,2,  IJP),  so  wird  man  auf  die  Frage  gefuhrt,  ob  es 
nicht  moglich  ist,  die  Grofie  A(sly-^e^  als  Funktion  der  komplexen  Ver&nderlichen 


«!>•••>%  S°  zu  bestimmen?  daB  die  Funktion  L 
eine  nur  von  den  p  Gkroflen: 


der  jp  +  1  Grofien  g9  elr 


abhangige  Funktion  wird,  oder,  was  dasselbe,  so,  dafi  die  Funktion  L 
tiellen  Diflferentialgleichung: 

(2.)  2 

1  j 


**      '* 


dor  par- 


genugt,  bei  der  die  c^,  ?,o-«i,s,.  ,P,  die  durch  die  Gleichungen: 

(3.) 
W 
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(3'.) 
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bestimmten  p*  Funktionen    der   komplexen   Veranderlichen  el9  •  •  •,  ep  bezeichnen.     Die 
Aqmvalenz   der  beiden  Forderungen  erkennt  man,   wenn  man  beachtet,  daB  jede  der 


GroBen  wj  — 


—  k 


i,a,    ,p,  eine  partikulare  L&sung  der  Differentialgleichung  (2.) 

(j«l 

ist,  und  daB  jede  Funklion  von  partikularen  Losungen  wieder  eine  Losung  der  Diffe- 
rent! algleiclmng  (2.)  bildet;  welter  aber  auch  beachtet,  da6  die  p  genannten  Grofien,  als 
Funktionen  von  eiy  •  •  -,  e^  betrachtet,  die  von  Null  verschiedene  GroBe  (—  l)p^(e^  •  •-,  sp} 
als  Funktionaldeterminante  besitzen,  also  durch  keine  Eelation  verkntipffc  sind,  und  daB 
jodo  L<>Bung  der  Differentialgleichung  (2)  als  Funktion  von  irgend  p  unabhangigen  parti- 
kulJlren  Losungcm  dargestellt  werden  kann.  Ersetzt  man  jetzt  noch  in  der  Differential- 
gloiclning  (2)  dio  Funktion  L  durch  den  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (1.)  stehenden 
Axwclruck,  so  orhalt  man  schlieBlich  zur  Bestimmung  der  Funktion  ji*=A(s^  ••  ,6,)  die 
I  )iilerontialgloichung: 


Das  in  der  gcwonncnen  Difforontialgleichung  vorkommende  zweigliednge  Aggregat: 


int  cino  in  T'  (Mnwortigo  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  *,  die,  wie  unmittel- 
bar  m  nolion,  in  jo  s^woi  onteprochondon  Puukten^,  $*~  eines  Schnittes  av  oder  cv  (v-i,»,  ,j») 
donB(^lbon  Wort  boflitat,  die  aber  auch,  da 


Iftngs 


•J~rf> 


I 


ist,  und  clio  hierlxri  in  runde  Klaminern  eingeschlossene  Summe  nach  (3.)  den  Wert  dav 
hat,  in  jo  sswoi  ontspwchendon  Punkten  &+,  <f~  eines  Schnittes  b,  (r-i,i,  •  ,10  donselben 
Wort,  bositsst,  Die  Funktion  $[(*)  ist  also  eine  J.-Funktion.  Beachtet  man  dann  noch, 
daB  far  den  Punkt  *«B,  t«.-i,»,--  ,*)  das  erato  (Hied  des  Aggregate  K(«)  unendlich  wird 

xwoito  Olied  wio  -  Cj£tf*7$-\g=:r>  alfc)0  we8en  (8'-)  wie  "F^'  un(1 

88* 
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dafi  daher  die  Funktion  «(*)  fur  den  Punkt  *  =  *?  <?=IA  ,«  stetig  ist,  daB  sie  dagegen 
das  den  Punkt  a  (9=1,3,  ,r)  (^  —  l)-mal  enthaltende  Punktsystem  <%,  •,  «i;--  •;  «r>  ••>«> 
oder  auch  nur  einen  Teil  desselben  als  System  der  o^-Punkte  und  das  den  Punkt 
ooy  ("=1,2,  ,3)  («.,  +  l)-mal  enthaltende  Punktsystem  oc15  -,  oo^  •  ,  oo2,  •  •  •,  <x>s  als  Be- 
standteil  des  Systems  der  Ox-Punkte  besitzt,  so  erkennt  man  (s.  Seite  171),  dafi  $[(*)  erne 
Funktion  §^  ist,  und  dafi  daher  eine  Gleichung  von  der  Form: 


besteht,  bei  der  die  Ka,  *=M,  ,t,  von  e  freie,  also  nur  von  at,  •  •,  a,  abhangige  GroBen 
bezeichnen.  Aus  dieser  Gleichung  geht,  wenn  man  8t(«)  durch  seinen  Ausdruck  ersetzt, 
die  Gleichung: 


hervor,   und  die  Subtraktion  dieser  letzteren  (Heichung  von  der  Gleichung  (4)   liefert 
dann  die  mit  der  Differentialgleichung  (4.)  aquivalente  Differentialgleichung. 


ff  \ 

(6.)  .- 

Genttgt  aber  erne  Funktion  J.  =  ^(sit  •-,  ep)  dieser  Differentialgleichung,  so  genugt  sie, 
da  die  p  Funktionen  ^-,  <j=i,2,  ,?,  linearunabhangig  sind,  auch  dem  Systeme  der 
p  Differentialgleichungen: 

+-° 


oder  dem  damit  aquivalenten?  durch  Auflosung  nach  den  Grofien  j^,   r-i,a,    .p,  unter 
Beachtung  der  Eelationen  (3f.)  entstehenden,  Systeme  der  p  Differentialgleichungen: 


rt\ 

(7)  ^. 

wie  umgekehrt. 

Damit  ist  bewiesen,  dafi  die  Forderung,  die  m  (1.)  vorkommendo  GrOfie 
in  der  zu  Anfang  angegebenen  Weise  zu  bestimmon,  sich  mit  der  Fordorung  deckt,  dan 
System  der  p  Differentialgleichungen  (7.),  bei  dem  JCly  jfiT2,  •  •  -,  Kf,  die  durch  die  Gleichung  (5.) 
vollsttodig  bestimmten  Funktionen  von  a1;  •  •  •,  sp  bezeichnen,  zu  integrieren, 

Es  soil  jetzt  gezeigt  werden,  da6  eine  Funktion  A^J.(e^  -  *  -,  *p)  existiert,  welcho 
dem  Systeme  der  j7  Differentialgleichungen  (7.)  genQgt.  Zu  dem  Ende  hat  man  die 
rechte  Seite  der  unter  (7.)  stehenden  Gleichung  in  eine  andere  Form  zu  briiigen. 
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Man  lasse  in  der  Gleichung  (5)  a  gegen  ev  konvergieren  und  gehe  zur  Grenze 
uber.  Es  ergibt  sich  so,  unter  Berticksichtigung  von  (3'.),  fur  den  auf  der  rechten  Seite 
von  (7.)  stehenden  Ausdruck  die  Gleichung: 


, 


s  =  «J  1    \sv 


woboi  dor  am  Summenzeichen  steliende  Akzent  andeuten  soil,  daB  bei  der  Summation 
fi'lr  don  Index  (t  der  Wert  v  tuiszuschlieBen  1st.    Beachtet  man  dann,  daB  fur  das  Gebiet 

des  Punkfces  a,,  die  Bntwicklung  ^  =  ^  +  ^rv(£-e,,)  +    -,  also  auch  die  Entwicklung: 


bostoht,  und  daB 


is!/,  HO  orkount  man  zunJichsl,  daB  man  der  Gleichung  (7.)  auch  die  Form: 


gobtm  kauti.  Dor  hior  auf  dor  rochton  Seite  stehende  Limes  deckt  sich  aber  mit  dem 
Wort«,  wolc.hon  die  in  Art.  8  des  vierten  Abschmttes  (s.  Seite  119,  123,  132)  denmerte, 
KU  dor  obtmdort  <l\irch  die  Oloichung: 


X-  1 


0  =  1 


claTgoHtolllon  Funktion  F(n}  als  Derivierte  gebOrige  Funktion  ftp)  fur  n  -  e,  besitzt.  Er- 
man  tUanentHprochond  auf  der  rechton  Seite  der  Gleichung  (8.)  diesen  Limes  durch 
,  so  orhJtlt  man  schliofilich  das  mit  dem  Systeme  (7.)  aquivalente  System: 

W  K-i 

und  orkonnt  danu  sofori,  da6  die  iillgemomsto  dem  Systeme  der  $  Differontialgleichungen  (7) 
gonugondo  Funktion  A  durch  die  Gloichung: 

(11.)  -/(*1,  -,0-"'; 

bei  dor  c'  mm  von  «t,  •••,»,  unabhangige  ClrOfie  bezeichnet,  dargestellt  wird. 
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Den  so  fur  4(el9    •,  ^)  erhaltenen  Ausdruck  fiihre  man  nun,  nachdem  man  F(sv} 
durch  den  ihm  auf  Grand  der  Gleichung  (9.)  entsprechenden  Ausdruck  ersetzt  hat,  m  die 

definierende  Gleichung  (1 )  ein.    Man  erhalt  dann  schliefilich  fur 

die  Gleichung: 


die  Funktion  L  r1 
die  Funktion  L\l 


(12.) 


o  =  r 


v=l        =r 


bei  der  c  eine  von  #,  slf     •,  s   freie  Konstante  bezeichnet. 


Man  definiere  jetzt  mit  Hilfe  der  soeben  gewonnenen  Funktion  L  eine  neue 
Funktion  G  der  p  + 1  Grofien  jsf,  s1?  •  •  •,  sf9  mdem  man 


(13) 

oder,  was  dasselbe, 


-« 


0 


du'f 


a  p  v  ?' 

1 


ai1 


e 

x0 

X 


X 


setzt,  wobei  0  die  m  Art.  2  des  fdnffcen  Abschnittes  definierte,  der  Eolation  0  7?1 

genflgende,  Funktion  1st,  und  lasse  alsdann  die  den  Punkten  «!,•••,  *»  m  Anfang  dos 
vorhergehe^den  Artikels  auferlegte  Bedingung  fallen,  betrachto  also  jeden  diesis  Punkto, 
ebenso  wie  0,  als  einen  m  T'  frei  beweglichen  Puiikt 

Als  Funktion  des  Punktes  *  hat  nun  (t  die  folgendon  ISgenschaflon-    (J  int 
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in  T'  allenthalben   einwertige   und   stetige   Punktion   der  komplexen  Veranderlichen  #, 
die  in  dem  Falle  Sftmfci,  •••,  «,)«#   die  p  Punkte  £i7  •••,  ^   als  O'-Punkte  besitzt,   in 


dem  Falle  SRi  11(61,    •  •,  *>)  <jp  dagegen  in  der  ganzen  Flache  Tr  den  Wert  Null  hat,  und 


deren  Werte  m  je  zwei  entsprechenden  Punkten  0+,  $~  der  Begrenzung  von  T  in  der 
Weise  verknftpft  sind,  dafi 


langs  lv 
langs  cv 


G 


BI-    *, 

jar 


ist. 

Als  Futiktion  des  Punktes  eff  (0=1, a,  ,*»)  dagegen  hat  G  die  folgenden  Eigenschaften. 
(i  \$i  oino  in  iP'  allonthalben  einwertige  und  stetige  Funktion  der  komplexen  Verander- 
lichon  r0,  die  in  dem  Falle,  wo  Sftinfei,---,  8ff-i,  cff+1,  ••,  fi-)8-^  —  !  ist  und  ^,  auch  nach 


Aufhobung  dor  Schnitte  a,b,c,  mit  keinem  dieser  Punkte  ea,  •  -,  sff^l9  €a+i?-">  ^  zu- 
flammonihllt,  den  Punkt  &  und  die  p  —  1  Punkte  des  zu  el9  ••-,  e^x,  c,+1,  ••  ,  ^  gehOrigen 
ItoHtpunklsyBtouas  einer  Funktion  jj  als  O1  -Punkte  besitzt,  in  jedem  anderen  Falle  da- 
g<*gon  in  dor  ganzen  Flache  Tr  den  Wert  Null  hat,  und  deren  Werte  in  je  zwei  ent- 
Hproehontlon  Punktcm  c$9  $<r  dor  Begrenzung  von  T  m  der  Weise  verknilpft  smd,  daB 


." 


---  ......  -v,  - 


cr{  6'  I  Si  '  '  '  e"  l  s;  *''^1  '  '  ' 


»<=!,»,       ,p, 


tot     Fflr  dio   Ableitung  der  Kwoitew   unter  (S^.)  stehenden  Eelation,   der  man  auch 
die  Form: 


0 

gobon  kann>  i«t  dit^  im  vierten  Abschnitt  am  Schlusse  des  Art.  8  aufgestellte  Gleichung 
HU  benutTJon. 

Man  verntoho  jcifcsst  unter  *'i>  * '  •>  4  JP  beliebig  gewahlte  Punkte  der  Flache  Tf,  verbinde 
diMO  Punkto  durch  #  Kurvon  //u  *  *  •,  K9,  welche  die  Schnitte  a,  6,  c  beliebig  oft  schneiden 
dttrfun,  mit  dm  in  Art  1  angenommeneri  Punkten  *0 -•,  ^  beziehungsweise  und  be- 
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zeichne  mit  sl9  ,  ep  irgend  p  diesen  Kurven  beziehungsweise  angehonge  Punkte.  Mit 
Hilfe  der  fur  a  =  l,  2,  ••  ,p  geltenden  Gleichungen  (Sff)  lafit  sich  dann  die  durch  die 
Grleichung  (14)  zunachst  nur  fur  die  Flache  Tr  definierte  Funktion  G  bei  festgehaltenem  * 
als  Funktion  der  komplexen  Veranderlichen  8l9-",sp  von  der  Stelle  (xl9-  9xp)  bis  zur 
Stelle  (si,-*  ,  4)  den  Kurven  k(,  •  ,k'p  entlang  fortsetzen.  In  dem  speziellen  Falle,  wo 
die  Kurven  A\,  •  •  -,  Jcp  vollstandig  in  der  Flache  T'  verlaufen  oder  nur  irgendwelche  der 
Schnitte  c  schneiden,  ist  der  durch  diese  analytische  Fortsetzung  fur  die  Stelle  (e[9  -,  sp) 
sich  ergebende  Wert  mit  G\*1'  g  £p\  identisch.  Uberschreitet  dagegen  der  Punkt  eff  (0=1,8,  ,*) 
bei  seiner  Bewegung  auf  der  Kurve  k'a  von  xa  bis  s'a  den  Schnitt  av  m^-mal  von  der 
negativen  auf  die  positive  Seite  und  m'ar-mal  von  der  positiven  auf  die  negative  Seite, 
den  Schnitt  bv  nffr-mal  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  und  n^-mal  von  der 
positiven  auf  die  negative  Seite,  sodaB  also,  nach  der  in  Art  1  aufgestellten  Definition, 
der  Kurve  k'0  in  bezug  auf  den  Schnitt  av  die  charakteristische  Zahl  mffv—m'av9  in  bezug 
auf  den  Schnitt  &„  die  charakteristische  Zahl  naf  —  nav  zukommt,  so  erhalt  man  auf 
Grrund  der  Gleichungen  (Stf),  nachdem  man  noch  zur  Abkurzung 

gesetzt  hat,  bei  analytischer  Fortsetzung  der  Funktion  G  langs  der  Kurven  k[,  ,  kp  filr 
die  Stelle  (ei,  ••  ,4)  ^en  Wert: 

r=p    /       c-j»  sf       \     P~P  P'-* 

bt  I     -2  Sfffi  ""  "  "      "" 

P\g        /*=! 


Das  Symbol  {^  j[*J  soil  die  Charaktenstik  des  Kurvensy  stems  7/l?  -  ,  ^  genannt  werden. 
Zu  jedem  Kurvensysteme  k{9  •  ,  A^  gehort  nur  eine  Charaktenstik,  wahrend  umgokolut 
ein  vorgegebenes  Symbol  j^1  ^|  unbegrenzt  vielen  Kurvensystemen  als  Charakte- 
nstik zukommt.  Auf  Grund  der  Gleichung  (15  )  erkennt  man,  dafi  dio  Worfco 
1  1*1  M  **  >  tf  (f  IS  ?lv  1  1'1  ,  ^  »  wolche  man  erhdJl,  wemi  man  die  Funk- 

)   I         «  7  (  ft,  -f-  »i     •    r>p  +  &j>  J  |         Z 


tion  (?  von  der  Stelle  (x1}      ,x     bis  zur  Stelle  (c{,  •  -,ef)  das  cine  Mai  langs  OUKOH 
Eurvensystems  mit  der  Charakteristik  {^  '  j[*j,  das  andere  Mai  langs  ernes   Kurveu- 

systems  mit  der  Charaktenstik  (J  Jj£     J'i?}  analytisch  fortaetsit,  durcli  die  (Hoiclmtig: 


j"    'JP          /    ,         C   'P      / 

-»27  ^(^  •  ^1  »f 
x  ^      ^'i      \        c  -i 

verknflpft  sind. 
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Die  Funktion 


Sj) 


erfullt  auf  Grand  der  Gleichungen  (2.),  (13.)  for  je  j? 


von  a,  oo  verschiedene,  der  Bedmgung 
die  Differentaalgleichung: 


genugende  Punkte  0, 


,  ep 


oder,  was  dasselbe,  die  Differentialgleichung: 


(17.) 


JL 
T 


dz 


de 


dtp 


boi  dor  4     ^±.. 

brachl  wordoiu 

Msm  vorstoho  untor 


ist,     Diese  Gleichuug  soil  jetzt  in  eine  andere  Form  ge- 
,  ei,  •••,  sp  irgend  jp  +  1  nur  der  Bedingung 


uulorworfono  Punkto  dor  FlJlcho  7T/  und  nehme,  der  einfacheren  Darstellung  wegen,  an, 
da(i  dan  PuiiktwyHtoni  /u---?^  nur  oine  Gruppe  zusammenfallender  Punkte  enthalt  und 
dafi  KucUmi  diowo  (j)ru])i)0  dtirch  dio  Punkte  e(9  ••-,  ^  (i<*^rt  gebildet  wird.  Fflr  erne 
Umgobimg  dor  Punkto  /,  4,  •••,  4  gilt  dann  die  Entwicklung: 


m  &e 


boi  dor  dio  Kocrf'fi/aonlen  e  nur  von  don  Punkten 

' 


oder 


ei,  <--,4  abhangen,  ^  = 

t  -  (#•-  «)v  od(U'  ondlich  ^  ^  '  ist,  je  nachdem  /  ein  gewohnlicher  Punkt  der  Flache  T 
odor  oin  Pwikt  cc  mit  dc^r  OrdnungBzahl  v-l  oder  ein  Punkt  oo  mit  der  Ordnungs- 
7,ahl  i  •-  1  ini,  und  allgomoin  ^  o«  *•!,»»•  ,ri  dio  auf  Seite  250  fdr  omen  beliebigen  Punkt  ^ 

doliuiorto  (h-Ofie  ini     Da  dio  Funktion  0 


SJahlon  1,  2,  ••«,  JM  dor  Gloichung  (J 

V*, 

# 


fflr  W 


0 


«i--^ 

je 


Permutation  yt,  •  •  ,  ^  der 
genflgt,  so  kann  man  in  die  soeben 


aul'goHtollte  Entwicklung  an  Stello  der  den  Punkten  e(,  •  •  •,  s,  entsprechen- 

don  flrOfien  *lf  •  -,  #f  <lio  in  Art*  2  durcb  die  Gleichungen  (T.)  definierten  GroBen  *lf  ••-,$, 
oinfflhnm,  uud  man  orhttit  auf  diOBO  Wcnso  eino  Gloichung  von  der  Form: 


it, 
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bei  der  die  Koeffizienten  e  nur  von  den  Punkten  /,  e±,  •  -  ,  ep  abhangen.    Beachtet  man 
nun,  daB  auf  Grund  dieser  Gleichung 

W^dCr  d£_ 

~8z 8S  dz  y 

t,  SG      d&  d^ 


ist,  daB  entsprechend,  wenn  man 

setzt  und  die  GroBe  woj    wie   es   schon  in  Art  2   geschehen  ist,    als   Funktion   von 
*i,  •  '  ',  t,,  *i+i»  ' '  •>  **  betrachtet,  fur  a  -  1,  2,  -  -  ,jp  die  Gleichungen: 


^ 

*»*       *'•*', 


bestehen,  und  fdhrfc  die  so  gewonnenen  Ausdrucke  in  die  Gleichung  (17.)  em,  so  geht 
diese  Gleichung,  nach  Unterdruckung  des  von  Null  verschiedenen  Faktors  -Jj,  xiber  in  die 
Gleichung: 


da 

8t, 

8w, 
~W 


~W  st, 


8G- 
dt 


(/.it' 


rfllp" 


=  0, 


bei  der 


ist. 


Nachdem  so  die  Difierentialgleichung  (17.)  in  eine  andoro  Form  gc»1)r»icht  int/, 
lasse  man  die  Punkte  *,  ^  -  -,  cp  sich  den  Punkton  /,  ei9  •••,  ^  bOKiohungHwoiso  tin  ho- 
grenzt  nahern,  und  beachte,  dafi  dann  joclo  dor  GroBon  %,  tlt  *••,  /•„  ^M,  •••, 


Null,  die  GroBe  ^C:};J  .;?)  auf  Grund  dor  (lloicliungon  (®i.)  JOB  Art.  2  gogon  (^ 


r* 

konvergiert    Bezeiclanet  man  nun  noch  dio  Oren^worbo  der  mit  ^  ^,  •••»  /„  ^, 
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sich  stetig  andernden  GrOBen  |f,  f|  (M=M,    ,«,  f£  c?=,+i,    ,*)  durch  gj)^ 
beziehungsweise,  so  erhalt  man  aus  der  vorstehenden  Gleichung  die  Gleichung. 


(18.) 


^ 
d'u' 


_  (du*T\    ( dufA     ^  ^  ffv$\   fduej? 


o 


** 


=  0, 


hoi  dor  JJ  die  Determmaiite 


die  wegen 


«M|  ii(';o  '  '?  fy)  -^  yon  Null  vorschieden  ist  —  Die  erhaltene  Gleichung  gilt  auch  noch  fur 
don  Fall  6^-1,  odor  was  dasselbe,  fur  den  Fall,  daB  die  Punkte  a(9  ••-,«£  samthch  von- 
oinandor  vorschiodcm  sincl;  il  ist  dann  mil  ^  identisch  und  an  Stelle  von  (j—}  tntt  (jjj^ 

Dio  gowonnono  Gleichung  (18.)  enthalt  die  Gleichung  (17.)  als  speziellen  Fall. 
Bind  nSVmlich  dio  Punkte  st,--,^  simtlich  voneinander  verschieden  und  befindet  sich 

imtor  don  J>unkton  ^,  aj,  •  •  ,  ^  keiner  der  Punkte  a,  <x>,  so  ist  £«•#  —  /, 
^<"~*Ji^-1»8»  '^>  U11(i  d10  OltMchung  (18)  geht,  wonn  man  noch  bei  den  GroBen 
,-••,«£  dio  Akzonto  nntordritckt,  tlber  in  die  Gleichung  (17,). 

SohlioBlicli  mogo  noch  l)0inorlvt  worden,  daC  die  Gleichung  (17.)  und  daher  auch 
auB  ihr  abg(4loili(^to  Oleichung  (18.)  in  Kraft  bleibt,  wenn  man  dann  unter  G  den 

(lurch  dio  (lloichung  (15.)  dofinierton  Ausdruck  G  l^     jbp}\1  s  **   versteht 


Dio  iin  vorhorgohondon  Artikol  far  irgend  einen  Punkt  ^  der  Flache  T'  und  j? 
in   dor   Flftcho  T  froi  bowoglicho  Punkte  «!,••-,«,  definierte  Funktion  G  der  Gr66en 
•,  a,  Holl  jolssfc  auf  (irund  dor  Qloichung: 


i  , 


**/ 

p         y»/ 

' 

«/ 


boi   dor  HI,  •••<xtt  <lio   in  Art.  2  charaktorisiorton,    der  Bedingung   Sftmfci,  •• 

gonflgomlcn  Punkto  dor  llftcho  T'  sind,  aln  Funktion  derjp  +  1  Verandorlichen  ^ 
botroohtet  wotdeu,  und  68  mftgo  domontsprechend 
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G  =  E(e, 


(19.) 

gesetzt  werden 

Mit  Hilfe  der  in  Art.  2  gewonnenen  Resultate  laBt  sich  zunachst  das  Verhalten 
von  E  als   Funktion   der  Veranderlichen  wl9      ,  wp  in  dem  durch  die  Gleichung  (G] 

unter  Hinzunahme  der  Bedingung  aim^i,  •  •  -,  ep)  =»f  definierten,  schon  fruher  mit  W-W 

N 
bezeichneten  Bereiche  feststellen.     Bei  dieser  Untersuchung  wird  man  zweckmaBig  von 

dem  durch  die  Gleichung, 


(G'.) 


/<=#      /T1" 
X^ 


nnter  Hinzunahme   der  Bedingung  ffiiufa,  •  -  •,  ^)  =jp    definierten,    einen   Teil    des    Be- 

reiches  Tf—  W1  bildenden  Bereiche  {"FT—  TT}  ausgehen.  Man  erkennt  ummttelbar,  daB 
far  einen  beliebigen  Punkt  (w)  dieses  Bereiches  [W-W]  der  Wert  der  Funktion  E 
durch  die  Gleichung: 

(20.)  ^^i,-   -,^)-flt^  /' 

geliefert  wird,  wenn  (61;  •  •,  ep]  die  dem  Punkte  (w)  entsprechende  LOsung  der  Glei- 
chung (G'.)  bezeichnet.  Beachtet  man  dann,  dafi  der  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei- 
chung stehende  Ausdruck  in  bezug  auf  die  Grofien  £i,---,  ef  erne  Funktion  Sfa,  •  ,s^ 
von  der  in  Art.  2  charakterisierten  Art  ist,  so  erkennt  man  weiter,  daB  J57(0,  wl9-  ,  wp) 
in  dem  Bereiche  {TT-^j  eine  allenthalben  einwertige  und  stetige  Funktion  der  kom- 

O   -rfl 

plexen  Yeranderlichen  wl}  •    ,wp  ist  und  daB  die  Derivierte  ^  fc-M,   ,?)  fur  den  Punkt  («/) 

des  Bereiches  {W-W}  dargestellt  wird  durch  die  der  SchluBforrnel  des  Art.  2  ont- 
sprechende  Formel: 

u?  \        (  dX'  \ 

;0     \  ^i  /0 


(21 )      (Wt%:  ~X^.  -  j 


/  9(t  ]    (  ar;  \  ,  .  /  gg  \ 

\    'dt*    Jo   U^*j-i/o          \  8*/»   /o 

r^\ 

rf*A     /O 


/  (Pngi  \ 
\  d*!   A 
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bei  der  zur  Abkurzimg  O  an  Stelle  von  Gr  £l  H  steht  uncl  im  ftbrigen,  der  einfacheren 
Darstellung  wegen,  wieder  angenommen  ist,  daB  die  dem  Punkte  (ID'}  entsprechende 
Losung  (e(9  ,  <Q  der  Gleichung  (a'.)  nur  eine  Gruppe  zusammenfallender  Punkte  ent- 
halt  und  daB  zudem  diese  Gruppe  durch  die  Punkte  s{,  •  ,  e8  (i<*^o  gebildet  wird. 

Man  gehe  jetzt  zu  dem  durch   die  Gleichung  (G)   unter  Hinzunahme  der  Be- 
dmgung  ^mfci,  ••-,  fy)—  #  defimerten,  den  Bereich  {W-W}  als  Teil  enthaltenden  Be- 

reich W—W  uber,  nehme  also  an,  daB  die  in  der  Gleichung  (G.)  vorkommenden  Inte- 
grations wpge  die  Begrenzung  der  Fl&che  T'  uberschreiten  durfen,  Geht  man  dann 
m  W—W  von  dem  dem  Bereich  {W—  W\  angehorigen  durch  die  Gleichung: 


KO) 


doliniorton  Punkt  (w(0))  auf  irgond  einem  Wege  SB  zu  einem  anderen  Punkt  (w)  des 
Horoiohn  W-  W,  bozeichnot  das  diosein  Punkt  (w}  auf  Grand  der  Gleichung  (G)  ent- 
Hjn'ochondo,  von  dom  Wege  2JJ  vollig  unabhangige  Punktsystem  mit  e1?--  ,^,  versteht 
untor  /ft,--  ,  f/y,  AI,  •••,/*,,  die  durch  die  Gleichungen. 

(( 1 .)    £  up  +  ^  JdMi  -  J£  <Jv<h  v  -  h\ni  \      \2  tff  +  2  (&***  ~  2 


bosi.innnt(ui  ^anzon  Zahlen  und  setzt  die  Funktion  JEJ  auf  irgend  einem  inner- 
hall)  W  W  vou  (f0CO))  bis  (iv)  vorlaufonden  Wcgc  2B  im  Anschlufi  an  die  entsprechende, 
in  Art.  A  siuHfflhrlioJi  bolwtiuloltc,  Forisctzung  der  Funktion  G  analytisch  fort,  so  erh&lt 
man  <l<«i  W(»*fc  dor  Fuuktion  K  ftir  don  Punkt  (iv)  dargestellt  durch  die  Gleichung' 


\     /  \  "/          [  /i^  •  • ) 

Boaohtot  man  dann,  daB  dor  auf  dor  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende,  durch 
dio  Uloichuug  (15)  doH  Art,  4  bostiinmto  Ausdruck  in  bezug  auf  die  GroBen  ait  •  •  -?  sp  eine 
Funktion  **/(«,,  ••-,  fy)  von  dor  in  Art.  2  charaktoriHierton  Art  ist,  so  erkennt  man,  daB 
jfi7(*,  v/»u  * ",  7^,)  in  dom  Boroiche  HP"-  fy1  eino  einwortige  und  bei  endlichen  w19  -  *,  wp 
auch  »t«tig«  Punktion  d(ff  komploxon  Vorfinderlichen  w;1?  -  *  -,  wf  ist  und  daB  die  Deri- 
viorijO  4^  (^  !,»,.•.,*)  for  irgond  cinou  dem  Bereicho  W—W  angehOngen  Punkt  (w/),  dem 

#H^ 

anf  (Jrimd  <lor  lotsston  Gloichutig  (0.)  das  Pnnkteystem  *i,  ••-,  4  und  die  ganzen  Zahlen 
ff(> -•>!/!»  M,  •••>/*!.  ontHprochon  m6gen,  durch  dio  Uleichung  (2L)  dargestellt  wird, 
wmm  man  durin  untor  U  don  Ausdruck  Oy(J? ;;;(?)  |'1  /'  versteht  und  im  ftbrigen, 
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der  einfacheren  Darstellung'wegen,  auch  hier  wieder  annimmt,  dafi  die  dem  Punkte  {w') 
entsprechende  Losung  (4  •  •  ,  4)  der  Gleichung  (G)  nur  eine  Grappe  zusammenfallender 
Punkte  enthalt  und  dafi  zudem  diese  Gruppe  durch  die  Punkte  e(,  •  •,  s,  a<^f)  gebildet 
wird  Da6  die  Derivierte  |^  sich  mit  der  nach  a  genommenen  Denvierte  des  die  rechte 

0  Z 

Seite  der  Gleichung  (22.)  bildenden  Ausdrucks  deckt,  leuehtet  unmittelhar  em. 

Die  Gleichung  (22.)  bestimmt  zusammen  mit  der  ihr  unmittelbar  vorangehenden 
Gleichung  (G.)  den  Wert  der  Funktion  E(a,w^--  ,  wj  fur  jeden  dem  Bereich  W-W 
angehongen  Punkt  wt,  •  ,  w,  LaBt  man,  unter  g'1}  •  •  ,g'f,  *i,  •  •  •,  Vt  irgendwelche 
ganze  Zahlen  verstehend,  an  Stelle  des  Punktes  wl}  •  ,  wf  den  ebenfalls  dem  Bereich 


_ 

W-W  angehongen  Punkt  «et  - 

r=l  m  »= 

sich,  wie  die  letzte  Gleichung  (G.)  zeigt,  das'auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (22) 
stehende  Punktsystem  «1}  •  ,8,  mcht,  dagegen  geht  fur  y=l,2,  •  ,p  gv  in  g,+y't, 
hv  in  \  +  K  uber,  und  man  erkennt  dann,  daS  infolge  der  Gleichung  (16  )  zwischen  der 
Imken  Seite  der  so  entstandenen  neuen  Gleichung  und  der  Imken  Seite  der  Gleichung  (22  ) 
die  Beziehung. 


(23) 


xe    f 


besteht. 

Die  Funktion  E(Z,WI,»  ,  w^  genugt  fur  jeden  Punkt  /,  w'l9^  •,  w'9  des  aus  dor 
Flache  T  und  dem  Bereich  W-W  bestehenden  Gebietes  [T,  W~W\  der  Differential- 
gleichung: 

OA\ 

(24.) 


J_  J[_ 

bei  der  ^«^  —  /  oder  £=(#  —  a)''  odor  ondlich  £«#  :  ist?  je  nachdoin  s'  om  fjowOhn- 
licher  Punkt  der  Flache  T  oder  em  Punkt  a  mit  dor  Ordnnngsssah]  v  —  1  od(jr  ohi 
Punkt  oo  nut  der  Ordnungszahl  i-l  ist  M<an  erhalt  dieses  Gloichung,  wonn  man  in 
der  GHeichung  (18.)  die  auf  der  linken  Soite  Htehondo  Detonninanlo  nach  don  KloiuonkMi 
der  ersten  Vertikalreihe  entwickelt  und  die  fftr  9--  1,2,  ••  ,  p  geltondo  (U(Mcliung  (21.) 
beachtet.  Diese  Gleichungen  beziohon  sich  7/wur  nur  auf  don  sj,K»y/ukllcn  tfall,  wo  dio  doin 
Punkto  (wf)  entsprechonde  LOsung  (e{9  -  ,  4)  d°r  Oloichuug  (0.)  nur  oino  (liuppo  r/u- 
sammenfallender  Punkte  onthtdt  und  jsudem  dieno  (lrup]>o  (lurch  die  Punkto  *5,-",  *J  (f-p) 
gebildet  wird.  Man  erkennt  aber  ohno  MUho,  daB  dio  hoi  irgond  oiiu»r  and<n(ou  Hcv 
schaffenheit  der  in  Eede  stehendon  LOsung  (*\9  •  •  -,  «J;)  au  Stolh^  dor  Gloiclmngon  (18-)  uud 
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(21.)  tretenden  Gleichungen,  in  angegebener  Weise  verbunden,  stets  wieder  die  Grlei- 
chung  (24)  hefern. 

Die  Besultate  der  m  diesem  Artikel  durchgefuhrten  TJntersucliungen  lassen  sich 
jetzt  in  den  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

,,Die  dwell  die  Gleickung  (22.)  in  Verbindung  m^t  der  G-leichung  (G)  fur  jeden 
PmiU  0,wi7  ,  wp  des  Grcfactes  [T',  W—W]  ^hrem  Werte  nach  vottstand^g  best^mmte  Funk- 
lion  E($,  w^  •,  ify)  ist  m  diesem  G-ehete  eine  e^nwertige  und  lei  endhchen  wi9  •  •  -,  wf  aucli 
fttetige  Wunlhon  der  p  +  l  Jcomplexen  Verandetkclien  $,Wi,-  ,wp,  die  in  derselben  Aus- 
defawifl  der  Differentt,algk^chung  (24.)  gemgt  und  beim  Ubergang  des  Systems  wl9  ,  wp  ^n 
cm  m  ^lm  konyruentes  System  sicli  der  Gleklimg  (23)  entspreehend  andert." 


6. 

Durch  die  Untersuchungon  des  vorhergehenden  Artikels  ist  das  Verhalten  der 
Kunkt'uvn  K(s,  wl9  •  •  -?  w^)  in  clem  aus  dem  2j9-dimensionalen  Eaume  W  durch.  Aus- 
dor  (2j?  —  4)-dnnensionalon  Mannigfaltigkeit  W  entstehenden  Bereich  W—W 
Die  Mannigfaltigko.it  W  solbst  ist  durch  die  Gleichung  (GL)  unter  Hmzu- 
naluno  dor  H(ulingung  9iii|(fit>  ••  *>  8^<P  dofimert.  Fiir  jeden  Punkt  (w)  dieser  Mannig- 

(aliigkoit  W  bosit/,t  die  Funktion  K(#,  wl9  •  ,  wp)  auf  Grand  der  in  Art.  4  aufgefuhrten 
dor  Kuuktion  (i  don  Wert  Null,  und  es  gelten  infolgedessen  die  ftir  den 
W  W  abgoloitetoii  Gloiclmngon  (22,)  und  (23.)  auch  noch  fur  die  Mannigfaltig- 
koit/  W,  alHo  far  jocltui  Punkt  dew  Raumos  W.  Ks  soil  jetzt  bewiesen  werden,  daB  die 
im  Boroicb  W '-  W  allontlialbon  stotigo  Funktion  E(0,wi9*-;w9)  auch  noch  far  jeden 
dor  Mamiigfaltigkoit  W  angobongon  Punkt  (w)  —  (w)  des  Eaumes  W  stetig  ist,  oder,  was 
dfifi  dor  Aundruck  jft7(jef,  wi  +  hl9  •  •  •,  wv  +  A>),  bei  dein  \,  •  ,  \  irgend  welche 
Moduln  nach  ohio  ponitiyo  (Jrofio  H  nicht  dberschreitende  komplexe  GroBen  be- 

'/oiohnon,  init  11  gogon  Null  konvergieri  

Man  d(knko  sich  in  dor  Mannigfaltigkeit  W  irgend  einen  Punkt  (w)  fixiert.  Das 
ilun  outflpvoclicmdo  WortsyHtoni  sei  wxi  •••,  «p-  Zu  diesein  Wertsysteme  gehoren,  auf 
Grand  dor  Doiinitioti  dor  Maunigfaltigkeit  W,  unbogrenzt  viele  LOsungon  (el9  •  -  -,  «,)  der 
Gloichung  ((!.),  Trgond  oino  diosor  LOsimgon  bezeichne  man  mit  (il3  ••  ,5,);  es  besteht 
dann  dio  (Hoichung: 


OJB.)  '  («)  - 

und  (is  i»t  /.uffleich  fft  ufa,  •  ••,«„)<»  odor,  was  dasselbo,  es  existieren  unbegrenzt  viele 

i|v 
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Funktionen  ~j,  bei  denen  das  Punktsystem  el9  -,  ef  in  dem  Systeme  der  charakte- 
ristischen  Punkte  enthalten  ist  Man  greife  eine  dieser  Funktionen  heraus  und  be- 
zeichne  das  ihr  zukommende  System  der  charakteristischen  Punkte  mit  el9  •  ,  ep9  ijl9  •  -,%_2' 
Es  soil  nun  zunachst  em  ausgezeichneter,  den  Punkt  (w)  im  Innern  enthaltender 
Teil  des  2_p-dimensionalen  Raumes  W  abgegrenzt  werden.  Man  wahle  im  Innern  der 
Flache  T'  $  +  1  Punktsysteme  d<p,  •  •  •,  d$\  *-i,a,  *+i,  von  der  Art,  daB  unter  den  p(p  +  l) 
Punkten  dieser  Systeme  weder  zusammenfallende  noch  Punkte  a,  oo  noch  auch  Punkte 
des  vorher  bestimmten  Systems  i1?  •  -,  e$,  T/I?  -  •  ,  ^_3  vorkommen  und  daB  zudem  fur 
y«  1,2,  •••,#  +  !  9t|ii(4r)>  ••tdffl^p  ist.  Infolge  dieser  Wahl  lassen  sich  im  Innern 

der  Flache  T  um  die  p(p  +  ty  Punkte  d«,  ;ii'j;  >tpp+\  als  Mittelpunkte  jp(jp+^l),  den- 
selben  Radius  r  besitzende,  vollstandig  getrennt  liegende  und  keinen  der  Punkte  el9-  -,  ep, 
ifc,  -,  ^^2  enthaltende  Ereisflachen  K®,  ;ii'j;  ;^+1,  abgrenzen.  Setzt  man  alsdann,  unter 
7i1?  -,fcp  veranderliche  komplexe  GroBen  verstehend, 

(26)  -2 

und  beackfcet,  daB  nach  dem  auf  Seite  250  Bewiesenen  fur  hmreichend  kleine  Werto 
der  Moduln  von  J^,  •  •,  hf  die  Entwicklungen: 


- 

Tij^  =  0 


A  ss  0 


bestehen,  bei  denen  die  Koeffizienten  c(17°  nur  von  den  festcn  Punkten  d(r}  a 
und  speziell  die  p  Koeffizienten  4vl)o>  •  ••>  4VJ°o  samtlich  don  Wort  Null  bositzon,  HO 
erkennt  man,  daB  sich  erne  positive  Zahl  Ef  von  der  Art  angoben  laBt,  daB  rncht  wur 
in  dem  ganzen  durch  die  Bedingungen  mod/^  ^  //',  •  •  -?  mod7^<;//'  deiirnortcui  Oo1)ioto 
die  vorstehenden  Entwicklungen  gelten,  sondem  auch  die  dadurch  ak  Funliiiounn  d(^r 
komplexen  Yeranderlichen  hl9  ••,  hf  dargestollteu  GroBon  aM-rfw  die  Hodingiingon 
^r,  ••-,  xaod[4l;)  —  4v)]^r  (^rftillen,  oder,  was  dsusBOllm,  dio  dou  (KroCoii 
entsprechendon  Punkte  a^  in  dou  Krcuftflfttthon  A^  b(^i<>hmigHW(u\so  liegtni. 
Versteht  man  jotzt  unter  //  eme  dor  Bodingung  //<//'  gonttgoiulo  ponitivo 
veranderliche  Qr6Be  und  bessoiclmot  mit  Jta  dawjoiiigo  G(*biot  dos  2jp-(UnioiiHioiiaIon 
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Eaumes  W,  welches  nur  die  den  Bedmgungen  mod  \  ^  H,  •  ,  mod  \^S  genugenden 
Punkte  (w  +  Ji)  enthalt,  so  1st  damit  em  den  Punkt  (w)  im  Innern  enthaltender  Teil 
des  2#-dimensionalen  Eaumes  W  bestimmt,  dessen  samtliche  Punkte  durch  die  folgen- 
(len  charaktenstischen  Eigenschaften  ausgezeichnet  sind.  Das  irgend  einem  Punkte 
(w  +  Ji)  entsprechende  GroBensystem  (Ji)  lafit  sich  immer  und  nur  auf  eine  Weise  in 
die  durch  die  Gleichung: 


co-f-2* 

v  "=1 


bostimmto  Form  bringon,  wobei  der  Punkt  aff  in  der  Kreisfl&che  E®  liegt,  auch  der 
von  d®  nach  aff  ftihrende  Integrationsweg,  wie  durch  den  Strich  am  Integralzeichen 
angodoutot  som  soil,  ganz  in  JQV)  verkiufb,  und  zudem  die,  immer  der  Bedmgung 
iKmW-'-^p^-jp  geniigenden,  Punkte  aj°,  ••-,  aff  sich  den  Punkten  d$,  -  •  •,  d®  be- 

unboyronzt  niihorn,  wenn  die  positive  Zahl  H  und  damit  auch  die  GroBen 

Null  konvergieron. 

Daw    irgoud   oitioni    Puukte  (w  +  A)   des   Gebietes  JS^  entsprechende  Wertsystem 
#  +  hp  lafit  Rich  nach  Art.  1  immer  in  der  durch  die  Gleichung: 


(/<=#  /£=J)        A** 

2^+2    d 
1(  =  1  /!=•!    •/ 


Form  davHtollon  und  /war  nur  auf  erne  Weise  oder  auf  uubegrenzt  viele 

WOJHOII,  jo  nachdom  boi  oiuor  solchon  Darstollung  Simfa,  •••,  8,)«=jp  oder  9i|i|(«i,"  ,%)<$> 

Ul  Ul 

IH<,.     Durcli  dio  (Uciclumg  (29.)  wird  also  dor  Totalitat  der  Punkte  (w  +  Jt)  des  Gebietes 

It,,  oiuo  mil  Ej,  xu  be/oiclmondo  Totalitat  von  Punktsystemen  cit  •••,«,  zugeordnet. 
Nituint  dio  v<krilndorlicho  pomtive  QrOBo  IF  ab,  so  treten  xugleich  Punktsystemo  «t,  ..-,«, 
auH  dor  Tofeilitftt  E7/  aus. 

J5u  jotlom  in  2"  liegondou  System  von  jp  Punkten  oxistiert  unter  den  p  +  1  zu 
Aufang  koiiBtru'HH-toii  Kroisflftohcnaystoraen  K^,-",K^\  »-i,i,  •,*+!,  wenigstens  eines, 
w«lclnw  koiium  (Honor  Punkte  onthali  Ea  lasson  sich  daher  die  samtlichen  in  Es  ent- 
haltonou  FnnktHyBtcmo  «„•••,  «P  dorart  iu^  +  1  Qruppen  Ej?,  r.j.s.-.p+i,  ordnen,  dafi 
dio  Uruppo  E$  aiiHHchlioBlich  PuuktHystenie  alt  ••-,«„  enthalt,  welche  auBerhalb  des 

AiwJ  •  •  -,  A',W  Ucgon,  und  es  ist  damit  die  TJntersuchung  der  in  E* 
PunktHystome  «„••-,  ff  auf  dio  Untersuchung  der  in  der  Oruppe  E^  ent- 
lutltoncm  Punkt«yHti«n«  eit  •••,«,  xurtlckgofuhrt. 


Mt,  II.  86 
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Man  elimimere  nun,  unter  v  erne  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  ---,jp  +  l  verstehend, 
aus  den  Gleichungen  (25),  (28.),  (29)  die  Grofien  w,  h  nnd  brmge  die  so  entstehende 
Gleichung  in  die  Form: 

/n=p  p*1        ?=f  ft*    \      /P=P  /**        ."=?  fr    \ 

Gs  /*• +,-s  /*•) "  C-i  /*•  +£  J  *0  • 


Da  diese  Gleichung  die  Kongruenz: 
(81) 


nach  sich  zieht,  so  existiert  nach  Pruherem  zar  Flache  T  eine  Funktion  ^(^),  welche 
fur  den  Fall,  daJJ  die  beiden  Punktsysteme  il9  -  -,  sf9  df}>  *  •  •»  4"°  und  fii»  ' '  '>  ai»»  ^  ' '  >  ^ 
keinen  Punkt  gemeinsam  haben,  das  erste  Punktsystem  als  System  der  oo^Punkte,  das 
zweite  als  System  der  O^Punkte  besitzt,  welche  dagegen  far  den  Fall,  daB  die  beiden 
Punktsysteme  emen  Teil  gemeinsam  haben,  das  von  dem  ersten  Punktsysteme  nach 
Entfernung  des  gememsamen  Teils  tibrigbleibende  Punktsystem  als  System  der  oo^Punkte, 
das  von  dem  zweiten  Punktsysteme  nacb  Entfernung  des  gememsamen  Tails  tibrig- 
bleibende  Punktsystem  als  System  der  O^Punkte  besitzt.  Diese,  bis  auf  emen  konstanten 
Faktor  bestimmte,  Funktion  A(z)  kann  man  nach  dem  in  Art.  9  cles  fiinften  Abschmtts 
erhaltenen  Eesultate  unter  Verwendung  der  zu  Anfang  dieses  Artikels  gewahlten,  das 
Punktsystem  it,  •  •  •,  ef9  rji9  •  -?  ^^  als  System  der  charaktenstischen  Punkte  besitzenden 

Funktion  §^  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 


(32.) 


darstellen,  bei  der  £1?  ••  ,  &P9  c1?  •«  ,  c$  von  »  unabMngigo,   dor  liodingung  ^^-0 

//  i 

unterworfene  GroBen  bezeichnen-  Die  2p  JConstanten  Si7  •  ,  Qfl,  clf  -  •,  c7>  Hind  m  dom 
Falle,  wo  das  Punktsystem  rj^  •  -,  i^.s,  at,  -•,  *9  koine  sfiusainiuonfiillondon  Punkto  ont- 
halt,  durch  die  3#  —  1  Gleichungon: 


fiml 
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4" 


n 

0, 


(35.) 


+ 


verkmlpft,  wobei  jedoch  zu  beachten  ist,  daB  fur  o  =  1,  2,  •  ,p  an  Stelle  der  aten  Gleichung 
des  Systems  (34)  die  Gleichung  £0  =  0  tntt,  wenn  der  Punkt  a£°  mit  dem  Punkt  $$ 
ziasammcnlallt.  Befinden  sich  dagegen  iu  dem  Punktsystem  TJI?  ,  ^-8,  «i,  •••,  ^  Gruppen 
znsaininenlallcmdor  Punkte,  kommt  also  etwa  ein  Punkt  j=  5-mal  vor?  so  treten  in  den 
Gloichungensystemen  (33,),  (35.)  an  Stelle  der  s  dieser  Gruppe  entsprechenden  Gleichungen 
dio  6'  Gloichungon: 


and  OB  Bollen  /Aigleich,  wenn  der  Punkt  g  s'-mtil  co^/<«)  im  Punktsystem  et,  •••,  «p  vor- 
komml,  di(5  s'  don  Werten  cr  —  1,  2,  •  -?  sf  entsprechenden  Gleichungen  dem  Systeme  (35.), 
die  Ubrigon  «  —  «'  dem  Systome  (33  )  zugeteilt  werden.  Welche  Form  aber  auch  im 
oiiwolnon  Italic  dio  2jp  -  1  Gloichungen  (33.)  und  (35)  haben  mogen,  sie  sind  wegen 

iHiii^i0*"'^*/!0)*"^  immor  linear  unabhangig  und  bestimmen  daher,   dem  vorher  Be- 
IM 

ent  (misprochond,  die  2jp  Konstanten  Q,  c  bis  auf  emen  konstanten  Faktor.    Um 

on^i^uitcn)  vollHtAndig  /.u  bostimmen,  sollen  sie,  nachclem  man  sie  mit  Hilfe 
ihrcw  Moduln  &  o  m  die  Form  fi^-S^^1,  ^-o^e^1  gesetzt  hat,  schliefilich  noch  den 
BcuHngungon: 


8JP  , 


=  0  (mod  2«) 


uni^rworfon  wc^rdon. 

Dio  Modnln  SJ  dor  Grofion  S  konnen  durch  Ycrklemerung  dor  positiven  GroBe  H 
HO  klohi  gotniic-hi.  wordon,  wio  man  will.  Um  dieses  oinzusehon,  beachte  man  zunachst, 
daB  for  dio  in  dor  tf™  (Uoichung  tlos  Systems  (34.)  vorkommenden  Derivierten  von  P 
die  Kntwicklungon  : 


+  41  «  -4V))  +  41  «  -  ^v))8 + 


"~<tn<f> 


' 


+ 


-      + 
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gelten,  wobei  die  Koeffizienten  d%\  nur  von  der  Grofie  d$\  die  Koeffizienten  e®Qn  nur 
yon  den  GroBen  d(*\  d(^  abhangen,  und  daB  daher,  wenn  a^  gegen  d^  konvergiert,  der 
die  hnke  Seite  der  genannten  Gleichung  bildende  Ausdruck: 


bei  dem  wegen 


2p  keiner  der  Koeffizienten  S;  c  seinem  Modul  nach  die 


Zahl  2p  uberschreiten  kann,   unendlich  werden  wurde  wie  —  a(V}  _^_  d(V]  ,   also  mcht  den 

Wert  Null  behalten  konnte,  wenn  mcht  die  GroBe  S?  zugleich  mit  a(*}—d®  gegen  Null 
konvergieren  wurde.  Beachtet  man  nun  nocb,  daB  man  durch  Verkleinerung  der  posi- 
tiven  GroBe  H  die  GroBen  7^1?  ,  hp  und  damit  auch,  den  Gleichungen  (27.)  zufolge,  dio 
p  GroBen  mod(^v)—  d(*}],  §=1,2,  ,*,  so  klem  machen  kann,  wie  man  will,  so  erkennt 
man  schheBlich,  daB  man  nach  Vorgabe  einer  beliebig  Jdemen_  positiven  Zahl  ^  die 
GroBe  S  stets  so  klem  nehmen  kann,  daB  die  Moduln  £1?  -  •,  S^,  fur  alle  m  Betracht 
kommenden  Wertsysteme  /^,  -  •  •,  \  unter  d  liegen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  soil  jetzt  das  Verhalten  des  auf  der  rechten  Seito 
der  Gleichung  (14)  stehenden  Ausdrucks: 


(37.) 


;\r 


>'ft 


fiir  die  der  Gruppo  Eg?  angehOngon  PunktsyBtemo  f !,••-,  fy  untorfiucht  wonlc^iu  KB 
empfiehlt  sich,  dieso  Untersuchung  raiulchst  filr  diojomgm  dor  (Iruppo  E(^  ungehflrigon 
Punktsystemo  cx,  •  •  •,  ^  clurclissuffllirou,  wokho  wodcir  Punlcto  01,  cxj  noch  //UHaumuni- 
fallende  Punkte  enthalton.  Zu  dem  Endo  l>oachto  man,  daB  man  far  jodtm  dioHor  unlxs- 
grenzt  vielen  Punktsysiowie  *!,•••,  fy  dom  (UoichuiigonHyHtom  (;)5.)  die  Uastalt: 


(35'.) 
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geben  kann,  dafi  hieraus  die  fur  x  =  1,  2,    •  ,  j>  geltende  G-leichung. 


(38.) 


/<=! 


ds 


de 


folgt  uud  daU  (lurch  passendc  Verbindung  der  Gleiclmngen  (37.),  (38.)  die  G-leichung: 


94 


dufr 


du*/ 


(x    J,»,      ,10 


X 


e 


;,    Die  uuf  dor  rechten  Seito  dieser  Gloichung  als  Faktor  von  S^  stehende,  mit 
s  r^)  KU  beascriclmondo,  Funktion  dor  komplexon  Veranderlichen  «!,•••,«,>  wird  bei 
lig  fr<Ji  in  2"  bowoglichon  Punkfem  «t,  -  •  -,  a^  nur  dann  unendlich,  wenn  irgend  welche 
dor  Punkto  e4,  *•  •>  ^  aich  doni  fosttm  Punkte  rfW  unbegrenzt  nahern,  und  sie  hat  daher  fftr 
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jedes  der  hier  in  Betracht  kommenden  Punktsysteme  e1(  •  ,  ep,  die,  als  der  Gruppe  Eg 
angehong,  samtlich  auBerhalb  der  mit  dem  festen  Eadius  r  um  den  Punkt  d£>  abge- 
grenzten  Kreisflache  K(*}  liegen,  einen  endlichen  Wert.  Dementsprechend  lafit  sich  eine 
positive  Zahl  $M  von  der  Art  angeben,  daB  fur  jedes  dieser  Punktsysteme  «„  •  -,  af 
die  Beziehung  mod  Fjpfa,  •  •  •,  ep)  <  ^M  &«-»,«,  ,*)  besteht,  und  die  Gleichung  (39.)  liefert 
dann  fur  mod  Qfa,  •  ,  ef]  die  fur  %  =  l,  2,  -",p  geltende  Beziehung. 


(40)  5,  mod  <?(*,.   •>^) 

Durch  Addition  der  p  aus  dieser  fur  x  =  1,  2,  •  •  ,p  hervorgehenden  Ungleichungen  erhalt 


man  endlich  unter  Benutzung  der  Gleichung  J£cy  =  2p~2  %t»  die  Beziehung: 

X  =  l  jU  =  l 


(41.)  kp  -  5\)  mod  Qfa,  -  -  ,  ej  < 

v  \          ^  =  1     / 


Beachtet  man  nun,  da8  nach  vorher  Bewiesenem  durch  Verldemerung  von  U  die 
G-rofien  S  so  klein  gemacht  werden  konnen,  wie  man  will,  so  erkennt  man  aus  der 
zuletzt  gewonnenen  Beziehung,  daB  dex  Wert  von  Q(si9  •  •,  sp)  zugleich  nut  H  fttr  alle 
der  G-ruppe  E^  angehorigen  Punktsysteme  slt  •  •  ,  ef  der  charakterisierten  Art  gleich- 
mafiig  gegen  Null  konvergiert. 

Die  noch  ubrigen  der  G-ruppe  E$  angehongen  Punktsysteme  ^,  •  •,  ^  unter- 
scheiden  sich  von  den  eben  betrachteten  dadurch,  dafi  sie  Punkte  a,  <x>  oder  zusammon- 
fallende  Punkte  enthalten  Zu  einer  und  derselben  Art  mogen  diejemgen  dieser  Punkt- 
systeme  gerechnet  werden,  welche  das  den  Punkt  &Q  (<»=i,9,  ,o  m(J-mal  und  den  Pnnkii 
oo,  (x=i,2,  ,2)  ^x-mal  enthaltende  Punlrtsystetn  at,  •••,«!,•  •  ,  ar>  •  *  •>  a/?  °°i>  •  *  *>  °°j»  •  i 
ooff,  •  -,  oo  ff  als  Bestandteil  besitzen  und  bei  denen  der  noch  ubnge,  kenien  der  Punkto  a,  oc 
mehr  enthaltende,  Teil  aus  t  Gruppen  zusamrnenfallender  Punkte  imt  den  HaufigkoitH- 
zahlen  5J?  •  ,  st  beziehungsweise  besteht.  Dabei  ist  danu  n^+  ••±mt  +  nl+*  H  wv 
+  s1-l  -----  h^5^^  Die  Zahlcn  m,  n  konnen  auch  s&mtlich  dcu  Wort  0,  die  Zahlon  .s- 
sfimtlich  den  Wert  1  haben,  ausgeschlossen  ist  nur  das,  die  schon  vorher  botnichtoto 
Art  von  Punktsystemen  ei9  •  %  sp  charakterisiorende,  Wortsystem  wt  0,---,m,  --0,  u{  0, 
...?  w,»0,  Si^l,  ••,  ^=-1.  Dafi  die  Anzahl  der  so  unlerschiodonen  Arton  onufc  (uul- 
liche  ist,  leuchtet  unmittelbar  CHL 

Die  vorher  durchgefiihrte  Untersuchung  lafit  sich  mm  wit  goringon  Andorungon 
auf  jede  der  ebon  unterschiodonon  Arten  von  zur  flruppo  Eg  g(»hOrigon  PunktHy«(Ktt»i«n 
tibertragen,  Wird  auch  der  Ausdruck  Qfa,  •••,  ^)  fttr  die  IMnktsyntoino  oinor  Holohoti 
Art  zunachst  unbestimmt,  so  liefert  er  doch,  indem  man  jodoB  donirtig<^  Vi 
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als  Grenze  ernes  Systems  der  vorher  betrachteten  Art  auffaBt  und  unter  Zuhilfenahme 
von  Beihenentwicklungen  zur  Grenze  ubergeht,  einen  bestimmten  fur  die  betreffende 
Art  charakteristisclien  Ansdruck,  bei  dem  an  Stelle  der  ursprunglichen  Determinante 

-37-    -    -jj-  eme  Determinante  steht,  deren  (>te  Zeile  die  m±  +  •  •   +%+%  +  •-   +  nq 
1  u 


.        , 

"5l  "  ~"  '  "31T  m  r  ange^ebenen  Reihenfolge  enthalt. 
Fur  dicso  Uoternunante  ergibt  sich  aber  aus  dem  im  vorliegenden  Falle  an  Stelle  des 
Gloiclmngssystems  (35.)  tretenden  System  die  der  Gleichung  (38  )  entsprechende  Gleichnng, 
and  m  entsteht  dann  durch  Verbindung  dieser  letzteren  Gleichung  mit  dem  fur  (?(*i>  "  ,  «,) 
oriuittoltcui  Ausdvuck  die  im  vorliegenden  Falle  an  Stelle  von  (39.)  tretende  Gleichnng. 
Von  ihr  aus  gclangt  man  durch  die  fruher  angewandte  SchluBweise  schlieBhch  wieder 
KU  don  Jiraiolnmgen  (40.),  (41.)  und  damit  zu  dem  Resultat,  daB  derWertvon  Qfa,**  ,  sp] 
zug1<uch  nnl  11  ftir  allo  dor  Qruppe  E£>  angehongen  Punktsysteme  e±,  •  ,  ep  der  hier 
b(iinu;ht(Aon  allgoinoinon  Art  und  daher  auch,  da  die  Anzahl  der  unterschiedenen  Arten 
oino  ondlicbo  ist,  ftir  allo  der  Gruppe  Eg}  uberhaupt  angehongen  Punktsysteme  £1?"  ,cp 
gloiclnuiiliig  gogou  Null  konvorgiert. 

Da  die  vorstohcndo  Untorsuchung  iilr  jede  der  $  +  1  Gruppen  E^,  ^=1,2,  ,i»+i, 
gilt,  BO  ist  (hinut  auch  bewicson,  daB  der  Wort  von  Qfa,  ••  -,  sf)  zugleich  mit  E  fur 
itllo  dor  Totalitat  E7Z  atigolKivigon  Punktwysteme  ^,  •  ,  ^  gleichmafiig  gegen  Null  kon- 
vtTgiorL  Iioucht.(A  man  dann  uoch,  daB  dio  Punkte  %,••  ,cf  mit  den  GroBen%+ft19  •, 
Wj-i  hit  durch  die  (lloichmig  (2J).)  odcjr,  was  dassolbe,  durch  eino  Gleichnng  von  der  Form: 


r«l 


?  fl  du,-9JSg'v(*fv--tijni, 

l7'  ''=1 


boi  dor  dio  //,  A'  gansse  Zahlon  bozeichnon,  verknilpft  smd,  und  daB  dementsprechend 
aaf  (Irund  dor  (Jloichungoa  (22.),  (15.),  (14),  (37.)  die  Beziehung: 


f"3>    .  \     ft'-'f/t'- 

-2>4'-V  1-27  27 

t'l  /     ,""1  /f-1 


HO  orkomit  man  Bchliefilich,  diifi  auch  dor  Ausdruck 

hoi  d(«n  At,  •  •  •,  A,  Irgond  wolcho  ihron  Moduln  nach  die  positive  Gr66e  J/  nicht  flber- 
komj)l«xo  (IrOflen  beswicknon,  mit  //  gegen  Null  konvergiert,  odor,  was  das- 
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selbe,  da8  die  im  Bereich  W-W  durchweg  stetige  Funktion  E(e,  wit-  •,  »,)  auch  noch 
fur  jeden  der  Mannigfaltigkeit  W  angehorigen  Punkt  (w)  =  (w)  des  Raumes  W  stetig  1st. 
Im  AnschluB  an  die  vorstehende  Untersuchung  moge  hier  noch  bernerkt  werden, 
dafi  die  fur  irgend  einen  von  den  Punkten  a,  <x>  verschiedenen  Punkt  e  der  Flache  T' 
gebildete  Derivierte  3E(e'v*>g  '^  als  Funktion  von  wlt  ••  ,wf  betrachtet  ebenfalls  fur 
jeden  der  Mannigfaltigkeit  W  angehorigen  Punkt  (w}  =  (w)  des  Raumes  W  stetig  ist  Man 
erkennt  dieses  ohne  Muhe,  wenn  man  beachtet,  daB  der  aus  der  Gleichung  (42.)  fur  die 
Derivierte  8J»'^»  +  ^  .g>+*J  ^\  ergebende  Ausdruck  die  GroBe  Q(elt  •  ,  sp)  als 
Faktor  enthalt,  also  ebensowie  E(z,w^  +  \,--  ,  wp  +  hp)  mit  E  gegen  Null  konvergiert, 
und  dafi  die  Derivierte  ajg(*'^;  '^}  wegen  der  fur  jeden  Punkt  *  der  Flache  T'  gel- 
tenden  Gleichung  E(e,  wlt  •  ,  wp]  =  0  den  Wert  Null  hat 


Man  verstehe  unter  v±9-  ,vf  $  unabhangige  komplexe  Veranderliche  und  ordno 
zur  Brzielung  einer  kurzeren  Ausdrucksweise  dem  Wertsysteme  vl  =  v(p  +  4%,  -  -  •, 
v  =vW  +  vfh  denjemgen  Punkt  (v)  ernes  2#>-dimensionalen  Eaumes  F,  der  die  2#>reellen 
GrroBen  4X),  <42);  -••;  v(^9  vf  zu  Koordinaten  hat,  als  Korrespondenten  zu  Der  Gesamt- 
heit  der  Wertsysteme  vi9  •  ,  v9  entspricht  dann  die  Gtesamtheit  der  Punkte  (v)  des 
Raumes  7  Das  System  (v)^vt\-  \vf  kann  man  nach  Wahl  eines  Punktes  0  der 
Flache  T  immer  in  der  durch  die  Gleichung: 

i*** 9         w  r*'_         _   ,       ,         /«y  „      /'jy 
(43)  ^|   --|«f-t«!- 

oder,  was  dasselbe,  in  der  durch  die  Kongruenz. 
(43'.) 

bestimraten  Form  darstellen,  bei  der  si9  -  •,  ^  Punkte  der  Flacho  T  bo/eiohuon.  Diono 
Darstellung  ist  zugloich  die  einzige,  wenn  iftn.^,,  •••,  ep)*» p  isl;  far  iWm(^, -••,  «^)<jp 

dagegen  existieren  unbegronzt  violo  Darstollungon,  und  dieso  wor<lc%n  durch  dio  mil 
el9  •  •  •,  «p  aquivalenten  Punktsystomo  golieteri  Auf  Grand  dor  vom'hiedonon  Dar- 
stellungen  von  (v),  dio  entstohon,  worm  man  filr  &  andort^  uud  andoro  Tuukt^  d<n* 
Flache  T'  wahlt,  sollen  nun  in  bessug  auf  das  System  (v>)  dio  fblgemlcm  boi<lon  Kftllo 
unterschieden  werden. 
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Erster  Fall:    Das  System  (0)  ^st  so  beschaffen,  da/3  etne  Darstellung 


existiert,  lei  der  SftH.fa,      •,  ep}=p  ^st 

Liegt  dieser  Fall  vor  und  fallt  zudem  keiner  der  Punkte  819--,8f  mit  dem 

Punkte  s  zusammen,  so  besteht  auch  fur  jede  andere  Darstellung  (0)  =  (w°'  —  J§V"  —  k]  die 

\       /i=i  / 

Boziehctog  9t|i|(si,-'-,fy)-jp  und  keiner  der  Punkte  s{,    •  ,  e'f  fallt  mit  dem  Punkte  0' 

Huaaimnon.   Ware  nkmlidh  9t|ii(ei,  •   ;8f)<p,  das  Punktsystem  s[9  -  •  •,  4  also  ein  ersetz- 

baros,  so  liofie  sicli  em  den   Punkt  8'  enthaltendes  Punktsystem  tf,  5a,     -,  ^  von  der 

/  j.i=$    \       /        /*=P     \ 
Art  bestimmon,  daB  die  Kongruenz  (  ^  M*t*\  =  (u*  +  J?  u*f>)  erfilllt  1st,  und  es  wurde 

V  =  l         /  \  /i  =  2         / 

Hich  (hum  aus  dioser  Kongruenz  und  den  boidon  in  Eede  stehenden  Darstellungen  von  (^) 

(/<  =p          \  /  /(  =jp          v 

£  uefl  )  =  (  w*  +  J5?  ^      ergeben. 
/*«!         /  V  /j  =  2        / 

(i"-P        \  /  H=P        \ 

^  iff  I  =  (uz  +  ^  u^  I  wurde 
/««=!         /  \  ^  =  2        / 

man,  wolchon  Wort  9iii|(«i,  ••  ,  cl)  a'uc^  haben  mag,  durch  Elimination  der  QroBen  v 

IM 
SUIH  <Ion  bo'ukw  in  Iicd(^  Htohondeu  Darstollungen  von  (V)  erhalten,  wenn  em  Punkt  s, 

oiwa  6'i,  nut  dom  Puiiklo  x;'  /usaruinonliolo.  .lode  der  beiden  letzton  Kongruenzen  steht 
abor,  da  kehuu*  dor  PunkU^  «,,  ••  ,6^  mit  dom  Punkte^  zusammenlallt,  nn  Widerspruch 
mit  dor  Voraussot/ung  iMni  (e19  •-  •,  ep)^p}  da  diese  das  Punktsystem  et,  -  •,  ^  &ls  ein 

nichi  orHc^baroB  oharakiorisiort 

Fftllt  dagogcm  bei  dor  filr  (v)  vorausgosetzten  Darstellung  einer  der  Punkte  8l9  •-,  a^, 

(^fflj)  V 

w''  —  ^  wp^  —  &  )  irgend  erne  z  weite 
^s:!  / 

Darntollung,  BO  bontoht,  wio  durch  Elimination  dor  QroBen  v  aus  den  beiden  Darstellungen 
Hich  c^rgibt,  di(^  Kongruonz  f^VM  (^  +  ^^'j.  Nun  beachte  man,  daB  nach  dor 

V-    I  /  \  /«»-a  / 

VoniUHHC'tssung  9tm  fa,  •••,*.,)   J^,  also  8*111  («ji,"-,e^-jo-l  ist  und  daB  infolgedessen 

|t|  IH 

Wm(^»  *i»*'-»tyj  nur  (larln   oinon  unter  JP  Hegenden   Wert  und  %war  den  Wertjp-1 

N 
bat,  wonn  if  cm  Punkt  deB  ssa  *,f  •  -,  ^  gohOrigen  einzigen  Eestpunktsystems  ^,  -  -  ,  ^.x 

oinor  Funkticm  4^  int    AUH  der  lotzten  Kongraen/,  erkennt  man  dann,  dafi  fdr  alle 

{iS 

DarHtollungwi    (0}      (tf'  -  ^TV^  -  •  Jc]    dos   Systems  (v),   bei  denen  /  mit  kemem  der 

\       /<  -i  / 
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Punkte  TJX,  •-  ,  ik_t  zusammenfallt,  die  Beziehung  9^  (e(9    •  ,  <Q=#   besteht  und   das 

Punktsystem  4,     •,  ap  mit  dem  Punktsystem  *',  £2,    •  ,  a,  identisch   1st,   daB   dagegen, 

wenn  g  sich  mit  einem  der  Punkte  %,    ••,%,_!  deckt,  Stmfci,    •  •,  4)==^~"1  ^st- 

|i| 
Zweiter  Fall:    .Das  System  (V)  ssi5  so  lesckaffen,  da/3  nur  Darstellungen 


exist^eren,  lei  denen  9tiu(«i,    ••?« 

M 
Em  jedes  zum  zweiten  Fall  gehorige  System  (V)  soil  im  folgenden  mit  (v)  be- 

zeichnet  werden  Die  diesen  Systemen  entsprechenden  Punkte  (V)  bilden  im  2jp-dimen- 
sionalen  Raume  V  eine  Mannigfaltigkeit  yon  nur  2^  —  4  Dimensionen,  wie  man  unmittel- 
bar  aus  dem  zu  Anfang  des  Art.  2  uber  die  Mannigfaltigkeit  W  Bemerkten  erkennt. 
Die  nach  Ausscheidung  der  Mannigfaltigkeit  V  ubngbleibende  2j?-dimensionale  Mannig- 
faltigkeit soil  mit  V—V  bezeichnet  werden. 

Nach.  diesen  Vorbereitungen  gehe  man  jetzt  auf  die  for  jeden  Punkt  (w)  des 
Raumes  W  geltende  Gleichung  (22.),  bei  der  die  GroJSen  w^  ••  ,  wf9  el9  •,  e^  durch  die 
ihr  vorangehende  Gleichung  (Q-.)  verknupft  sind,  zuruck  und  fuhre  darin  an  Stelle  der 
GroBen  wl9  •  •  •,  wp  GroBen  vly  •  •,  vp  vermittels  der  Gleichung' 

(44.)  w,  |  -  -  •  |  wp  -  u{  -  <i\  -  \  |  -  -  -  1  u;  -  'i  ^  -  kp 

ein.    Man  erhalt  dann  die  Gleichung. 


(45-) 

bei  der  die  Grofien  vl9  •    ,  ^  mit  den  GroBen  09  el7    •  ,  ^  durch  die  Gleichung: 
(46.)       v,  |  -  -  1  0,  -  «I  -  2V  +  ^^^i,  +  M»'  -  *i  |  •  '  |  ^  -  2V  +  2^^v  +  *,yrt  -  A, 


verkmipft  sind.  Die  so  entstandene  GroBe  F(s,vl9  -  -,  ^)  soil  jetzt  als  Funktioii  dci 
jp  +  1  unabhtogigen  Veranderlichen  0,  ^,  -  •  ,  ^  naher  untersucht  werden. 

Die  GroBe  .F(#,  r1?  •  -  -,  ^)  1st  far  jedes  System  ^,  •  •  .,  vf  von  j0  unabhftngig.  FQr 
den  Beweis  dieser  Behauptung  hat  man  die  folgonden  Mflglichkeiton  HU  untt^HcJu'iclon. 

Es  liege  zunitchst  ein  zum  ersten  Palle  gehOriges  System  (v)  von  dor  Art  vor, 

daB  bei  jeder  der  Gleichung  (40.)  entsprechenden  Darstellung  des  Systems  (?»)  JR.  n  («,,.-,  ^)    ;> 

N 
ist,  oder,  was  dasselbe,   daB  far  jedes  *  das  dem  Systeme  («?)  auf  Grand   dor  (Hoi- 

chung  (44.)  entsprechende  System  (t^)  dem  Bereich  W-W  angohflrlu     fioachi^l   man 
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dann,  daB  nach  dem  am  Schlusse  von  Art.  5  ansgesprochenen  Satze  fur  jeden  Punkt 
*',wL9  ,wp  des  Gebietes  [T',W-W]  die  GroBe  E(t',Wi,~  ,wp]  erne  Funktion  der 
p  +  1  komplexen  Yeranderlichen  2',  wiy  •  ,wp  ist  und  der  Differentialgleichung  (24)  ge- 
nugt,  so  erkennt  man,  daB  die  auf  Grand  der  Gleichungen  (44.),  (45.)  gebildete  Deriyierte: 

/ 

V 


as 


fur  jeden  Punkt  /  der  Flache  T'  den  Wert  Null  besitzt,  oder,  was  dasselbe,  daB  die 
Fiinktion  1<\2,  vjj,  ••  ,  vp)  fur  jedes  System  (v]  der  in  Hede  stehenden  Art  von  &  unab- 
h&ngig  ist 

Liegt  (lagogen  oin  zum  ersten  Falle  gehoriges  System  (v)  von  der  Art  vor,  daB  mcht 

boi  joder  dor  (H^chiing  (46.)  entsprechenden  Darstellung  des  Systems  (??)  3ft,i«(e1?  •  ,  O  ^jp 

hi 
int.,  HO  lUlli  uacli  doni  beim  ersten  Falle  an  zweiter  Stelle  Bemerkten  in  der  Gleichung  (46.) 

cmtwodor  (unor  dor  P  ankle  ^,  •  •  -,  ep  mit  dem  Punkte  ^  zusammen  oder  es  ist  91,  t  .  (si  ,     ,  e^)  <jp, 

|i| 
HodaB  also  ffir  jodoH  dem  Systeme  (^)  entsprechende  Punktsystem  ^,  tx,     ,  sf  die  GroBe  6^, 

wolcho  in  dor  die  Funktion  F  dcfimerenden  Gleichung  (45.)  vorkommt,  den  Wert  Null 
hat.  KH  bontoht  dahor  fQr  jodoa  Punkt  g  der  Flache  Tf  die  Gleichung  F(g,  vl9  •••,  ^)  =  0 
utid  <»,H  Mi  deiruuioli  die  Funktion  F(s,  v^9  •  •  -,  ^)  auch  fur  jedes  System  (v)  der  jetzt 
in  Kodo  Hlohonden  Art  von  ^'  imabhlingig. 

Liopfi.   (uulhch  oin  zutn  sweiten  Falle  gehOnges  System  07)  =  ('^)  vor,  so  gehort, 
uuc/h  #  gowfthlli  sein  mag,  das  ihm  auf  (jrund  der  Gleichung  (44)  entsprechende 
(ui)  unmer  dem  Bereiche  W  m  und  es  besteht  deronach,  da  fur  jedes  System  (w) 
w^  •  •  •,  «?p)  *  0  ist,  fftr  jodos  System  (/")  die  Gleichung  F(#9  v±,   •  •,  ^,)  —  0. 

J)amit  int  bewiosen,  daB  die  GroBe  F(s,  vl9  -  •,  v^  eine  nur  von  den  GroBen 
9r^  abhangigo,  mit  Cr(^|"-|^)  zu  be55eichnende;  Funktion  ist,  und  es  kann  daher 
dies  (lloichung  (45.)  durch  die  Gleichung: 


wnrdoiu    Far  die  so  definiorte  Funktion  Gfa  \  -  •  •  |  ^)  ergeben  sich  nun  die  folgen- 


don 

Die  Funktion  Gfa  \  -  -  *  |  »p)  ist,  da  ]£(*,  wl9  •  -  •,  w,)  fflr  jeden  Punkt  a,  wly  <•  •  -,  wp 
des  (Hebiet(^H  ['/",  W\  einwertig  und  bei  endlichen  wi9  ••-,  w,  auch  stetig  ist,  fdr  jeden 
Punkt  (f>)  dm  ItauiuoH  K  einwertig  und  bei  endlichen  i?t,  •  •  *,  ^  auch  stetig,  Ist  speziell 
(<;)  .«  (ti),  gc»hflrb  al«o  der  Punkt  (t;)  der  Mannigfaltigkeit  V  an,  so  besteht  nach  dem 
Hoebon  fflr  tf(s$  t?lf  *  -  -,  ^)  Bewie«enen  die  Gleichung  tf^l  •  •  •  |^)  «  0, 
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Die  Funktion  Gfa  \  •  -  -  [  vj  besitzt  fur  jeden  Punkt  (v)  der  Mannigfaltigkeit  7-7 
Derivierten  nach  v»  -  ,  vp.  Zu  einem  solchen  Punkte  (v)  kann  man  namlich  nach 
dem  beim  ersten  Falle  Bemerkten  immer  auf  unbegrenzt  viele  Weisen  einen  Punkt  a 
der  Flache  T  von  der  Art  wahlen,  daB  der  dem  Punkte  (v)  auf  Grund  der  Gleichung 
(w)«(ws  — v  — A)  entsprechende  Punkt  (w)  der  Mannigfaltigkeit  W-W  angehort  und 
demnach  die  durch  die  Substitution  (w)  =  (u3  -  v  -  i)  m  <%)••  |^)  ubergehende  Funk- 
tion E(g,  wl9  •  ,  w^  Derivierten  nach  wl9_-  -  ,  wp  besitzt,  deren  Werte  durch  die  Formel  (21 ) 
geliefert  werden  Es  besitzt  also  auch  <%  |  •  •  •  \vp]  fur  den  in  Kede  stehenden  Punkt  (v) 
von  7-7  Derivierten  nach  vl9  ••,  vf,  die  durch  die  Grleichungen. 


(48) 

V  V 

geliefert  werden  __ 

Die  auf  irgend  einen  Punkt  (v)  der  Mannigfaltigkeit  7-7  bezogenen  Derivierten 

££     .     |?  konvergieren,  wenn  der  Punkt  (v}9  ohne  aus   7-7  herauszutreten,  gegen 

OV^  0V- 

einen  Punkt  (v)  von  7  anruckt,  samtlich  gegen  Null.  Zum  Beweise  dieser  Behauptung 
beachte  man  zunachst,  daB  die  GroBe  G(VI\  -|^)  durch  die  Substitution  (*>)  — («f  — w  — ft) 
in  Ufa  w^  -  -,  t0p)  ubergeht,  und  daB  mfolgedessen  fur  jeden  Puiakt  (?;)  von  7—  7 
und  jeden  von  den  Punkten  a,  oo  verschiedenen  Punkt  0  der  Flache  T'  die  Gleichung: 


dz 


0V, 


dz 


besteht    Nun  wahle  man  im  Innern  von  Tf  irgend  p  untereinander  und  von  den  Punkten 

a,  oo  verschiedene;  der  Bedingung  $tn\(^\  •  •  ,  2(p])  =j?  genugende  Punkto  s(l\  sP\  -    ,  2(p\ 

|i|          M 
setze  fur  ?- 1,2,    -  ,jp  zur  Abkilraung  (u°   -t;-/,)-  (wW),    E(W,  w$\  •   . ,  w($>)  *~  E(«\ 

lasse  alsdann  in  der  aufgestellten  Gleichung  an  Stelle  des  Punktes  8  clcr  Jleiho  nacli 
die  Punkte  #(1),  -   -7  ^  treten  und  lose  endlich  das  so  entstehende  System  von  ;;  (Hoi- 

A  ^7  r\  /7 

chungen  nach  den  GroBen  J~,      ,  |^  als  Unbekannten  auf     Man  erhiilt  clann  die  ftlr 
9  —  17  2,  -  •  ,  j9  geltende  Gleichung: 


(49.) 


, 


<**<"'    &«<"    d# 
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bei  dei  ^  =  J^-f-J^L-  J^L-  .  .  J^_  ist.  LaBt  man  jetzt  unter  Festhaltung  der  gewahlten 
Punkte  #(1),  ..  ,  £A  den  Punkt  (v)  in  der  Mannigfaltigkeit  F-F  gegen  emen  Punkt  (5) 
von  Fanrucken,  so  rucken  die  ihm  auf  Grand  der  Gleichungen  (w®)  =  (u'(*—v—K)9  9=1,2,  ,py 
ontsprechenden  Punkte  (^(1)),  -  -,  (w(p})  gegen  bestimmte  Punkte  ('S;(1)),  •  •  ,  (w(p})  der  Mannig- 
faltigkeit W  an,  zugleich  konvergieren  die  Grofien  -g^rr,  "'^?5r»  nac^  ^em  am  Schlusse 
von  Art.  fi  Bomerkten,  samthch  gegen  ISTull,  und  es  konvergiert  daher  auf  Grund  der 

(Uoichung  (40.)  auch  die  Derivierte  |^  (<?«=!.»,    .p)  gegen  Null.    Dam.it  ist  die  aufgestellte 

c 
Behauptung  l)ewiosen 

Die  Funktion  $(#i|---|^)  gentigt  infolge  der  fur  H($,WI,    •-,  w^  geltenden  Be- 
xiohung  (23)  der  Gleichung: 


boi  dor  ^?  •  •  •,  ^,  ///^  ---,  /^  irgend  welche  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Aus  ihr  ergeben 
flich,  wonn  man  das  cino  Mai  7^«1,  das  andere  Mai  ^—1  setzt  und  jedesmal  den 
2p  —  1  fllmgen  ganzen  Zahlen  g',  K  den  Wort  Null  gibt,  die  speziellen  Eelationen: 


Ufa  l-oj..  l 

Auf  flnmd  dor  bis  jotzt  ormittelten  Eigenechaffcen  von  ^(^l--  |^)  erkennt  man 
nun,  initc^r  Bcwichtung  don  analytischen  Oharaktors  der  (2p  —  4)-dimensionalen  Mannig- 
(altigkoit  V,  Bimacbst,  dali  0(v(\  •  ••  |^,-i|v()|^+i|  •••  ^)  ^=51'2'  >^?  wie  auch  die  Werte 
'''*»  •  •  •»  i\  M  VQ  HX?  *  •  *•>  V*  gewfthlt  soiu  mOgon,  eine  einwertige  und  bei  endlichem  ^  auch 
Hti<rf.igo  KunktioM  dor  komplexon  Vorftnderlichen  t?e  ist  und  dafi  daher  nach  einem  von 
I  form  fr\  llAimxm  bewicHonon  Sake*)  (r(^|-  -|^)  eine  einwortige  und  bei  endlichen  v 
Mich  ntotigo  Funktion  dor  p  unabhangigeu  komplexen  Verilnderhchen  vl9  •  •  •,  vf  ist.  Da 
dio  Funktion  <V(/\|  •-•  |^)  abor  auch,  nach  (50J,  m  bozug  auf  jede  der  Veranderlichen 
^,  -•-,  r,  die  Poriodo  ni  bositsst,  so  liifit  nie  sich  fttr  alle  endlichen  v  immer  und  nur 

auf  oino  Woiao  in  der  durch  dio  Gleichung: 

».*p 

ITU*  l-oo 


nt1  1/1*00 


*)  Vgl.  HAETCKIM,  FM  Zur  Tlieorio  der  awalytiaohen  Funktionon  meHrorer  unabMngiger  Verkndeilichen,  ine- 
ttbor  die  Daratelluug  d«molb«a  dutch  Bexhen,  wolohe  naoh  Potenzen  einer  VerHndorliohen  foitsohreiten. 
Aanalen  6»  (1906),  8,  l—B8j  8,  1$. 
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bestimmten  Form  darstellen,  bei  der  die  A  von  v19'-,vp  unabhangige  GroBen  be- 
zeichnen.  Zur  Bestimmung  der  Konstante  Ami  mp  fuhre  man  die  fur  Gr  gewonnene 
jp-fach  unendliche  Reihe  in  die  Gleichung  (50)  ein  und  lasse  auf  der  rechten  Seite  der 
dadurch  entstehenden  Gleichung  im  allgemeinen  Glied  der  Eeihe  an  Stelle  der  Zahlen 
mi,"-,mp  die  Zahlen  mL  +  gly  ,wp+g'p  treten,  indem  man  beachtet,  daB  dadurch 
der  Wert  der  Reihe  nicht  geandert  wird.  Man  erhalt  dann,  da  die  Koeffizienten  von 

rechten  Seite  dieser  Gleichung  denselben  Wert  haben 


mftssen,  die  fur  irgend  2p  ganze  Zahlen 


m 


p, 


,  gp  geltende  Beziehung. 


227 


-  Z!  2 


und  weiter,  wenn  man  g{  =  —  m±  ,      ,  gp  =  -  mp  setzt,  die  Q-leichung: 

H^P  n'=P 
J"]     57  (t>  n  IL'  ?n>u,  wiu,f 

(52.)  <    OT,  =  A    oe-1- 

Tragt  man  den  so  fur  Ami    mp  gewonnenen  Ausdruck  in  die  Grleichung  (51.)  ein  und  setzt 


(58.)  *W..  M-2.  .•- 

m±  as  —  00  Wijrj  =  —  00 

so  erhalt  man  schlieBlich,  wenn  man  noch  zur  Abkurzung  die  Indizes  bei  AQ    0  unter- 
druckt,  fur  Gr(^\   "\v^  die  Grleichung- 

(54.)  tf(^|--|^-^(^l   -l^)' 

bei  der  also  A  eine  von  den  GroBen  v±,  ••-,  ^  unabhangige  Konstante  bezeichnet 

Greht  man  jetzt  auf  die  Gleichung  (47)  zuruck,  ersetzt  dann  zunachst  G(VI\--\V^ 
durch  den  soeben  dafur  erhaltenen  Ausdruck,  alsdann  die  GroBen  ^,  •••,  '^  durch  die 
ihnen  auf  Grund  der  Gleichung  (46.)  entsprechenden  Funktionen  von  0,  e1,  ••-,  cp9  und 
laBt  zugleich  die  ganzen  Zahlen  g,  Ji  samtlich  mit  der  Null  zusammenfallon,  indotn 


man  beachtet,  daB  dadurch 
schlieBlich  die  Gleichung: 


m 


8/' 


(ibergeht,   so  erhalt  man 


(55.) 


G 


ft**  I 


bei  der  dann  A  eine  von  den  Punkton  0,  e^  ••-,  e;,  unabhangigo,  also  nur  von 
schaffenheit  dor  vorgegebenen  (2#  +  l)-fach  zusammonhiingcnden  Plftche  T  und  von  doin 
Oharakter   des   zur    Verwandlung   dieser  Flache  in   eino   oinfach    zusamniotihangonde 
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Flache  T'  benutzten  Querschmttsystems  abhangige  Konstante  bezeichnet  Damit  ist 
aber  die  Riemann'sche  Thetafunktion  gewonnen 

RIEMANN  hat  die  nach  ihm  benannte  Funktion  ^{u^-^e^  \  •••  \^-ep)  ummttelbar 
dadurch  erhalten,  daB  er  in  eine  jj-fach  unendliche  Eeihe  von  der  Form  (53.),  zu  der  schon 
die  Untersuchungen  von  WEIERSTBASS*)  gefuhrt  batten,  an  Stelle  von  a^  (^'=M,  *)  die 
dor  Funktion  ^  far  den  Schnitt  &„,  zukommende  Konstante,  an  Stelle  von  ^  &*-!,»,  ,*) 
die  mit  der  behobigen  Konstante  ^  gebildete  Funktion  u^  -  e^  einfuhrte,  und  hat  dann 
die  Theorie  dieser  Funktion  in  der  zweiten  Abteilung  seiner  ,,Theorie  der  AbePschen 
Punctionen"**)  sowie  in  seiner  Arbeit  ,?Uber  das  Verschwinden  der  Theta-Functionen"**'*) 
<5ntwickolt.  Kino  ausfahrliche  Darstellung  dieser  Theorie  wurde  von  GL  Eosxf)  gegeben 

Dui  Bedoutung  der  Riemann'schen  Thetafunktion  liegt  darin,  daB  man  nut  ihrer 
Ililfo  die  samtlichen  m  dieser  Arbeit  gewonnenen,  bis  jetzt  nur  durch  ihie  Eigen- 
9«lutfton  dt^iniovton  Funktionon  in  ihrem  ganzen  Umfang  durch  die  p  Elementarfunk- 
tionoji  Wj,  wa,  •••,  w;,  uud  deren  Donvierten  darstellen  kann.  Um  diese  Darstellungen 

m  g(*wiimon,  gomlgt  OH,  die  zu  der  ausgezeichneten  Charakteristik  (J'  J)  gehonge  Ele- 
inontavfiuiktion  V 


und  die  zu  emer   beliebigen  Charakteristik  (       ^  gehorigen 
Khmunitarfutildioiu^  wt,  •  •  •,  wp,  P  *    darzustellen,  da  aus  einer  Funktion  P  M  die  noch 

flbrig<ai  /ai  dorflelbon  Oharaktoristik  gehorigen  Elementarfunktionen  f  *  ,  P  *  ,  •  •  •  durch 

Dwivation  <^rlntltoT)  wordon  kOnnen.  Die  Darstellung  der  genannten  Elementarfunktionen 
HoJl  iin  folgondcn  Abschnitt  durcbgoftihrt  werden.  Auf  die  Darstellung  der  JrFunk- 
iioiuni  im<l  dor  /^Funktionon  boi  vorgegebenem  System  der  oo^Punkte  und  teilweise 
vorgogobotiom  Syntoni  dor  (^-Punkto  durch  Quotienten  von  Produkten  gleich  vieler  Theta- 
fuiilciioiion  noil  diigogon  nicht  eingegangon  werdon,  da  schon  RiEMANNff)  die  Theorie  dieser 
Danstollungon  in  allgcnicincn  Zftgon  gogeben  hat?  auch  solche  Darstellungen  vielfach 
von  Hoiwm  Nachfolgorn  durchgefllhrt  worden  sind. 


*)  Vgl  WKIKHH'WIAHS,  </.,  Zur  Tboorie  dor  Aberschen  Funotionen     (Journal  fur  die  reme  und  angowandie 
Maihomatik,  Bd,  47,  H  ^89—800,  8.801) 

**)  (icHammdio  Wwko,  ii.  Aufl.,  B.  127-U2. 
"l**)  (l«Mammolto  Worke,  2.  Aufl-,  S,  212-224 

t)  It<>HT,  (i.,  Thtioria  dor  Jli6maun*Bchen  ThotaiPanoUon    (Leipzig,  Toubner  1901,) 
ft)  IbwtANH,  BM  Theorie  dor  Abelaohon  Functionon.   II,  Art.  26  und  27,    (Gesammolte  Worke,  2,  AuflM 
H,  8H-144)  8.  1  »» 


Achter  Absclmitt 
Darstellung  YOU  Elementarfunktionen  (lurch  die  Riemann'sclie  Thetafanktion. 


1. 

Es  soil  zunachst  die  zu  der  ausgezeichneten  Charakteristik 


gehorige  Ele- 


mentarfunktion  P 


mit  Hilfe   der  Riemann'schen   Thetafunktion   dargestellt  werden. 

Zu  dem  Ende  bilde  man,  unter  #,  %  zwei  beliebige  Punkte,  unter  sl9  •  •  •,  ep  irgond  p  der 
Bedingung  9tm(fii,  -  •  •,  ep)  =p  genugende  Punkte  der  Flache  Tf  verstehend,  das  erne  Mai 

auf  Grund  der  die  Funktion  6r  definierenden  Gleichung  (14),  das  andere  Mai  auf  Grand 
der  Gleichung  (55.)   des  vorhergehenden  Abschnittes    den   Quotienten  der  Funktionen 

Q-l*1     **  ,  Cr  Si  .  **   und  setze  die  beiden  so  sich  ergebenden  Ausdrflcke  einander  gleich. 

Man  erhalt  dann,  unter  Verwendung  der  Abkilrzung  &((vj)  an  Stelle  von  f)ty\\-  \vfl), 
die  fur  jede  Lage  der  Punkte  a,  ^y^,"^£p  geltende  Gleichung: 


0 


9 


und    weiter    aus     dieser    durch    LogaritliDiioren,    unter    Beacbtung    d<w 


-P 


,  die  Gleichung: 


In  (9 


(2-) 


Dabei  hat  man  sich  den  der  positivon  Soite  von  cp  und  der  nogativon  Soito  von  ct 
meinsam  angehOrigon  Punkt  mit  den  Punktcn  sx,  ••-,  ep  (lurch  Schnitto  Jv  ••- ,  ^, 
bunden  zu  donken  (vgl.  Fig.  17  auf  Soite  154  dcs  orston  TeiloR)  und  dio  })(»i(len  Logaritlnium 
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so  zu  bestimmen,  dafi  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Differenz  sich  fur  g «  £  auf 

Null  reduziert    Multipliziert  man  nun  linke  und  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  mit 
•j 

—  —  &u\,  integiiert  alsdann  nach  £  uber  &7  in  positiver  Bichtung  und  summiert  nach  v 

r=j>     /» 

von  1  bis  jp,  BO  erhalt  man,  unter  Beachtung  der  Belation  ^  idu^pni  und  der  auf 

|/=1    €/ 

Soito  101  stehenden  Relation: 


die  Oleichung: 


und  HchliefilLch  au»  cliesor,  mdem  man  die  Punkte  sl9  •  •  •,  sf  rait  einem  und  demselben 
Punkt^  c  dor  Flilche  Tf,  dor  auch  emor  der  Punkte  «7  oo  sein  darf,  zusammenfallen 

lilfid,  <li<^  gowitnwchte,   dio  rar  Oharaktenstik  Q    tf)  gehonge  Blementarfunktion  .P 
darstollondo  Uloichung: 

'  ' 


Kino  zwoito  Darstellung  fiir  die  in  Rede  stehende  Funktion  P  M  erhalt  man, 

indom  man  don  dor  poHitiveri  Seite  von  cp  und  der  negativen  Seite  von  q  gemeinsam 
angohfirigou  Punkt  auch  noch  mit  dcm  Punkte  z  durch  einen  Schnitt  \  verbindet,  als- 

dunti  mit  Jlilfo  dor  llolation  /' *  ~?*^±ni  (vgl.  Formel  (5.)  auf  Seite  116)  die 
Funktion  /y  in  dio  ebon  gowonnone  Gleichung  einfuhrt  und  schliefilich  die  Buch- 
^,  ^  mitoinandor  vortauachi  Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  der  Gleichung: 

AUi/  ^w — jf/w  —  /vyywwy-r  '  "  <£  \a'wvT  ~^  ' 
•f 

Ott 


(5.)  /'  ;    —^  \nt>((^-^-l^^J\^^^ 


hoi  d(^r  auf  dor  rochton  Soite  das  positive  oder  negative  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je 
nochdtmi  dit^  Schnitto  c,  I  \m  oitiom  nogativen  Umlauf  um  ihren  gememsamen  iusgangs- 
puukt  #*0  in  der  Eeihenfolgo  ct>  •  •  v  c^,  /„  1M  odor  in  der  Beihenfolge  CA,  •  •  -?  cp,  lg,  le  aber- 

Hchrittf^n  wc^don. 

i» »,  u  37 
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Bezieht  man  die  zuletzt  gewonnene  Gleichung  das  erne  Mai  auf  einen  Punkt  si7 
das  andere  Mai  aiif  einen  Punkt  e3  der  Flache  T',  setzt  zugleich  yoraus,  dafi  die 
Schnitte  l^,  Ze>  beide  entweder  von  dem  der  positiven  Seite  von  cp  und  der  negativen 
Seite  von  I,  gememsaxn  angehongen  Punkte  oder  von  dem  der  negativen  Seite  von  cx 
und  der  positiven  Seite  von  la  gememsam  angehorigen  Punkte  ausgehen,  und  subtrahiert 
die  beiden  so  erhaltenen  Grleichungen,  so  entsteht  die  Gleichung  • 


(6.) 


\-P 


und  weiter  aus  dieser  durch  Derivation  nach  ex  die  Gleichung: 


?; 


p 


und  man  erkennt  nun,  daB  die  Funktion  P 


der  drei  Veranderhchen 


mit  der  von  EIEMANN  *)  am  Schlusse  von  Art.  25  seiner  Theone  der  Abel'schen  Funk- 
tionen  definierten  Funktion  wfa,  £2),  die.  Funktion  P  ^    der  beiden  Ver&nderlichen  e1?  # 


mit  der  ebendort  definierten  Funktion 
Was  schlieBhch  die  Funktion  & 


)  identisch  ist. 

betnfffc,  so  erhalt  man  fur  sie  auf  Gruncl  der 


Gleichung  (4)  unter  Beachtung  der  Beziehung  In  6 


-P 

0 


die  Darstellung: 


(8.) 


9 


4      , 


2. 


Ftir  die  Darstellung  der   zu  einer  beliebigen  Charaktoristik        «  \   go- 

horigen  Elementarfunktionen  empfiehlt  sich  die  JEmfiihrung  der  mit  irgend  2p  roolloti 
GroBen  gl9  -  -,  gp,  ht,  ---?  7^  gebildeten  allgemeineren  jp-fach  unendhchon  Itoiho: 


\*J)-  2 


2?  «/•/*'  K  +  ^)  (V  * 


die  mit  der  auf  Seite  286  unter  (53,)  definierten  emfachcron  Roiho  durch  die  (lloichuug: 


flnp 


1'asal 


ft     ft 

*£tf 


*)  BwiUH«f,MM  Theone  dor  Abolaohon Funotionen  TI,  Art,  25  ((J-ouanituolie  W(irkot  2.  Aufl,,  H.  HB  -lU;  H,  130,), 
Jn  der  die  Funktion  t(fi)  darsfcellonclen  Gleichung  foWt  hinter  dem  CHeiolihett«as«ichen  daw  MimiBssoiohen, 
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verknupffc  ist  und  in  sie  ubergelit,  wenn  die  GroBen  g,  h  samtlich  der  Null  gleichgesetzt 
warden,  sodafi  also  #[Q](#I[--  |^)  =  i9-(#i|-  -\v^)  ist  Die  durch  die  neue  Keihe  definierte 
Funktion  #171(^1  •  |^>)  genugt  den  Gleichungen: 

-'^ 


Da,  wie  die  Oleichung  (55.)  zeigt,  ^•((w0--2?^-&))  als  Funktion  von  »  betrachtet 

XX  0sl  7/ 

cntwedor  nur  fur  die  p  Ptinkte  t=*e19  ••  ,  #  =  £p  verschwmdet,  und  zwar  O1  wird,  oder 

idcmiiach  verscliwindot,  je  nachdem  Sfti  !.(«!,   •-,«„)  gleich  p  oder  kleiner  als  jp  ist,  und 

|i| 
(JrOBonwyHtom  (fi)  nach  Frftherem  sich  der  Kongruenz: 


ontoproohond  darHtollon  lafit,  so  wird  die  Funktion  &((u9  +  ej)  entweder  nur  far  $  Punkte, 
*i  »"•><>  vorschwiudcni,  und  zwar  Ol  wcrden,  oder  ideniisch  verscbwinden,  je  nachdem 
dio  aufgoHt^llto  Kongrueuz  nur  cine  Losung  oder  mehr  als  eine  Losung  £1?  •  -,  tp  besitzt 
Boaohtot  man  nun  dio  vorntohonde,  die  Funktion  #[J](H)  mit  der  Funktion  ^  ((«;))  ver- 


und  bwssoichnet  das  System 

V  = 

mir  Abknrauug  mii  («  +  |j|)»   so  orkonnt  man  woiter,   dafi  die  Funktion 

ouiwodor  nur  far  p  Punlrto,  &,  ••-,  £,  vorachwindet,  und  zwar  Ol  wird,  oder  identisch 

v«rHohwiiulot,  jo  nacMom  dio  Kongruon// 


nur  oinc  LflHwng  odor  mohr  als  eino  Losung  £i>  ••-,  CP  besitzt 

Ks  noil  nun  in  dioaem  Artikel  gezeigt  werden,  wio  man  die  Ausdrucke  fur 
dio  m  oinor  Chanikttmatik  (j)  gohOrigen  allonthalben  endlichen  Elementarfunktionen 
«;,,  .  ..,  w,  orhalttm  kann,  Daboi  wird  man  zweckmafiig  von  den  folgenden  Erwagungen 


. 

Jsi,  w  <sino  wir  (Jharakteristik  Q,  i*  eine  zur  Oharakteristik  (J"^)  geh6rige 
allenlhalbfln  cndliche  Fnnktion  und  «ind  ij»,  -  -  -,  ^  s);  e(1),  •  •  -,  «(|J>-S)  die  xhren  Deri- 
vierton  •?,  7^  boziehungsweise  xukommondon  Systeme  der  charakteristisclien  Punkte, 

»4^       wf  orf* 
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so  ist  der  mit  -—  als  Zahler  und  ^  als  Nenner  gebildete  Quotient  Q(s)  eine  zur  Charakte- 

ristik  (^\  gehorige  JF-Funktion,  welche  fur  den  Fall,  daB  die  beiden  genannten  Punkt- 
systeme kemen  Punkt  gememsam  haben,  das  Punktsystem  e(l\  •  •  •,  ^2*-2)  als  System  der 
oo1- Punkte,  das  Punktsystem  ??(1),  ,  ?/2*-2>  als  System  der  O^Punkte  besitzt,  welche 
dagegen  fur  den  Fall,  daB  die  beiden  Punktsysteme  einen  Teil  gememsam  haben,  das 
von  dem  Punktsystem  £(1),  •  •  •,  £(2*-2)  nach  Entfernung  des  gememsamen  Teils  ubrig- 
bleibende  Punktsystem  als  System  der  oo1- Punkte,  das  von  dem  Punktsystem  ??(1),  ,  ^'^ 
nach  Entfernung  des  gememsamen  Teils  Cibrigbleibende  Punktsystem  als  System  der 
O1- Punkte  besitzt  Infolgedessen  lafit  sich  die  Funktion  Q($\  wenn  die  beiden  genannten 
Punktsysteme  mcht  von  spezieller  Art  sind,  bis  auf  einen  von  2  unabhangigen  Faktor 
durch  den  Quotienten  zweier  Produkte  von  je  zwei  Thetafunktionen  darstellen. 

Im  AnschluB  an  die  vorstehenden  Erwagungen  wahle  man  jetzt  im  Inneru  der 

Flache  T  p  —  1  Punkte  «i,  •••,  fy_i  so,  daB  Sftiii(fii,  ••  j^-O^jp  — 1  ist  und  daB  zudcm 

Ul 
unter  diesen  Punkten  weder  zusammenfallende  Punkte  noch  Puiikte  a,  oo  vorkoimnen, 

beachte,  daB  durch  die  G-leichung: 

dul 


du 


dz 


ds, 


bei  der  (7  eine  willkurliche  Konstante  bedoutet,  die  allgememstc  Funktion 

wird,   welche  das  gewahlte  Punktsystem  6^  ••  ,Sp-\  als  Bofltandteil  dos  Sysl(«nH   dor 

charaktenstischen  Punkte  besitzt,  und  bexoichne  das  zu  elt  •   •,  ^  ^  gohongo,  gogonftlx^r 

der  Oharakteristik  (J     J)    ebcnfalls   den  Bang  p  -  1   bositeondo,  KostimnktsyHi^ni    <lor 

Funktion  j~  mit  af,  •••>  c,p-l.     Die  so  bostimmten  2;>  -  2  Punkte  ^ 

sind  stets  durch  die  Kongruenz  (vgl  Seite  171  u   Soito  132): 


sp  ,,  r,, 


verknttpft     Versteht   man    dann   unter   #'   irgend   einen   von    s, 
irgend   einen   von   617  ••-,  *pwl   verschiodonon  Punkt   dor  BMftcho 


-,  *^  3,    untor   / 
HO   vcuw-hwiudot 


». 
--*)),  als  Funktion  von  0  bctmchtot,  nur  far  (lit)  p  Punkto 

/X 


lt 


nur  far  die  j»  Punkto  /,  «, 

f 


Daistollung  yon  Elemonlaifunktionen  duich  die  Riemann'sche  Theiafunktion  293 

Woitor  boslimmo  man  far  v  - 1,  2,  •-,#,  indem  man  beachtet,  daB  die  Grofien 
A,,  It,  den  Modul  1  boKitzon,  icclle  OrOfieu  gr,  liv  im  Rahmen  der  Bedmgungen  Q£gv  <  1, 
Or'//,, <1  (lurch  die  Oleichungon: 


und    wablo    alHdium    im    hmom    dor   Flacko  2"  ran   wodor    zusammenfaUende  Punkte 
noob     Punklo    «,   nu     onlhaltcmdoH    Panktsystcmi    ?/1?        ,  77^,    das    doi    Bedingung 


tmd  filr  das  zudoni  ^[J]((rw^  +  jfc))  +  0  ist.     Dabei 
iwl.  '/u   boachiKMi,  daB   '>[J|((  i^M-A'))  odor  der  Hich  davon  inir  um  einen  wedornnll 


\\w\\  unondlich  word(nid(Mi  Faktor  unl^vHchoidondo  Aiwdrack  &('Su'l*  +  k+  Jl))  mcht 
Htr  j(Ml(»«  Sysi-cnu  ?/M  -  •  >,  ?y;,  t  don  VWti  Null  habon  kann,  da  sonst,  wogon  ^f(«-  /'))  ^((v)), 
juu'Ji  iV  ((  pj|  ^  A  J|))  fftr  jodoH  MyHixMii  ry,,  ••-,  ^  x  don  Wort  Null  habon  wtlrdo  imd 

rwhmHl  <lio  Kunkiion  ^((w*     js^-A      jl)),  wie  aaoh  dm  ;>  Punkte  iylf-  -•,?/,, 

Hoin   inogtuu  j(Ml(Mila,lls  far  <lioHO  Puukte,  abor  wogou  dor  llnmoglichkoii  der 

//'    v  ^\\        ft*   i'  \ 

'/  (  ^  tt'H*  I  /r  |    j[|J      (^^  I  A)   niobt  inir   for  diOHO  Punkte  vornchwhulon 

lno  «kin(»  idoni.isrh  vmchvvindiMido  l^unkiion  wftn?        im  Widonsprucb  mil  dor 

(/*  /•     \ 
2  'Hip]  duiT,h  pjiHH^tulo  Vorftigung  flbor  dio  Punkto  /^,-s  //p 
,«     X         / 

csiuoin  boliobi^ni  HyHtomo  (/r)  kongruc^ni  g(kma<5ht  wonlon  kann.  Zugloich  orkoiml  man, 
(ItiQ  din  Punktt^  //t,  -"%///,  »  auf  unbogn^n'/i  vioit1  Woiwm  dtni  a.ul^sstolH^n  Hodmgungcm 

ti\//f<  **  l         \\ 

'Wii'yp'"^/!.  i)     ^      U  «^  A  ((  Ji'^'1  (  A*))  f  ()  (niinnrocbend   gowSllill  wordon  konnoiu 
|i  "  '  NN  n  i  n 

Dio  Htnlingung  %n(f//i,  •-,  //^  t)  »  /)  1  y,ioht  die  filr  x  ^1,2,  --,;>  1  goltondo  (Upichung 
iMiii^if  '"»  ^  M^M>**^%  i)  /;  -  m('\l  H"|<^1t  im(l  ^  laHHOii  Hioh  dabor  dio  vorbor 

«utij(offlhri«*n  PurikU*  ^',  /'  im  Itabwon  dor  ilnion  nclion  frflhor  auforlogtori  Bodingungcm 
un<l  t\w  m*U#Ym  BtHlmgtwgon  ^'^f  r/t,  "••,  7//|r  t;  /'  f  'flj,  •••,  7/;,  t  anf  tml)ogr<mp/l  violo  Woiaon 

HO  wftblou,  diitt  kcino  dorp     1  Fimkiiomw  t 


AUH   <hir  Ungleidiung   ^f       jTw^-f  A-hO  dagogon  folgt, 


fflr  *••<  !,£,*» s     *  J   4io  Kmtktton 


omon 
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von    Null    verschiedenen    Wert   besitzt   und    da8    daher   kerne   der  p  —  1  Funktionen 

'=1,2,    ,i»-i,  identisch  verschwmdet. 


,«=! 

Auf  Grund  des  Vorstehenden  erkennt  man  jetzt,  daB  die  mit  Hilfe  der  gewahlten 
2p  Punkte  siy      ,  sp_lt  rjl9  ••  ,  ^_1?  0,  z"  gebildeten  ^-1  Gleichungen. 

dul 

&((uy-  tf-  us"+  uto^jgrfti  _  i\\ 
^  «  =  i  n 


—  1  znr  Charaktenstik         gehonge  Funktionen  -      bestimmen,  deren  ^to  das  Putiklr 


system  TJI?  •  •,  rj,-i,  ^n,  •    ,  ^-i   als  Bestandteil   des  Systems   der   charaktenstLSchen 


Punkte    enthalt      Diese  p  —  1   Funktionen       -,  ••  ,       —    sind   zudem  linear  unab- 

•*•  (10     '  (18 

hangig;   denn   der  mit  den  nnbestimmten  Konstanten  l(l\  •  •  ,  l(p~*>  gebildetc  Ausclruck 

da    fur    «»^(x=i,»,    ,^D    die    p-2    Funktionori 

)  samthch  den  Wert  Null  besiteen,  die  Funktioti 


dagegen  einen  von  Null  verschicdenen  Wert  hat,  nur  dann  in  Tf  allcnthalbon  don  Werl/ 
Null  besitzen,  wcnn  /(1)  =  -  «  l(v  1}==0  ist.  Intblgedesscn  bilden  die  jp  —  1  aus  ihmui 
durch  Integration  entstehenden  Funktionen: 


wobei  ^0  den  der  positiven  Seitc  von  cy  und  dor  nogativon  Hoito  von  c{  g<kmoinHam  an- 
gehongen,  fruher  mit  I,  bezeichneten,  Punkt,  ^?  einen  boliebigon  Punkt  dor  KHldio  7" 
bezeichnen  soil  (vgl.  Fig.  4  auf  Soite  33  des  orsten  Toilos),  cbi  Rystom  von  />  1  lin<»ar 
unabhangigen,  zur  Oharakteristik  (fy  gehOrigon  allonthalbon  ondlichoti  Kunktionon  w, 
und  os  iSifit  sich  daher  die  zu  dersolben  Oharakteristik  fy  geliOrigo  allonthalbon 
liche  Elementarfunktion  wg  ((>  A,S,  ,0  durch  oino  (Hcichung  von  dor  Konn: 


bei  der  die  c£°,  x«o,i,s,    JjP  -i;  Konstanten  bcdcuton,  darstollcn, 
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Dio  Bostimmung  der  p  Konstanten  c%\  x=  0,1,2,  ,*,~i,  raoge  hier  noch  fur  den  Fall 
durchgofuhrt  wordoti,  daB  die  Charaktevistik  (fy  eine  gewohnliclie  ist,  also  die  p  Fak- 
toroupaaro  AV9  Jit>,  >•  1,2,  ,?>,  samthch  eigenthche  sincl.  Unter  diosor  Voraussetzuug  be- 
stchon  (\n\.  Moito  7),  wonn  man  die  boi  dor  Funktion  w(y)  an  Stello  dor  QioBen  81,,  95V,  E,,,  ^,, 
s(^h(k])don  (jlrOBon  mil.  S?llty),  S3(,r\  Kix),  JH^}  ber/oichnot  und  xur  Abkurzung 

I>,     2  -  yl  r  -  /;,  ,  j),  -  2  -  I,  -  £„  , 

£7>(    JL  -|  (i  _  ^  j^iL,  ^-  -  —  4-  (l  -  /O-1^, 

/>,,      v          '^  a  />,/>/  A  ^si^j),9 

Hol.7,1,  fftr  x     l,2,--,/>-    1,  v     1,2,    %ju  dio  Beztoluaigeir 

fcW*  I  (1  •   ^,-)^ 

St^-i  air*    ^ 

2  />,, 


Nun  t^rhiUli  man  auf  (Irutul  dor  l^igur  4  {Moilo  JUJ  doK  orHiou  rIVilo,sj,  boi  wolchor  filr 
^      l,ii,  •••,y>  d(kr  dor  lu^aiivou  Moil^  von  <\  uu<l  dor  posiiivcm  Soito  vou  6 
;o  Punki.  mill  tr  bo'/oichnoi  ini, 


mid  M*hli<»Bli»hr  unl^f  lUvu'hituiK  <l«r  vorhor  fnr  itj"  ahgcloitotmt 


»?'    <'  I 

Nncluli'in  w»  tlio  dcr  Kunkium  «lfK)  ("  «.».  •./•  »)  Kiikoimuondcn  (thanikloriHtiBohou 
?(',",  Wi",  (Si"»  W7'f  »"''*'•  -'t  Iw'Ht.iumii  «in<l,  golu!  man  auf  tlio  Uloicliung: 


k  uiMl  drttrkf,  iwlwii  nion  Ixnuthtot,  dafi  IftngH  «P(w{     «'v  I-  (I     ^fpj~  i«l»  dio  dor 
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Funktion  wg  fur  die  Schmtte  c  zukomrnenden  Konstanten  durch  die  den  Funktionen 
w(1\  •  •  •,  w(p~l)  fur  diese  Schmtte  zukommenden,  soeben  gewonnenen  Konstanten  (£  aus 
Man  erhalt  so  zur  Bestimmung  derjp-1  Konstanten  c%\  X-M,  ,P-I,  diep-l  Gleichungen 


und  der  Wert  der  noch  ubngen  Konstante  cf  wird  dann  durcli  dio  auy  der  (Jloichung: 


durch  Summation  nach  y  von  1  bis  p  unter  Beachtung  der  Jlelation  ^  i¥(l|(  •*- 
(s   Seite  8)  entstehende  Grleichung: 


^ 


geliefert. 

Auf  ganz  ahnliche  Weise  lafit  sich  die  Bestimmung  dor  p  Konstanlon  cff\  *  0,1,9,    ,;* 

durchffthren,  wenn  die  Charakteristik  (fy  cine  gemischlo  ist?  also  unter  don  p  Faktoixu 
paaren  Av,  Bv,  v*i,8,    ,p,  auch  uneigenthche  vorkoinnion. 

3. 

Es  soil  jetzt  noch  gezcigt  werdon,  wioman  die  zu  oinor  OliarakljcriBtik  (fy     fy  ] '  ^ 
gehOrige  Elementarfunktion  P  *    darstelleu  kann.    Daboi  mOgo  der  KiiifacJilunt 
vorausgesetzt  werden,  da6  die  Oharaktenatik  Q  oino  gowOhtilicho  inlr,  alno  dio  p  Kuktonw- 
paare  J10  /^,,;  ''=1,2,    ,p7  staatlich  eigentliche  sind, 

Um   dieso  Darstellung   ssu   orhalton,  bostimme   man    fftr   v     \9%t"*9p    m*ll 
Grofien  ^,  ^  im  Kahmen  der  Bedingungen  0£g,<  1,  ()£/*,<!  durch  dio  (Hoichungon 

(1.)  -4,  -  *"**',  //,  - 
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voreicho  imtor  e  omen  un  Innem  der  Plache  T  behebig  gewkhlten,  von  den  Punkten 
«,  oo  vorschiedenen  Punkt,  unter  g  einen  in  der  Flache  2"  frei  boweglichen  Punkt 
und  setae. 


$u* 


df 


de 


dt 


Dio  so  doliniorto  Funktion 


iwt,  JiLs  Funktion  von  0  botrachtet,  oino  BUI*  Oharakte- 


riwiiik  {[})  gobflrigc^  /^Funktion,  wolcho  daB  don  Punkt  a()  (<>=M»  ,o  (^(l  —  l)-mal  ont- 
PunktHyHtom  f,  «x,  •••,  tft,-  •-,«,,  -?<x,  odor  aucb  nur  oiuon  Toil  dosHolbon  als 
<l(»r  ool-Punkio,  dan  don  Punkt  nox  c*  i,a,  .,v)  (*x  +  l)-mal  onthalfajndo  Punkt- 
oolt  ••  ,  «x>,,  — ,  oov,  ••-,  oov  alH  BoHtandtoil  das  Systems  dor  Ol-Punkto  bositsst 

und  spoxioU  fflr  dou  Punkt  0     t,  tmondhch  wird  wio  -— -,  woboi 


( '**?&*'••    Pw<    ^\ 
\          d*H          /«  n 


x;  — 1> 


du 


T 


man  nun  in  dor  FKb^lio  7"  ilnu  dor  poHitiven  Scito  von  ^  und  dor 
n  Sriti^  von  <;t  gewuMwaw  angohflrigcm  Punkt  mit  dom  Punkto  «  durcb  cinon 
/.  fvgL  Fig.  17  auf  Hoito  1M  d<w  csraton  Tinlen),  bo»oichn«t  die  dadurch  aun  Tr 
<wtHt4*hcwdo  Klftclu^  tnit  T"  uml  bilclcA,  tintor  ^0  don  dor  ponittvon  Soito  von  /,  un<i  dor 
nogaUvcm  HoiU^  von  rt  goiuoinsani  angohArigt*n ,  frnhor  mit  l{  boHoichneton,  Punkt, 
unt^r  ^  **iiwu  Iwluritfgmt  Punkt  dor  Flftcho  2f/f  vorHtohoud,  die  (JHoichuiig: 


ln*i  dor  clw  Hirich  am  lntogmlf/oicbon  anclout(»n  flollt  daB  dom  Intogrationswog  die 
aufcrlogt  int.,  gair/  in  7tw  %u  vorlauftm      ,  m>  wird  dio  durob  dicwo  Olei- 

infolgii  dor  vorhw  angogolionon  Kigtmscbafttm  von 

BB 


ci«*Hnit»rtw  Kunktion  / 
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eine  in  T"  einwertige,  zur  Charakteristik  ()  gehorige  Funktion  W  sein,  welche  filr 
jeden  von  s  verschiedenen  Punkt  a  stetig  ist,  fur  den  Punkt  e  dagegen  unstetig  wird 
wie  In  j-j^j,  und  deren  Werte  in  je  zwei  entsprechenden  Punkten  c?+,  e?~  der  Begrenzung 
von  T"  in  der  Weise  verknupffc  sind,  daB 


(5.) 


langs  6,  {P 
langs  c,  JP 
&ngsZ.  {P[t  =  P 


"+»„ 


£  — 


ist,  wobei  zwischen  den  Konstanten  91,  95,  &  die  Beziehungen: 

bestehen.  Nach  der  zu  Anfang  gemachten  Voraussetzung  ist  At9  Sv  (''=1,2,.  ..p)  inmner 
ein  eigentliches  Faktorenpaar,  und  man  kann  daher  unter  Vcrwendung  der  fnlhor  doli- 
nierten,  auch  im  vorhergehenden  Artikel  benutzten  GrOfien  Dr?  l)v,  $,,,  £BV  far  j/«l,  2,  •  •>]> 

setzen.  Beachtet  man  dann,  daB  die  Konstanten  9CV,  33,,,  (£„  auf  Grand  dor  achon  vorhor 
erwahnten  Figur  17,  bei  welcher  der  der  negativen  Seite  von  cv  und  d(^r  positivon  Scitc^ 
von  lv  gemeinsam  angehorige  Punkt  mit  tv  bezoichnot  ist,  filr  v  -~*  1, 2,  •  •  -,  ;>  durc/h  die 
Grleichungen. 


(7.) 


PIC 


'    +  C,  +  A  »,rf  /» 


(1  -  /?,)  /'   ,'    -  //,(&,  • 


/' 


bestimmt  sind,  und  fflhrt  die  so  fur  §£„,  S3,  gowonnonen  Ausdrflcke  in  die  aus  don  bnidon 
Qleichungen  (6.)  durch,  Addition  folgondo  Oleichting: 
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em,  HO  crhAll  man  r/ur  Bestiinmung  von  $v  die  Gleichung: 


299 


Man   orkonnt  jetzt   ohno  Mfiho,   dafi  dor  aus  dor  Funktion  P 


und  den  zur 


allotitluilbon   ondlichcn  Elementarfnnktionon  ^i|^|,"-7 


mil  1  1  ilfo  dor  UrOBou 


•,  (£^  gobildcto  Ausdruck  P 


yon 


Kunklion    /J 


(>-  1 


nur  um 


additivo   Konstanto    untorscheidon  kann 


l.  Holier  17,  Art.  4),  odor,  was  dawolbo,  dafi  oino  OlcucJiung  yon  dor  Form: 

* 


bcwlohl,    %ur   Ht'Hlimmung  dor   Konntanlo  C  boachto  man,  dafi  auf  Grand  dor  lotzton 
'/AviKcln*n  dnr  r/ur  Ftinkiion  /'  *    gchOrigen  Konstanto  )$p  (H.  Soito  14)  xind  don 

?<ni  Konsianlon  $„,  J£lv,  •••,  ^»,  (H.  Soito  8) 


r/M  <lon  K 

di<^  Oloichuug; 

(10.) 


Ttl 


bildo  unlor 


der  Rolationon 


V     p 


V      f 


V       1 


Huinino  dor  HUH  cHtwor  (lloichung  fftr  v«-  1,  2,  •••,/>  horvorgohondoti  (Uoichungen. 
Matt  orbait  <lann  die  Ulwebung: 


und  HdtlittBltch,  indtnn  man  don  hi«rou«  fftr  (J  Bich  orgobomlon  Worfc  in  dio  Qleiohung  (9.) 
dtiHotKt.,  fftr  dio  m  dm  ipwfthnliohcn  Obaraktoristik  (J)  gohOrigo  Klomontarfunktion 

/'N  dio  Jtowtoilung; 

o  I '  I 


rl: 


88* 
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wobei  P  *    der  durch  die  Gleichungen  (4.),  (3.),  (2.J  bestimmte  Ausdruck  1st  und  die  2p, 

von  dem  Punkte  e   abh&ngigen,  Konstanten  (£,  ®  durch  die  Gleichungen  (7.),  (8.)  ge- 
liefert  werden. 

Deriviert  man  die  Gleichung  (12.)  m-mal  nach  #  und  beachtet,  da6  die  wto  Den- 


vierte  von  P 

o 


mit  (w  —  1)!  P\\  ubereinstimmt.  so  erhalt  man  die  Gleichung: 

^  J     in    e  7  ° 


Aus  ilir  folgt  durch  Vertauschung  der  Buchstaben  e,  a  die  Gleichung: 


jWl 


—  1 


» 

""" 


bei  der  K^  diejemge  Grftfie  bezeichnet,  welche  aus  dem  der  Grofle  (£<,  nach  (7.)  cnt- 

sprechenden  Ausdruck  hervorgeht,  wenn  man  den  Integra tionsbuchstaben  $  in  ncuoi 

Bezeichnung  durch  £  ersetzt  und  alsdann  an  Stelle  von  e  die  Veranderliche  z  treten  laCt. 

Man  erkennt  unmittelbar,  dafi  man  durch  das  in  diesem  Artikel  angewandtc 

Verfahren  auch  die  Darstellung  der  zu  einer  gemischten  Charakteristik  (fy  gehorigon 


Elementarfunktionen  P 


m     8 


,  Pf    erhalten  kann. 

J 
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